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Ordre et groupe symétrique

Ordre

Exercice 1. Ordres simples.

1) Calculez dans C* I'ordre des éléments suivants : 1, —1,z',ei2?7r,2.
2) Calculez dans Z/7Z l'ordre des éléments suivants : 0,3, 6.

3) Calculez dans Z/127Z P'ordre des éléments suivants : 1,2, 3,4, 6.
4) Calculez dans GLy(R) lordre des éléments suivants :

1 ’32—011’023—11'
(o) o) e lhn)

Exercice 2. Ordre et divisibilité.

Soient GG un groupe fini et x € G. On rappelle que l'ordre de x divise 'ordre de G.

1) En utilisant le résultat précédent, quels sont les ordres possibles des éléments du groupe
73027

2) Méme question pour les éléments de Z/19Z et de P({0,1,2}).

3) Que remarquez-vous en calculant les ordres de tous les éléments de P({0,1,2})7

Exercice 3. Groupes monogénes ou cycliques.

1) Vérifiez que Z/57Z est un groupe cyclique.

2) On note Z/8Z* 'ensemble {1, 3,5, 7} muni de la multiplication modulo 8. Vérifiez que
Z|8Z* n’est pas un groupe cyclique.

3) Est-ce que Z est un groupe monogene ? cyclique 7

4) Est-ce que (Z/27Z)? est un groupe monogene ? cyclique ?

Groupe symétrique

Exercice 4. Questions de compréhension.
1) Calculez dans &, les compositions suivantes :

1 2 3 4\(1 2 3 4 ¢ 1 2 3 4\(1 2 3 4)(1 2 3 4
4213)\241 3 °¢ 1 2 4 3J\3 41 2)\3 4 2 1)
2) Calculez dans &g les inverses des éléments suivants :

123456) (123456
236415 < l64213s5)]

Exercice 5. Tables de Cayley.
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1) Dressez la table de Cayley de la loi o du groupe &,.
2) Méme question pour Ss.
3) Trouvez deux éléments dans &3 qui ne commutent pas.

Exercice 6. Ordre de G,,.

Considérons le groupe &,,. Pour trouver l'ordre de ce groupe, nous allons compter le

nombre de choix possibles pour construire une permutation o dans G,,.

1) Combien de choix a-t-on pour I'image (1) ?

2) Une fois que I'on a choisi o(1), combien de choix reste-t-il pour o(2)?

3) Une fois que 'on a choisi 0(1),0(2),...,0(n - 1), combien de choix reste-t-il pour
o(n)?

4) Déduisez-en le nombre d’éléments dans &,,.

Exercice 7. Points fixes et support.

Déterminez les ensembles Fix(c) et Supp(o) pour
(1 23 4567891
\10 736 91284 5]

Exercice 8. Ca commute!
Trouvez deux permutations o et 7 dans &, qui commutent mais qui ont au moins un
élément en commun dans leur support.

Exercice 9. Décomposition en produit de cycles.
Déterminez la décomposition en produit de cycles a supports disjoints de chacun des
éléments de G suivants.

(123456789 10 (1234567 8 9 10
1" \1 3746892510/ “27\l2145367108 9]
(12345678 9 10 (1 2 345678910
9%%l2 345678910 1) %7\7 105682314 9]

Exercice 10. Jeu d’écriture.

Considérons la permutation ¢ dans S définie pour tout ¢ dans [1,6] par o(i) =7 1.
1) Ecrivez o sous forme matricielle.

2) Déterminez le support et 'ensemble des points fixes de o.

3) Ecrivez o comme un produit de cycles a supports disjoints.

Exercice 11. Les groupes G35 et 6.

1) Déterminez tous les éléments de &3 en les donnant sous forme d’'un produit de cycles
a supports disjoints.

2) Méme question pour &,.

Exercice 12. Puissances.
Pour chacune des permutations o; suivantes, calculez o
en produit de cycles a supports disjoints.

(12 3 4 (12345 (1 2
91714 3 2 1) 27 3 5 21 4) 7\7 6

Exercice 13. Ordres possibles.
Rappelons les deux résultats suivants du cours.

33 en utilisant sa décomposition

34567
1 2 45 3)°
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a. Soient GG un groupe fini et x € G. L’ordre de = divise 'ordre de G.

b. L'ordre de 0 € &,, est le plus petit multiple commun des longueurs des cycles ~; de
sa décomposition.

1) D’apres le premier résultat, quels sont les ordres possibles pour les éléments de &3 7
Méme question avec Gy.

2) D’apres le second résultat, quels sont les ordres des éléments de &3 7 Méme question
avec G, puis Gs.
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