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Algebre et géométrie
Enseignants

INGENIEUR-E-S D'UN NUMERIQUE UTILE Arnaud Bannier, Nicolas Bodin

Espaces euclidiens

Exercice 1. Formes bilinéaires ?
1) L’addition ¢ : R? - R, (u,v) » u + v est-elle une forme bilinéaire sur R ?

Correction. On remarque que
p(1+1,1)=(1+1)+1=3 = &(1,1)+¢o(1,1)=(1+1)+(1+1)=4.
Par conséquent, I'addition n’est pas une forme bilinéaire sur R.

2) Le produit ¢ : R2 > R, (u,v) ~ u x v est-il une forme bilinéaire sur R ?

Correction. Montrons maintenant que la multiplication est une forme bilinéaire. Soient
u, v, w dans R et A un scalaire. On a

Y(Au+v,w) = (Au+v)w = duw + vw = \p(u, w) + (v, w),
Y(u, o+ w) =u(Av+w) = Auw + uw = Ap(u,v) + (u,w).

Exercice 2. Calculs de produits scalaires.
Dans chacune des questions suivantes, on considére un espace euclidien E ainsi que trois
vecteurs u, v et w dans E. Calculez (u | v), (u|w) et (v |, w).

1) On considere l'espace euclidien £ = R3 muni du produit scalaire usuel ainsi que les
vecteurs u = (1,1,1), v = (-1,0,1) et w = (1,2,3).

Correction. On a

(u]v)y=1x(-1)+1x0+1x1=0,
(ulw)=1x1+1%x2+1x3=6,
(vjw)=-1x1+0x2+1x3=2.

2) On consideére 'espace euclidien F = Ry[ X ] muni du produit scalaire défini pour tous
P et @ dans Ry[ X ] par

(P1Q)=P(0)xQ(0)+P(1) x Q1)

ainsi que les vecteurs u =X +1,v=X?-X +1let w=1-2X.

Correction. On a

(u|v)=1x1+2x1=3,
(ulw)=1x1+2x(-1)=-1,
(vjw)=1x1+1x(-1)=0.
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3) On consideére 'espace euclidien F = Ry[ X ] muni du produit scalaire défini pour tous
P et @ dans Ry[ X ] par

(P1Q)= [ P)QG)r

ainsi que les vecteurs u =X +1, v=X?-X+1et w=1-2X.

On a

(u|v)=Al(x+1)(x2—x+1)dx:fol(x3+1)d:c=Ex4+x];:ZL,
(u|w)=v[()l(x+1)(1—2x)dx=[01(—2x2—x+1)dx:[_?2:63—%x2+x];=—%,
(U|w)=/(;1(x2—x+1)(1—2x)dx=/(;1(—2x3+3x2—3x+1)dx

-2 3 !
=[Zx4+x3—§x2+:c]0:()_

Exercice 3. Produit scalaire usuel sur R2.
On considére application ¢ : R?2 x R? - R définie pour tous u = (uy,us) et v = (vy,vy)
dans R? par
@(u,v) = ugvy + ugvy .
Montrez que ¢ est un produit scalaire sur R2.

Il s’agit de montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique, définie et
positive.

Bilinéaire. Soient A € R et u = (ug,us), v =(v1,v2) et w = (wy,wsy) trois vecteurs de
R2. On a

(A +v,w) = p((Aug +v1, Aug +v2), (Wi, w2))
= (Mg +v1)wy + (Aug + v9)wg = Auqwy + v1wy + Augwsy + Vawe

= Mugwy + ugws) + viwy + vaws = Ap(u, w) + (v, w).

Une démonstration similaire nous donne ¢(u, \v + w) = Ap(u,v) + p(u,w).

Symétrique. Soient u = (ug,uz) et v = (vy,vy) deux vecteurs de R2. On a
o(u,v) = uv1 + ugvy = ViU + vaus = (v, u) .
Définie. Soit u = (u1,u2) un élément de R? tel que ¢(u,u) =0. On a alors
o(u,u) =ui +u3 =0 ud =-uj.

Or, 22 >0 pour tout z € R donc u; = uy = 0.

Positive. Soit u = (u1,us) un élément de R2. On a

o(u,u) =uf+us>0.
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Exercice 4. Cercles unités.
On considere les normes ||, ||, et |-, sur R? définies pour tout u = (z,y) € R? par

Jully = el +lyl, fuly=va?+y?, Jul, = max(fz], [y]) .

Pour chacune des normes précédentes, dessinez ’ensemble des vecteurs de norme 1.
e 1
0 KO /1 O 1
Exercice 5. Propriétés d'une norme.

Soit E un espace euclidien muni d’un produit scalaire (- | -). La norme euclidienne associée
sera notée ||-|. Montrez que pour tous vecteurs u et v de E et pour tout scalaire A de R,
1) el = AL )

2) usol = Jul” + 2] v) + o] ;

3) Nu=ol” =l = 2(u]v) + [o];

)
)
4) Ju+of® +Ju=v[* = 2(Jul® + [o[*) (identité du parallélogramme) ;
5) u+v|®=]u-v|* = 4(u]|v) (identité de polarisation).

Correction. Soient u, v deux vecteurs de E et A un scalaire. On a

[Xul = v/ fxu | Xu) = /A x Mu [ u) = VA2 x\/(u]u) = |\ > Ju]

2
||u+v||2: (u+v]u+v) =(u+v|u+v)={(u|u+v)+(v|u+v)

= (u|w)+ (u|v)+ (v]u)+(v]v) = [u]®+2(u]v) + |v]?,
||u—v||2= (u—v|u—v)2=(u—v|u—v)=(u|u—v)—(v|u—v)

= (u]w) = (u]v) = ((v|u) = o] v)) = Jul” = 2{u | v) + [o]*.

Pour obtenir les égalités des questions 4 et 5, il suffit d’additionner/soustraire les

égalités des questions 3 et 4.

Exercice 6. Calculs de normes.

1) On considére 'espace euclidien £ = R? muni des produits scalaires ¢; et ¢y définis
pour tous vecteurs u = (u1,uz) et v = (vy,v9) par

_ _ U1V + UgUy
901(%@) = uvy + UgVa,  Pa(u, U) = U + - 5 + U2V2 .

On note |||, et |||, les normes euclidiennes associées. Calculez les normes des vecteurs
suivants :

(L1), (L,-1), (1,0), —5(1,1).
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(L)), = VIZ+ 2= V3, (1, 1), = VI T+ 2 = V3,

[(L =D, = V12 + (-1)2 = V2, (L -Dly=v12-1+(-1)?=1,
[(1,0)], = v12+02=1, [(1,0)],=V12+0+0%=1,

|30 =i h=1 5], = Ha k=i

2) On considere 'espace euclidien £ = R[ X ] muni des produits scalaires ¢; et ¢y définis
pour tous P et () dans R[X] par

1 1
A(P.Q) = Y P@QE), #(P.Q) = [ P@)Q)dr.
r=-1 -
On note ||-|; et |||, les normes euclidiennes associées. Calculez les normes des poly-
nomes suivants :
1, X, X2, X% X+1.
Pour simplifier les calculs, nous calculerons les normes au carré des poly-
némes donnés.

?

(J1l,)2 =12 +12 412 = 3, (X],)? = (~1)2+ 02+ 12 =2,
1 1 1 1 9
(X2%))* =17 +0*+1* =2, (IX3],)% = (-1)2+ 0%+ 12 = 2,
1 1 1 2 1 1 1 2
(1) = [ atde=[za?] =2, {0012 = [ atde= 20| 2,

(|X +1])*=0*+12+2%=5,

w | oo

1 1 1
(X 411y = [ @ v 2rs1)de= [§x3+x2+x] -

Exercice 7. Le cas du vecteur nul.
Montrez que le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur.

Soit u un vecteur de E. Une forme bilinéaire est linéaire selon chacune
de ses composantes. Autrement dit, 'application £ — R, v~ (u | v) est linéaire, donc
envoie le vecteur nul sur zéro. Ainsi, (u | 0) = 0.

Exercice 8. Familles orthogonales.

On considere l'espace euclidien R? muni du produit scalaire usuel. Tracez les couples
de vecteurs suivants dans un repére orthonormé et indiquez s’ils forment une famille
orthogonale, orthonormale ou aucun des deux.

(u17u2) = ((17 1)7 (1?0))7 (U3,u4) = ((17 1)7 (17_1))7

1 1
(s, ) - (—(1, DRETEREY

)
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On remarque que |u] = |us]| = /2, donc les familles (up,us) et (us,uy)
ne sont pas normées. En revanche,

||u5||:|u6||=4(%)2+(j—1§)2: Lolon

Aussi, la famille (us,ug) est normée. On calcule ensuite

(ur|ug)=1x1+1x0=1, (uglus)=1x1+1x(-1)=0, (us|ug)=3-4=0.
Par conséquent, la famille (us,us) est orthogonale et (us,ug) est orthonormale.

Exercice 9. Théoréeme de Pythagore.
Soit E un espace euclidien.

1) Montrez que pour tous vecteurs u et v dans F, on a
2 2 2
(ulv)=0=fu+v|”=]ul+]v]"

Pensez a utiliser les propriétés des normes démontrées précédemment.

Soient u et v dans E. On sait que |u+v|* = |u]® +2(u | v) + |v]*. Par
conséquent,

2 2 2 2 2 2 2
Jut o] =Jul”+ [o]” == (lul” +2(u | v} + [0]7) = [u]” + |v]

— 2u|v)=0<=(u|v)=0

2) Réécrivez le résultat précédent pour I'espace E = R? muni du produit scalaire usuel.

- uU+v
\\\\\u+v||
o N
ey
A Ju c

On retouve le théoreme de Pythagore (et sa réciproque) disant que le triangle ABC
est rectangle en A si et seulement si AB? + AC? = BC?.

Exercice 10. Orthogonal d'une partie.
Soit E un espace euclidien. Démontrez que 'orthogonal d’une partie A de F est un sous-
espace vectoriel de E.

Soient u et v dans A et \ un scalaire réel. Montrons que Au+v appartient
a At autrement dit que pour tout a € A, on a (Au+wv) L a. Soit a € A. On a

(M+v|a)y=(Mu|a)+(v]a)=Nu|a)+(v]a)

Or, u et v appartiennent a At, donc (u | a) = (v | a) = 0. Par conséquent, (Au+v | a) = 0.
Nous venons de montrer que \u + v € A' et donc que A’ est un sous-espace vectoriel
de E.
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Exercice 11. Orthogonal d'un sous-espace.
Considérons 'espace euclidien R3 muni du produit scalaire usuel.
1) Déterminez une base de 'orthogonal de F' = Vect((1,1,1)).

On a

Vect((1,1,1))* = {(z,y,2) e R* [ {(2,y,2) | (1,1,1)) =0}
={(2,y,2) eR¥ |z +y+2=0} ={(v,y,2) eR® | x =~y - 2}
={(~y-2,9,2) |y,z e R} = Vect((-1,1,0),(-1,0,1)).

Par conséquent, B = ((-1,1,0),(-1,0,1)) est une base de l'orthogonal de F.

2) Déterminez une base de l'orthogonal de F' = Vect((1,0,-1),(1,2,1)).
Soit u = (x,y,2z) € R3. On a

EFJ‘<:> (U‘(l,o,—l)) 0<:> $—Z:0<:> 1 0 -1 X ) 0
! (u| (1,2, 1))=0 T+2y+z2=0 1 2 1 z o)

On est donc ramené a déterminer le noyau d’une matrice que ’on peut calculer a I'aide
du pivot de Gauss.

10 -1\ (10 -1} (1 0 -1

12 1) \0 2 2) \0o1 1)

Ftr={(z,y,2)eR¥|z-2=0et y+2=0}
={(2,y,2) eR¥|w=zety=-2} ={(2,-2,2) | ze R} = Vect((1,-1,1)).

Par conséquent,

3) Déterminez sans calcul une base de 'orthogonal de F' = {(z,y, 2) € R? | 3x—-Ty+mz = 0}.
On a

F={(z,y,2) e R*|((3,7,7) | (z,y,2)) =0} = Vect((3,7,m))*.

Par conséquent, F'* = (Vect((3,7,7))*)* = Vect((3,7,7)) et donc la famille ((3,7,7))
est une base de F'.

Exercice 12. Orthonormalisation.
Orthonormalisez chacune des bases suivantes.
1) Orthonormalisez la base B = ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) de R3.

On retourve la base canonique.

2) Sur R3 orthonormalisez B = ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)).
On trouve

1 1 1
B'=1—(1,1,1), —(1,1,-2), —(1,-1,0) | .

(ﬁ( ) Vé( ) ﬂ( ))
En comparant ce résultat avec la question précédente, on remarque que 'ordre des
vecteurs de la base initiale influence la base orthonormale obtenue avec ’algorithme
de Graam-Schmidt.
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3) Sur R3, orthonormalisez une base du plan d’équation P défini par 3z -y + 22 = 0.
Une base de P est ((1,3,0),(0,2,1)). On trouve ensuite
1

\/%(—3, 1,5)) .

(1
B_(m(1,3,0),

Exercice 13. Endomorphisme orthogonal.
On considere ’endomorphisme orthogonal f de R? défini par sa matrice exprimée dans la

base canonique C :
1(V/3 1
[f]c = 5 ( 1 _\/g) .

Vérifiez que f préserve le produit scalaire ainsi que les normes de u = (0,1) et v = (3,4).

On commence par calculer les images de u et v par f.
F(u) - %(1,-@), (o) = %(3¢§+4,3-4¢§).
D’une part, on obtient (u | v) =4, |ul =1 et ||v]| = 5. D’autre part,
(Fu) | F(v)) = i((sﬂw) V3(3-4v3)) = i(3ﬁ+4—3¢§+ 12) -4,

If)l=5V1E+ VB =1,

If(v)] = %\/(3\/§+4)2+(3—4\/§)2 = %\/27+24¢§+ 16 +9 — 24/3 + 48

1 1
= — 1 = — ]_ = .
5 00 5 X 0=5

Exercice 14. Matrices orthogonales.
Montrez que les matrices suivantes a coefficients dans R sont orthogonales.

1 -2 -9

1 1
A:i(fg \1/3) B=-|l-2 1 -2
- 3l 2 1

Il suffit de vérifier que A x AT =1d, et B x BT =1d3.

Exercice 15. Matrices de rotation.
Soit # € R. Montrez que la matrice Ry de rotation d’angle # du plan R? est une matrice

orthogonale.
cosf —sinf
Re_(sinQ cos 6 ) :

On remarque que

1 _[cos@ —sin@\( cosf sind
(Rp) x (o) = (sin9 cos 6 )(—sin@ cos@)
[ (cos@)?+ (-sinf)? cosfsinf -sinfcosf) Id
~ \sinfcosf —cosfsind  (cosf)?+ (sinf)2 |



TD 6 — Espaces euclidiens MAT2051

Exercice 16. Orthodiagonalisation.
Diagonalisez chacune des matrices suivantes dans une base orthonormée de vecteurs
propres. Donnez pour chacune d’entre elles les matrices de passage.

0 3 111 1 0 2 3 -1 -1
A:(3 _8), B=|1 11|, ¢c=lo -1 2], D=[-1 2 o0
111 2 2 0 -1 0 2

(matrice A). Le polynéme caractéristique de A est P(X) = (X+9)(X-1).
Les sous-espaces propres sont donnés par

Ey =Vect((3,1)), E_g=Vect((1,-3)).

On vérifie facilement que les sous-espaces E; et E_g sont orthogonaux. Il suffit juste
ici de normaliser les bases propres pour obtenir la base orthogonale suivante

1
V10 V10
En notant C la base canonique de R?, on a donc

T e Y

(matrice ). On commence par calculer le polynéme caractéristique de B
ainsi qu'une base pour chaque sous-espace propre. On trouve

B:( L 31 (1,-3)).

Pp(X)=X?*(3-X), Ey=Vect((-1,1,0),(-1,0,1)), FE3=Vect((1,1,1)).

On vérifie que les sous-espaces Ey et E3 sont orthogonaux. On applique ensuite 1’al-
gorithme de Graam-Schmidt sur chacune des bases propres. On obtient

(1,1,—2)) , Bs :( (1,1,1)) .

V2 V6 V3

En posant B = By U B3 et en notant C la base canonique de R? on obtient

B():(L(_]-a]-)o)a L L

11 1 1oL

000 NV ERVE] V2 V2
_ C _| L 11 B_| L L1 _2
[Bls=10 0 0}, Fs=|% % Bl =1\% &% &
00 3 0 2 1 U
NRVE] V3 V3 VB

(matrice (). On obtient Sp(C') = {0, 3, -3} puis on trouve
Ey = Vect((-2,2,1)), Es3 = Vect((2,1,2)), E_3 = Vect((-1,-2,2)),
1 1 1
=(=(-2,2,1 =(=(2,1,2 3=(=(-1,-2,2)|.
BO (3( ) <y ))7 83 (3( ) ))7 83 (3( ) ) ))

En posant B = By u B3 U B_3 et en notant C la base canonique de R? on obtient

00 0 L2 2 -1 (2 21
[Clz=]0 3 0], szg 2 1 2], Pchg 2 1 2
00 -3 1 2 2 -1 -2 2
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Correction (matrice D). On obtient Sp(C') ={0,3,-3} puis on trouve

E; = Vect((1,1,1)), By = Vect((0,-1,1)), By = Vect((-2,1,1)),

B, - (%(1,1,1)) L B (%(0,—1,1)) . Bi- (%(—2,1,1)) |

En posant B = B U By U B, et en notant C la base canonique de R? on obtient

L9 -2 L L
1 00 V3 V6 V3 V3 V3

_ c_|L _1 L 5 _ L1
[Dls=10 2 0}, Ps=|"xn - w |- fe=| 0 NG
0 0 4 1 1 1 2 1 1
V3ooV2 V6 V6 V6 V6
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