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Division de DL et limites

MAT1056
Étude locale de fonctions et intégration

Enseignants
Arnaud Bannier, Matthieu Le Berre

Théorème 1 (division suivant les puissances croissantes). Soient A,B ∈ R[h] deux
polynômes et n ∈ N. On suppose que B(0) ≠ 0. Il existe un unique couple (Qn,Rn)

de polynômes vérifiant

A = BQn + h
n+1Rn et degQn ≤ n .

Proposition 1 (quotient de DL). Soient f et g deux fonctions réelles admettant des
développements limités à l’ordre n en 0 que l’on note

f(h) = A(h) + o(hn) , g(h) = B(h) + o(hn) .

On suppose que B(0) ≠ 0. La fonction f
g admet un développement limité à l’ordre

n en 0 dont la partie polynomiale est le quotient de la division de A par B suivant
les puissances croissantes à l’ordre n.

Exemple 1 (division suivant les puissances croissantes). Calculons le développement limité
de la fonction

f1 ∶ R ∖ {1} → R, x↦ x2

x + 1
à l’ordre 2 au voisinage de 1. Pour cela, on commence par définir une nouvelle fonction
pour nous ramener à l’étude d’un DL au voisinage de 0. On pose donc f0 ∶ h ↦ f1(1 + h)
et on a

f0(h) = f1(1 + h) =
(1 + h)2

1 + h + 1 =
1 + 2h + h2

2 + h .

Ainsi, le DL de f1 au voisinage de 1 est égal au DL de f0 au voisinage de 0. On pose
maintenant

A(h) = 1 + 2h + h2 et B(h) = 2 + h .
La division suivant les puissances croissantes de A et B est possible puisque B(0) = 2 ≠ 0.
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On en déduit que le développement limité de f1 au voisinage de 1 (ou de f0 au voisinage
de 0) à l’ordre 2 est donné par

f1(1 + h) =
1
2 +

3
4h +

1
8h

2 + o(h2) .
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Exercice 1. Fonction inverse et puissances croissantes.
Calculez les développements limités des fonctions suivantes à l’ordre 3 au voisinage de 0
en utilisant la division suivant les puissances croissantes.
1) f ∶ x↦ (1 + x)−1. 2) f ∶ x↦ (1 − x)−1.

Exercice 2. Tangente et division suivant les puissances croissantes.
Déterminer le développement limité de la fonction tangente à l’ordre 5 au voisinage de 0
en utilisant la division suivant les puissances croissantes des développements limités du
sinus et du cosinus.

Exercice 3. Divisions après simplifications.
Donnez le développement limité en 0 des expressions suivantes à l’ordre indiqué.

1) sin(x)
x

à l’ordre 7. 2) ln(x + 1)
sin(x) à l’ordre 3. 3) x

ex − 1 à l’ordre 3.

Exercice 4. Calculs de limites.
Pour chacune des questions suivantes, calculez à l’aide des développements limités la
valeur de la limite demandée. Vous trouverez à chaque fois une indication sur l’ordre des
développements à utiliser. De plus, on rappelle que

tan(h) = h + h
3

3 +
2h5

15 + o(h
6) .

1) lim
x→0

(x + x2) ln(1 + x)
3x2 + x3 (ordre 1).

2) lim
x→0

x(1 + cosx) − 2 tanx
2x − sinx − tanx (ordre 3).

3) lim
x→0

2x
ln (1+x

1−x)
− cosx (ordre 1).

4) lim
x→0

(
1
x2 −

1
tan(x)2) (ordre 4).

5) lim
x→π

sinx + x − π
x tan(x)3 (ordre 3).

6) lim
x→0+

(1 + αx) 1
x (ordre 1).
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