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Division de DL et limites

Théoreme 1 (division suivant les puissances croissantes). Soient A, B € R[h] deux
polynémes et n € N. On suppose que B(0) # 0. Il existe un unique couple (@, R,,)
de polyndémes vérifiant

A=BQ,+h""'R, et degQ,<n.

Proposition 1 (quotient de DL). Soient f et g deux fonctions réelles admettant des
développements limités a 'ordre n en 0 que I'on note

f(h) = A(h) +o(h™), g(h) = B(h) +o(h").

On suppose que B(0) # 0. La fonction L admet un développement limité & 'ordre
n en 0 dont la partie polynomiale est le quotient de la division de A par B suivant
les puissances croissantes a 1’ordre n.

Exemple 1 (division suivant les puissances croissantes). Calculons le développement limité

de la fonction

12

firRN{1} =R, 20—

a l'ordre 2 au voisinage de 1. Pour cela, on commence par définir une nouvelle fonction
pour nous ramener a 1’étude d’'un DL au voisinage de 0. On pose donc fo:h~ fi(1+h)
ctona (1+h)2 1+42h+h?

folh) =L+ h) =955 =~
Ainsi, le DL de f; au voisinage de 1 est égal au DL de f; au voisinage de 0. On pose
maintenant

A(h)=1+2h+h?> et B(h)=2+h.

La division suivant les puissances croissantes de A et B est possible puisque B(0) =2 # 0.

1+2h + h? 2+h
1+ 3h 5+3h+ih?
Sh+ h?
3h+2h?
e
Lh2 4 o(h2)
o(h?)

On en déduit que le développement limité de f; au voisinage de 1 (ou de fy au voisinage
de 0) a l'ordre 2 est donné par

f1(1+h):%+2h+%h2+0(h2). 4



TD 6 — Division de DL et limites MAT1056

Exercice 1. Fonction inverse et puissances croissantes.
Calculez les développements limités des fonctions suivantes a 'ordre 3 au voisinage de 0
en utilisant la division suivant les puissances croissantes.

1) fraw»(1+2)h 2) frew(1-z)h

Exercice 2. Tangente et division suivant les puissances croissantes.

Déterminer le développement limité de la fonction tangente a ’ordre 5 au voisinage de 0
en utilisant la division suivant les puissances croissantes des développements limités du
sinus et du cosinus.

Exercice 3. Divisions aprés simplifications.
Donnez le développement limité en 0 des expressions suivantes a ’ordre indiqué.

1) sin(z) | In(z +1) 3) * 0 a Pordre 3.

a lordre 7. - a ordre 3. T _
sin(z) €
Exercice 4. Calculs de limites.
Pour chacune des questions suivantes, calculez a l'aide des développements limités la
valeur de la limite demandée. Vous trouverez a chaque fois une indication sur l'ordre des
développements a utiliser. De plus, on rappelle que

W2m5
tan(h)—h+§+ﬁ+o(h ).

1) lim (z+22)In(1+x)

20 3x? + a3 20
x(l+cosx)—2tanzw

ordre 1). im i—#) ordre
( b 41 (m2 tan(x)? (ordre 4).

2) 1 dre 3). . o sinzx+z-m7
) x1£% 22% —singz —tana (Or re ) 5) }jl_r}glr W (ordre 3)
3) lmlgcl) In (1) ~ cosz (ordre 1). 6) 111[1)1+(1 +azx)s (ordre 1).



