Correction

Sujet 1 : Polynésie — septembre 2002
1) f est définie sur R qui est symétrique par rapport a 0 et pour tout réel x :
e—2x -1 e—2x(1 _ er) er -1
f=x) = e=2X 41 e 2¥(1+e2%)  e2x41 f&)
Donc la fonction f est impaire et sa courbe représentative est symétrique par rapport a I'origine du repére.
2) Pourx€eR:

e?* —1 < e?® +1 et comme e?* + 1 est strictement positif, nous avons :

eZ
2

x_q .
g < 1 autrement dit f(x) < 1.

. _eP—1+e? 41 2% _
Parailleurs, f(x) + 1 = ————= 7= > 0donc f(x) > —1.
Finalement, pour tout réel x, on a|—1 <flx) < 1|

3)
x [—
lim e?* =0 etlim = —1 donc par composition | lim f(x) = -1
X——00 x-0X ]_ X—>—00
Ceci indique que la courbe de f admet une tangente horizontale en —oo d’équation y = —1.
1
o= 0gm) 1o
X)) = =
1 14+ e72%
2x -
e (1 + ezx)

—Xx
lim e™%* = 0 etlim—— = 1 donc par composition | lim f(x) =1
X—+00 x-01 + x xX—+00

Ceci indique que la courbe de f admet une tangente horizontale en 400 d’équationy = 1.
4) f estde laforme % avec u: x — e?* — 1 dérivable sur R et v: x — e?* + 1 dérivable sur R et qui ne s’annule

pas donc f est dérivable sur R et :
, wW(@)vlx) —u@x)v'(x) 2e#*(e?* +1) —2e**(e?* — 1) 4e2%
[ = ()2 - (€2 + 1)2 G
Donc la fonction f est strictement croissante sur R.
De plus f(0) = 0. On en déduit le tableau de variations et de signe de f.

0

X —0 0 +0oo
Signe de f'(x) + +
/ 1
Variations de f / 0
-1
Signe de f(x) — 0 +

5) f est dérivable sur R donc continue sur R. Grace a I'étude précédente f(R) = |—1; 1[ et comme f est
strictement croissante, d’aprés le théoréme de la bijection, tout élément de ]—1; 1[ admet un unique antécédent
par f. Donc pour tout @ € |—1; 1[, 'équation f(x) = a a une unique solution dans R.

Sujet 2 : Réunion — juin 2007
1.

a. Quand x tend vers —oo, on peut supposer que x < 0 :
lim xe* =0

X——00 . . —

lim e* — 1 = —1 donc, par quotient xl_1>r_noof(x) =0
X——00

. 1\ _ x(e*-1+1) _ xe*
b. Pourx #0:x (1 + ex—l) =g T T f(x)
lirP X = +o0
X—>+00
1 donc, par multiplication, | lim f(x) = 4+

lim e* —1=+oodonc lim 1+— =1 x>+
x—>+00 x—>+00 e*—1

X
2. D’apres le cours, la limite de eT quand x tend vers 0 est égale a 1 (utilisation de la dérivabilité de la

. . . X
fonction exponentielle en 0) donc : llquom =1




Pourx #0: f(x) = exx—1 X e*:
lim — =1
x>0e* —1 donc, par multiplication, |lim f(x) = 1 = f(0) donc f est continue en 0
lime*=¢%=1 x>0
x—0
3.

a. On considére la fonction h définie sur R par h(x) = e* — x — 1.
Par somme de fonctions dérivables sur R, h est dérivable sur Ret h'(x) = e* — 1.
Fx)>0oe*-1>0e*>e’o x>0
Donc h est décroissante sur |—oo; 0] et croissante sur [0; +oo[ . h admet donc un minimum en 0 qui est égal a
h(0) = e® —0—1 = 0. Donc, pour tout x réel, h(x) = 0 et h(x) = 0 n’a lieu que pour x = 0.
Donc, pour tout réel x, e* = x + 1 et I'égalité a lieu uniquement pour x = 0.

u .. ..
b. festdela forme;avec u:x — xe* dérivable sur Retu'(x) = e* + xe* et v:x » e* — 1 dérivable

sur R et s’annule en 0 donc f est dérivable sur R* et :
(e* +xe*)(e* —1) —xe* xe* e*(e*—1-—x) e*g(x)

[l = (e* —1)? o (e*—-12 (eX—1)2 avec gix et —1-x
c. SurR* e* >0, (e* —1)? > 0donc f’ est du signe de g. Or d’aprés la question précédente,
glx)=0.
x —o0 0 +0oo
Signe de f'(x) + H +
/v 400
Variations de f 1
o —
4,
a. Pourx#0:
_—xe™  —xefXxe¥  -—x X
f(_x)_e_x—l_(e_x—l)Xex_1—ex_ex—1
Coefficient directeur de (MM") :
x xe*
yu—Yu _ fX)—f(x) ex-1 ex—71_  x—xe*  1-—e _
Xy —Xy ~ —x—x —2x T —2x(e*—1) 2(1—e%) |2

b. On suppose que f est dérivable en 0, donc la courbe de f admet une tangente au point d’abscisse 0
de coefficient directeur f'(0). Or la droite (MM") est une sécante a la courbe de f. Quand x tend vers 0, la sécante
(MM") tend vers la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 0. Les coefficients directeurs sont donc égaux.

Finalement, | f'(0) =%

Sujet 3 : Amérique du Sud — novembre 2001

Partie A
1)
a. En+oo:f(x) =2xe ?*+e 2* :enposantX = —2x,0onaf(x) = —XeX +e¥
lirp X =—o0 }
X—+00 ys .
. . donc par somme et composition | lim f(x) =0
X _ X _ -
XgerXe =0 etXI_l)r_nme =0 x>+
On en déduit que I'axe des abscisses est une asymptote horizontale a Cr en +o.
b. En —oo:
lim 2x4+1=—o0
X—>—00
lim —2x = +00} dui i = -
- par produit | lim f(x) = —oo
X——00 e . —2x _ .
. x _ par composition lim e =+ X2
x1—1>r-+l:looe = 400 X——00

2) festdelaformeu X e? avecu:x = 2x + 1 dérivable sur R et v: x = —2x dérivable sur R donc f est une
fonction dérivable sur R et



F1(0) = 1/ (0)e¥® +u(x) x v/ (x)e”™ = 2672 + 2x + 1) X (—2)e 2 = (2 — 4x — 2)e 2X =
L’exponentielle est strictement positive donc f'(x) est du signe de —4x, autrement dit positif sur R~ et négatif sur
R*.

3)
X —00 0 400
Signe de f'(x) + 0 -
1
Variations de f / \
— 0
4)

a. L’axe des abscisses a pour équation y = 0. Pour déterminer I'abscisse de A, on doit résoudre
I’équation f(x) = 0.
Pour x € R,
f)=0o 2x+1De*=02x+1=0care™?*>0
1

& x=—=
=73

Le point A a donc pour coordonnées (— %; 0)

1 . . . P
b. Sur]—OO; _E]’ f est strictement croissante et admet 0 comme maximum donc f est négative sur cet
intervalle.
1 . - . .
Sur [_E; +00[, f a pour maximum 1 et pour minimum 0 donc f est positive sur cet intervalle.

Partie B
1)
a. f'estle produit d’'une fonction polynéme et de la composée de la fonction exponentielle et d’une
fonction affine donc elle est dérivable sur R et

f'(x) = —4e 2 —4x x (=2)e™?* = (—4 + 8x)e™%* = |4(2x - 1)e‘2"|
b. Pourx € R
f'x)=0©4Q2x—1De*=02x—1=0care™?* >0

1 d s {1}
L = — = <{—
X > onc >
)4 . . S .1 a1 1 1
2) L’équation de la tangente a la courbe de Cf au point d’abscisse Sesty = f (5) (x - E) +f (E) or
(1) bxte T o _get= 2 o (1) (2 1+1) 252 oy
— ]| = —4 X — = — = —— — | = X — = —
f > 2e e 5 et f > > e 5 ou
= 2( 1)+2— 2 +1+2 t donc I'éqPation est|y = -2 +3
y = 5 X > 5= ex PR etdonc1'égPation est|y = ex p
3)

a. g estladifférence entre une fonction dérivable sur R et une fonction affine dérivable sur R donc g
est dérivable sur Ret g'(x) = f'(x) + %
g’ est dérivable également sur Ret g’ (x) = f"'(x) = 4(2x — 1)e™%*

b. Lafonction exponentielle est strictement positive sur R donc g’ (x) est du signe de 2x — 1.

+oo

X —00

ON| -

Signe de g''(x) — +

Variations de g’ \ /
0

,(%)_ ,(1)+2_ 2+2—O
g =I )= ete T

2
(o g' a donc comme minimum 0 ce qui indique que g’ est positive sur R.
X —00 + o0
Signe de g’ (x) +

Variations de g /



1 . o .
d. En >3 s’annule car c’est I'abscisse du point d’intersection de Cy et de sa tangente T. Donc g est

négative sur ]—00; %] et positive sur E, +00[. On en déduit que sur ]—00; %], C’f est en dessous de T et sur E, 400 [,
C’f estaudessusde T.
4)

—
=

Sujet 4 : Centres étrangers — juin 2010

1) Graphiquement, onlit|a ~ 1]et|b =~ —1| 5 /
2)

IS

a. C; apour équationy = e*. C'est la courbe de la fonction
f:x — e* dérivable sur R. Une équation de la tangente a C; au point d’abscisse

(18}

aesty = f'(a)(x —a) + f(a) soity = e*(x —a) + e® ou encore /

)S)

|y = e“x—ae“+e“|

b. C, a pour équation y = —x2 — 1. C’est la courbe de la fonction ,
g:x = —x? — 1 dérivable sur R avec g’ (x) = —2x. Une équation de la
tangente a C, au point d’abscisse b esty = g'(b)(x — b) + g(b) soit —

32 1 1
y=—Zb(x—b)—bz—louencore|y=—2bx+b2—1|

c. Lesdroites T, et Ty sont confondues si et seulement si elles
sont les mémes coefficients directeurs et les mémes ordonnées a l'origine

)S)

_— e =-2b
autrement dit si {—aea ed=p2_1 / 3 \
d. 4
et =-2b e =-2p
{ e =-2b o e? 2 o e2a 5
—ae®+e*=h2—-1 ea—aea=<—7> -1 e“—ae“=T—1

et =-2b
< {eza—4ea+4aea—4=0

3)
a. Pourx < 0,ona2x < 0etdonce?* < e car la fonction exponentielle est croissante et donc

e2* < 1 ce qui signifie que [e2* — 4 < 0]
Par ailleurs, 4e* est positif car I'exponentielle est toujours positive et comme x — 1 < 0, on a bien |4ex(x 1< 0|
b. Pourx <0, f(x) =e* +4xe* —4e* —4=e?* — 4 +4e*(x — 1)
f est donc la somme de deux termes strictement négatifs donc est strictement négatif et
|pas de solutions dans | —oo; 0[.|
c. Sur[0; 4+oo[, f est une fonction dérivable et f'(x) = 2e2* + 4e* + 4xe* — 4e* = 2e%* + 4xe*.
Tout est strictement positif donc f' est positive et la fonction If est strictement croissante sur [0; +00[.|
d. Sur [0; +oo[, la fonction f est continue car dérivable, strictement croissante et f([0; +oo[) =
[—7; +oo[car f(0) = =7 et

lim e?* —4 = +o0 ; lim 4xe* —4e* = lim 4e*(x — 1) = +oodonc par somme lim f(x) = +o
X—+00 X—+00 X—+00 X—+00

I’équation f(x) = 0 n’a




Donc d’apres le théoréme de la bijection, [’équation f(x) = 0 a une unique solution dans [0; +00[.‘
Grace a la calculatrice, on obtient, 0,84 < a < 0,85|
4) T, et Ty sont confondues donc la seule valeur possible pour a est la valeur définie a la question précédente

ea
—2b ouencoreb = -

0,84 < a <085 & e%* < e® < e%5 car la fonction exponentielle est strictement croissante.
60'84 e0,85
>b=>—

etona0,84 < a < 0,85. De plus, on a alors e® =

@_

. X , .
car la fonction x » — > est décroissante sur R

Par application numérique, on trouve : —1,17 < b < —1,15 soit|—1,2 <bh< —1,1|




