Correction du contrdle n°8 de Mathématiques

Exercice 1 :

Dans un repére orthonormé (0; [ l_c)) de I'espace, on considére le plan (P) d’équation: 2x + 2y —3z+ 1 = 0.

On considére les trois points A, B et C de coordonnées : A(1;0;1), B(2; —1;1) et C(—4; —6;5) .

Le but de cet exercice est d’étudier le rapport des aires entre un triangle et le projeté orthogonal de ce triangle dans un
plan.

Partie A

1. Pour chacun des points A, B et C, vérifier s’il appartient au plan (P).
2x4+ 2y, —324+1=2+0—-3+1=0doncA € (P)

2xp+ 2y —325+1=2%x2+2%X(-1)—3%x1+1=0doncB € (P)
2xc +2yc—32,+1=-8—-12—-15+1 # 0doncC & (P)

2. Montrer que le point C'(0; —2; —1) est le projeté orthogonal du point C sur le plan (P).
D'une part: 2x,r + 2y;r — 3z +1=0—4+3+1=0doncC’' € (P).

2 4

D’autre part un vecteur normal au plan (P) est r_i( 2 > etona ﬁ( 4 ) donc CC’ = 27 donc (CC") est orthogonale

-3 —6
au plan (P).
Conclusion : C" est le point d’intersection de la droite orthogonale au plan (P) passant par C et du plan (P) donc C’ est
bien le projeté orthogonal de C sur le plan (P).
Remarque : On pouvait aussi déterminer une représentation paramétrique de la droite orthogonale au plan (P) et passant
par le point C puis déterminer les coordonnées du point d’intersection de cette droite et du plan (P) pour obtenir les
coordonnées du point C' mais c’est plus long.

3. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AB).

1
A(1;0;1) € (AB) et AB (—1) dirige la droite (Ab) donc une représentation paramétrique de la droite (AB) est :
0
x=1+t
y=—-t out€eR
z=1

4. On admet I'existence d’un unique point H vérifiant les deux conditions suivantes : |[* H € (AB)
¢ (AB) et (HC) sont orthogonales
Déterminer les coordonnées du point H.

Notons (xy; Yu; zy) les coordonnées du point H. C
xy=1+t
D’une part H € (AB) donc il existe un réel t tel que {yH = -t
zy =1 B
D’autre part (AB) et (HC) sont orthogonales donc AB - HC = 0. / /
1 —4 —xy
orAB <—1> et HC (—6 — yH> donc: A P

0 5 _ZH
14 —xp) + (D(=6—-yy) + 05 —z4) =0
Onadonc:l(—4—(1+t))+(—1)(—6—(—t))=O donc:—4—-1—-t+6—-t=0 Donc:t=%

Conclusion :H(l +%;—%;1) donc HG;—%;I)

Partie B

, —_ —_—
On admet que les coordonnées du vecteur HC sont: HC| _ 11
Remarque : On peut vérifier que ces coordonnées sont bien en accord avec les coordonnées de H trouvées a la question

précédente)
1. Calculer la valeur exacte de | |mf| |

. 11\? 11\? 121+ 121+16x4 +/306 334
||HC||=HC=\/(——> +( )+42=J t121+16x4 306 _3v34

2 2 4 2 2



2. Soit S I'aire du triangle ABC. Déterminer la valeur exacte de S.
Dans le triangle ABC, on sait que (AH) et (HC) sont perpendiculaires et que H € (AB) donc: (CH) 1 (AB) etdonc H
est le pied de la hauteur issue de C dans ce triangle

On adonc: S——XABXCH——X\/_X ——x\/_ 3\/_X‘/_7 3‘/ﬁua

2

Partie C

17

2

1. Soit &« = CHC'. Déterminer la valeur de cos(a)

On admet que HC' =

R-HC’zHCxHC’Xcos(CHC)— \/7><cos(a)——’34><17 (a)——x17cos(a)
_u _3
oz [ =2 —_—
Deplus: HC| _11 |etHC'| _3 |doncHC-HC =32 4+8 _g=3_2_1
> > 4 a4 2 2 2
4 -2

. 3
Conclusion :g =X 17 cos(a) donc|cos(a) =% )

2. a. Montrer que les droites (C'H) et (AB) sont perpendiculaires.
AB-HC = —z + % + 0 = 0 donc les droites (C'H) et (AB) sont orthogonales.
De plus, les points 4, B, H et C' appartiennent tous au plan (P) donc les droites (C'H) et (AB) sont coplanaires donc
elles sont perpendiculaires.
b. Calculer S' I'aire du triangle ABC’, on donnera la valeur exacte.
On en déduit que le point H est le pied de la hauteur issue de C’ dans le triangle ABC' donc:

1 17
SzzxABxCH——x\/_ - —ua
¢. Donner une relation entre S, S’ et cos(a).
g NI ) VT S _ V2 1
Onaobtenuque: S = 5 S’ = > doncs—ﬂ— > ><3\/ﬁ—3
2

!

. s
Conclusion : | = = cos(a)|.

Exercice 2 :

Lexercice suivant est Vrai-Faux.

Pour chacune des affirmations, précisez si elle est vraie ou fausse en justifiant soigneusement votre réponse.
Une réponse non justifiée ne rapporte ni n’enléve de point.

1. On considére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par f(x) = x In(x).

Affirmation 1 : La fonction f est une solution sur 10; +oo[ de I’équation différentielle xy' — y = x ol y est une fonction
définie et dérivable sur 10; +oo].

f=uXxvolu:x » xetv:x = In(x) : les fonctions u et v sont dérivables sur ]0; +oo[ donc f aussiet f' =u'v + v'u.
Pour tout x € ]0; +oo[, f'(x) = In(x) + i X x =In(x) + 1.

On a donc, pour tout x € ]0; +oo[ : x f'(x) — f(x) = x(In(x) + 1) — xIn(x) = x donc f est bien solution de I'équation
différentielle xy’ —y = x. Laffirmation est vraie.

2. On considere la fonction h définie et continue sur R par h(x) =1 + 21

Affirmation 2 : Il existe une primitive de la fonction h décroissante sur R.

Soit H une primitive de la fonction h sur R (on sait que h admet des primitives sur IR car h est continue sur R).

H est dérivable sur R et, pour tout réel x, H'(x) = h(x) =1 + 2e~X°+1

Donc, pour tout réel x, H' (x) > 0 donc H est strictement croissante sur IR, et ce, pour toute primitive H de la fonction h.
Conclusion : L'affirmation 2 est fausse.



Exercice 3 :  (tiré de I'ex 4 du sujet Am Sud sept 2023 J2)
Soit la fonction f définie sur R par f(x) = In(e* + 1) — Zx. On note €la courbe représentative de la fonction f dans un

repére orthonormé (0;1,7) du plan.
Partie A

1. a. Veérifier que, pour tout réel x, f(x) = In(1 +e™*) + %x.
. 3 1 3 1 3 _ 3
Soitx € R: f(x) =ln(ex+1)—zx =ln(ex(1 +e—x)>—zx =ln(ex)+1n(1+e—x)—zx=x+ln(1+e x)—zx

. . _ 1
Conclusion : Pour tout réel x, f(x) = In(1 +e™*) + 2
b. En déduire la limite de f en +oo,
. . ) . _ . 1 . . _
lim e* = +oo donc, par limite d’inverse, lim e™ = lim — = 0 dongc, par limite de somme, lim 1+e™* =1.
X—+00 X—+00 xX—+oo € X—+00

PosonsX =1+e™* (X > 1) )l(qu In(X) = In(1) car la fonction In est continue en 1 donc )l(lrri In(X) = 0.

Donc, d’aprés le théoréme de composition, lirP In(1+e*)=0.
xX—+00

De plus, lim 2x =+ donc, par limite de somme, lim In(1+e™) + 2x =[lim f(x) =+
x—+00 4 x—+00 4 xX—+00

On admet que lim f(x) = +oo.
X——00

2. On admet que la fonction f est dérivable sur R et on note f' sa fonction dérivée.

, , _ e*-3
a. Montrer que, pour tout réel x, f'(x) = L
. . . 3
La fonction f est dérivable sur Ret f = In(u) + voulu:x » e* +letvix » —3X
p_u / . Lol _e¥ 3 _ 4e*-3(e*+1) _ e*-3
Ona f’=—+v'donc, pourtoutréelx: f'(x) = =——=2= D 3D

b. En déduire les variations de la fonction f sur R et dresser le tableau de variations complet de la fonction f, en
calculant la valeur exacte du ou des extremums s’il y a lieu.
Pour tout réel x on a4(e* + 1) > 0 donc f'(x) est du signe de e* — 3 sur R.
e*—3>0e e* >3 o x> In(3) parstricte croissance de la fonction In sur ]0; +oo].
Onaaussi:e*—3 =0 x =1In(3)

Onadonc:
x —o0 In(3) +o0
Signede e* — 3
oude f'(x) 0 +

+ oo

Variations de f \ £n(3)) / e
n(3

Le minimum de f sur Rest f(In(3)) = ln(eln(?’) + 1) — %ln(B) =In(3+1)— zln(B) =1In(4) — zln(S) (la fonction n'a
pas de maximum sur R).

¢. Montrer que I'équation f (x) = 1 admet une unique solution a dans lintervalle [2; 5].
In(3) = 1,099 doncIn(3) < 2 et donc la fonction f est strictement croissante sur [2; 5]. La fonction f est dérivable,
donc continue sur [2; 5].

Deplus, f(2) =In(e? +1) =2~ 0,6 et f(5) =1In(e® + 1) — 2> ~ 1,26 donc 1 € [£(2); f(5)].

Ainsi, d'apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, 'équation f(x) = 1 admet une unique solution a sur
[2;5].

Partie B

x
On admettra que la fonction f' est dérivable sur R et pour tout réel x, " (x) = e

(eX+1)? "
On note A la tangente a la courbe efau point d’abscisse 0.

Dans le graphique ci-dessous, on a représenté la courbe ef, la tangente A et le quadrilatere MNPQ tel que :

M et N sont les deux points de la courbe gf d’abscisses respectives a et —a ;

Q et P sont les deux points de la droite A d’abscisses respectives a et —a.



1. a. Justifier le signe de f'' (x) pour x € R.
e donc f"(x) > 0.

(e*+1)2

Pour tout réel x, f''(x) =

b. En déduire que la portion de la courbe Cf sur l'intervalle [—«a; ], est inscrite dans le quadrilatére MNPQ.
On déduit de la question précédente que la fonction f est convexe sur R donc que la courbe efest au-dessus de toutes

ses tangentes sur R. En particulier, la courbe est au-dessus de A, donc du segment [QP].
De plus, efest en-dessous de tous les segments qui coupent gf. En particulier, efest en-dessous du segment [MN] sur

[—a; al.
On en déduit que la portion de la courbe efSUI’ I'intervalle [—a; ar], est inscrite dans le quadrilatere MNPQ.

. 2«
2. Justifierque PQ | 1 a
2

Les points P et Q appartiennent a la tangente A. Déterminons une équation de cette droite :
Ay =f'(0)(x —0) + f(0) avecf'(0) =
DoncA:y = —%x + In(2).

-3 2 _ 1 B 0 3 _
e+ 8 2 et f(0) =In(e® +1) =3 x 0 =1In(2)

Xp = —adoncyp = —ix (—a) +1In(2) =%+ In(2)
xg = adoncy, = —ixa+ln(2) = —%+ln(2)

. a—(—a) =2a _ . { 2a
Onadonc: PQ (—%+ln(2) _ (%+ln(2)) _ _%> donc PQ <—%a>

3. a. Montrerque 1 — f(—a) = —%a.

Par définition, f(@) = 1 doncln(e®* + 1) — za =letln(1+e %)+ %a = 1 (avec la def de f(x) donnée question 1a).
D’apres la définition initiale de f(x), ona: f(—a) = In(e * + 1) —2(—6{)

Orin(l1+e %=1 —ia donc: f(—a) =1 —%a +%a =1 +%a doncl—f(—a) = —%0{.

b. Montrer que le quadrilatére MNPQ est un parallélogramme.

On va montrer que les vecteurs Fé et NM sont égaux.

M €Cretxy, = aet f(a) = 1donc M(a;1) N €€ret xy = —a donc N(—a;f(—a))
— 2a —( 2a

Onadonc: NM (1 _ f(—a)) donc NM (—%a)'

Conclusion : NM et Wj ont les mémes coordonnées donc NM = P—Q) donc le quadrilatere MNPQ est un parallélogramme.



