Correction de l'interrogation 1 de Mathématiques sujet A

9x—-8

On note f la fonction définie sur I'intervalle ]0, 5 ; +oo par f(x) = il

. . . 1
On admet que la fonction f est strictement croissante sur ]E; +00[.

Les questions 1) et 2) sont indépendantes.
1) Soit (u,,) la suite définie a partir du rang 1 par u,, = f(n). Montrer que (u,,) est majorée par 5.

Soitn € N* :
_9n-8 5_9n—8—5(2n—1)_9n—8—10n+5_—n—3
Un =2 =5 17> 7 2n—1 - 2n—1 ~on—1
n=>1ldonc2n—1>21>0 et —n—3<0

Conclusion : Pour tout entiern = 1, u, — 5 < 0 doncu, < 5. La suite (u,) est donc majorée par 5.

2) Soit (v;,) la suite définie sur N par : vy = 1, 5 et, pour tout entier naturel n, v,.,1 = f(v,) .
On a tracé sur le graphique ci-contre la représentation graphique de f sur

I'intervalle ]%, +00[.

a) voir graphique

b) Soitn € N. On note P(n) : «1,5 < v, S vy < 4»
eSin=0:
D’une part v, = v, = 1,5
D’autre part v,,,1 = v; = f(vy) = f(1,5) = 2,75
donc 1,5 < vy < v; < 4 et P(0) est vraie. : : :
» On suppose qu’il existe un entier naturel k tel que P(k) est vraie (ie N Z
1,5 < Vp S Vpy1 < 4). :
On veut montrer qu’alors P(k + 1) est vraie (ie 1,5 < Vj 41 < Ugqo < 4). V= !v ™
D’apres I'hypothese de récurrence, 1,5 < v, < vpyq < 4. '
Et, par définition de la suite (1), k41 = f (Vi) €t Vo = fF (Vi)
Or la fonction f est strictement croissante sur l'intervalle ]0,5; +oo[ donc :

L5 S v S v 4= f(1,5) < f(v) < f(Wp41) < f(4)
Donc: 2,75 S Upyq S Upyp < 4

De plus, 1,5 < 2,75donc 1,5 < vp4q < vy < 4.
Donc P(k + 1) est vraie si P(k) l'est.
» Conclusion : P(0) est vraie et P est héréditaire donc, pour tout entier naturel n, 1,5 < v, S v,y < 4.
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c) On déduit de la question précédente que la suite est croissante et bornée par 1,5 et 4, ce qui est cohérent
avec les termes construits sur I'axe des abscisses. En effet, on observe que 1,5 < vy < vy < v, < v3 < 4.




