FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

CORRECTION
Exercice n°1
1 1
1) A=In8=In(2")=[3In2 B=lnB=ln[?j=—ln(24)=
=11n16=11n(24)=lx41n(2)= 2In2 =llnl=—lln4=-lln(22)=-lx21n(2)=
2 2 2 2 4 2 2 2

2) a=1n24=1n(3x8) ln3+ln(23) In3+3In
b=In144=1n(12*)=2In(12) = 2In(3x2*) = 2 [ln3+ln(22)]=2[1n3+21n(2)]

c=ln§=ln8—ln9 1n(23) ( ) 3In2-21n3

2x—j 1n9+ln(1) [n9]

3) A=21n3+1n2+1n%=1n(32)+1n

7\

B=%ln9—21n3=1n(«/§)—21n3=1n3—21n3=—ln3=ln(%)

Exercice n°2
A partir de In(2)=0,7 et In(3)=1,1 2 107" pres, on calcule :

In(4)=In(2?)=2In(2) ~2x0,7 ~1,4 In(6)=In(2x3)=1In(2) +In(3)=0,7 + 1,1 = 1,8
In(9)=1n(3")=2In(3)~2x1,1=2,2 In(8)=1n(2") =3In(2) =3x0,7~ 2.1
In(27)=1In(3") =3In(3) ~3x1,1=3,3 In(72)=In(9x8)=1n9+In8=~2,2+2,1=43
In(216)=In(3x72)=In3+In72=~1,1+4,3=5,4

In( V¢)=-n6~-18 In{ W) =-n16=~(1n2*) = ~4In(2) = ~4x0,7~ 2.8
D’ou le tableau

a 2 3 4 6 9 8 27 |72 |216 ln(%) 1“(%6)
In(a) |0,7 1,1 14 (18 [22 (21 [33 (43 |54 |[-18 28

Exercice n°3
On transforme les écritures : x =3In2 = ln(23) =In8 et y=2In3= ln(32 ) =1In9

Puisque la fonction In est strictement croissante sur }O; +00[ ,onaura In8 <In9 c’est-a-dire

On transforme les écritures : x=In5-In2=1In (%) et y=In12-In5=1In (%)

5 12 5
Puisque la fonction In est strictement croissante sur }O; +00[ , et puisque ? < E ,on aura In (?J <In (Ej , C’est-a-dire

Exercice n°4
a=1In(e’)=2In(e)=2x1=2 b=In(e’)=3In(e)=3x1=3

e

c =1n[i2j = _In(e?) = —2In(e) = —2x1= -2 d=In(e)= ln(62] =%ln(e) =%x1=%

e=ln(e\/z)=ln(e)+ln(\/g)=1+%=%
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Exercice n°5

1) On calcule
£ =—22 1n(50000x2) =22 1n(100000) = —2 In(10°) = 20, 51n(10)[=100] .
In(10) In(10) In(10) In(10)
20 20

_ __ 20 _ﬂ )220
f0.2)= 00 In(50000%0,2) = o™ n(10000) In(10*) x41n(10)[=80] ,

In(10) In(10)
i) 31n(10)[=60] . Enfin,

In(1000) =%m(103) -
)ln(IOOOOOOx 10°) =2 1n(10") = ———xIn(1)[=0]

20
In(10 In(10)

In(50000x0,02) =

et £(0.02)=—22
In(10) In(10)
20
50000p, ) = ——1
( Po) In(10 n

20
= In
f(Po) (10

2) On résout :

f(p)=z120 =

50000 % 20x 10 ) -

120x1n(10)
20

o) In(50000p) =120 <> In(50000p) =

< In(50000p) = 6In(10) <> In(50000 p) = In(10°)

Par stricte croissance de la fonction logarithme sur }O; +00[ , on déduit ln(SOOOO p) = ln(106) <> 50000p =10° donc

= % =20|. La pression correspondant au niveau sonore de 120 décibels est donc de 20 Pascals
3) Pour tout réel x = p, , on calcule
7100 = 22 In(50000x 10x) = 20 In(500000x) = 20 [ 1n(50000x) + In10 |
10) n(10) n(10)
20 20
——1 50000x ) + In(10)(= f(x)+20

le niveau sonore augmente de 20 décibels quand la pression s’exercant sur le tympan est multipliée par 10
4) Pour tout réel x = p, , on calcule

20 20 20

£(100x)| = 0 In (50000 x 100 ) = m1n(5000000x) =0 [ 1n(50000x) +n100 |
2011 (50000x) + 22 1n(100) = —22 I (50000x) + — In(10?)

ln(IO) In(10) In(10) In(10)

)ln(S 000x) +

20
- x2m(10)=7 0 4

le niveau sonore augmente de 40 décibels quand la pression s’exercant sur le tympan est multipliée par 100

ln(

Exercice n°6
1) L’équation est définie si et seulement

2
2+5x>0 x>—2 xe}——;+00‘: 2 2
< 5« 5 < xE —§;+oo ﬂ]—6;+oo[= —§;+oo

x+6>0 > —6 xE]—6;+00[

Pour tout xE}—%;+O®[,ln(2+5x) In(x+6) = 2+5x=x+6=4x=4 < x=1. Commele}—— +00[ S= {1}

2) L’équation est définie si et seulement

{x‘l >0 {x > {xe]l;wo[ = xE€Jls+e N PBroo] = 3o

x-3>0 x>3 xe]3;+oo[
Pour tout x€}3;+oo[,
ln(x—1)+ln(x—3)=ln(3) ©ln((x—1)(x—3))=ln(3) (car In(a) + In(b) = In(a x b))
@(x—l)(x—3)=3©x2—4x=0©x(x—4)=0©x=0 oux=4.
Mais 0$}3;+00[ donc S = {4}
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3) L’équation est définie si et seulement xE}O; +00[

lnx=2©lnx=2x1@1nx=2xlne©lnx=ln(ez)©x=ez. S={ez}

4) L’équation est définie si et seulement xE}O; +00[

21+ In . . .
M =0<1+Inx=0 car une fraction est nulle ssi son numérateur l'est
X
1 1
shx=-lex=e¢'==. S={—
e e

5) En posant X =Inx , I’équation devient équivalente & I’équation du second degré X* + X —6=0, que I’on sait
résoudre : X =2 ou X = -3 Enrevenant a la variablexona: X =2 < Inx=2< x=¢" et

X =-3<Inx=-3< x=¢".Finalement, |S = {62;6’3}

6) L’équation est définie si et seulement 2x-5>0 < er; +00[

1n(2x-5)=1©1n(2x-5)=1n(e)©2x-5=e©x=%.cOmme e;5e}§;+w[, S={e+5}

X -

>0.

2x-1 . -

> — =3

. 1 P . .
7) L’équation ln( j =0 n’est définie que si et seulement si

x-1

On dresse un tableau de signes de I’expression

2x -1

+
_1 ~ —
L’équation ln( a ) =0 n’est donc définie que si et seulement si 2x-1 ¢ +| —+

x-1 - _|_ _T

XE}OO;E[ U ]1;+00[ . En utilisant la bijectivité de la fonction In, on obtient 2x—1

2x -1 2x -1

-1 -1 1
ln( o j=0© a =l x-1=2x-1< x=0.Puisque OE}OO;E[U]I;MO[,onen conclut que S={O}

X -

8) L’équation ln( = 0, donc d’apres le tableau de signes ci-dessus,

1 - . .
=0 n’est définie que si et seulement si
2x -1 2x -1

. : 1 1 o e . .
que si et seulement si xE}—w;E[U}E;l[U]I;MO[. En utilisant la bijectivit¢é de la fonction In, on obtient

-1 -1 -1 -1 o . (4 ik .
In| |- —0e |2 e 1 ou —~ =—1. La premiere équation a été résolue dans la question 2. La
2x-1 2x-1 2x-1 2x-1
. - 2 . N e
deuxi¢me est 2x 1 =-leox-1=-2x+1l<3x=2sx= 3 Ces deux solutions appartenant a I’ensemble de définition
_x —_—

2
de 1’équation, on conclut que | S = {O;E}

9) L’équation ln(x—1)=ln(2x—1) est définie si et seulement si on a simultanément x—l>0©x€}1;+oo[ et

1 . . 1 - e e .
2x-1>0<= xe}a;wo[ , donc si et seulement si xe}a;wo[ N ]l;+00[ = ]l;+00[ . On utilise la bijectivité de la fonction

In : Pour tout x6}1;+00[ s ln(x—l) =1n(2x—1) < x-1=2x-1<x=0.0r 0¢}1;+00[ , donc fl’équation n’admet ps de|

solution réelle].

10) L équation ln(|x - 1|) = ln(2x - 1) est définie si et seulement si on a simultanément x—1=0 < xE}—OO;l[ U }l; +00[ et

2x—1>0©x€}%;+w[, donc si et seulement si xE}%Hw[ﬂ(]—w;l[U]l;+w[)=}%;l[u]l;+oo[. On utilise la

bijectivité de la fonction In: Pour tout xe}%;l[ U ]l;+00[ , ln(|x - 1|) = ln(2x—l) = |x - 1| =2x-1, ce qui équivaut a
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deux équations : x—-1=2x-1< x=0 (déja résolue dans la question 4) et —x+1=2x-1<x =§ . Puisque seule cette

. . . N P L Ve M 2
derniere solution appartient a I’ensemble de définition de I’équation, on conclut que |S = {g}

11) L’équation ln(|x - 1|) = ln(|2x - 1|) est définie si et seulement si on a simultanément x-1=0 < xe}—oo;l[ U }1;+00[

1 1 . .
et 2x-120< XE}OO;E[ U }E&w[ , donc si et seulement si

1 1 1 1 1
xE| |-oo;—| U |[—;+% ﬂ(]—oo;l[U]l;+00[)= —00;—| U |—;1 U]l;+00[=]R\ —;1r.
2 2 2 2 2
1 1
On utilise la bijectivité de la fonction In: Pour tout xE}OO;E[ U }5;1[ U ]l; +00[ s

ln(|x - l|) =In (|2x - 1|) = |x - 1| = , ce qui équivaut a deux équations :

x-1=2x-1< x=0 (déja résolue dans la question4) et —x+1=2x-1< x = % (déja résolue dans la question 10)

. . . ~ z L LR 2z M 2
Puisque ces deux solutions appartiennent a I’ensemble de définition de 1’équation, on conclut que | = {O;E}

Exercice n°7
1) A(x)=(x—1)(x+1)(x—2)=(x2 —1)()c—2)=x3 “2x* - x+2

2) (a) Examinons d’abord I’ensemble de définition de 1’équation ln(x3 + 2) = ln(2x2 + x) .

X >=2
@ .
X(2.X+1)>0 xE:|—oo;_%I:U]O;+oo[

X +250

3 .X>%/3
©{

L’équation est bien définie si et seulement si 5
2x"+x>0

L’ensemble de définition de 1’équation est donc }3/— ;—%[ U ]O;+00[ . Par bijectivité de la fonction logarithme népérien,

pour tout xE}%/—i;—%{U]O;MO[ , ln(x3 +2)=1n(2x2 +x)©x3 +2=22+xe X -2x"-x+2=0.

D’apres la factorisation de la question (1), x* —2x> —x+2=0 < (x - 1)(x + 1)(x - 2) =0 . Pour qu’un produit de facteurs
soit nul, il faut et il suffit qu’au moins I’un d’entre eux le soit.
Ainsi (x - 1)(x + 1)(x - 2) =0< x=1o0u x=-1 ou x=2 . Les trois solutions sont compatibles avec 1’ensemble de

définition. Ainsi |S, ={—1;1;2}

3 . o
x| +2 et 2x° + |x| sont strictement positives. En remarquant que

(b) L’équation est définie sur R, puisque les quantités
pour tout réel x, x’ =|x|2, on va poser X =|x|. L’équation 1n(|x|3 +2)=ln(2x2 +|x|)<i>ln(|x|3 +2)=1n(2|x|2 +|x|)
devient alors équivalente a ln(X 4 2) = ln(2X T+ X ) , avec la condition X =0 (puisque X = |x|). D’apres la question
(a),on a X=-1; 1 2. La valeur X=-1 est éliminée par la condition X =0 (I’équation |x| =—1 n’admet pas de solution). En

«revenant » a I’inconnue x, on a donc X=1©|x|=l©x=—l ou x=1ou X=2©|x|=2©x=—2 ou x=2.Ainsi

S, = {—2;—1;1;2}

(c) Examinons d’abord I’ensemble de définition de 1’équation In (x3 -x?-3x+ 3) =In (x2 -2x+ 1) .

Notons f(x) =x —-x"-3x+3 et g( ) =x* —2x+1. En remarquant que f(l) =0, on peut donc factoriser f(x) par

x—-1.0n obtient f (x) (x - 3) d’ol une factorisation aboutie
-6 1 &

x—1 — — 0 + +

tableau de signes de f (x :
o s T T |- = =0+
Ainsi f(x)>0®x€]—\/§;l[U]\/§;+oo[

x+ 3 | — 0+ + +

égale a f(x) = (x—l)(x )(x+f) qui nous permet de dresser le
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L’étude du signe de g (x) =x>-2x+1 est plus simple puisque pour tout réel x , g (x) = (x - 1)2 , donc
g (x) >0 xe}—oo;l[ U }1;+00[ .

Les deux conditions devant é&tre réalisées simultanément, I’ensemble de définition de 1’équation est donc
R

Par bijectivité de la fonction logarithme népérien,

ln(x3 -x° —3x+3)=ln(x2 —2x+1) e X -x" -3x+43=x"-2x+l ¥ -2x" -x+2=0

Cette derni¢re équation ayant pour solution —1 ; 1 et 2, par compatibilité avec 1I’ensemble de définition de 1’équation, on
obtient |S, = {—1;2}

(d) Examinons d’abord 1’ensemble de définition de I’équation In (x3 —x*-3x+ 3) =2In (1 - x) .

Le membre de gauche ln(x3 -x?-3x+ 3) est défini si et seulement si xE]—\/g ;1[ U ]\/§ ; +00[ (cf question (e)), tandis
que le membre de droite est défini si et seulement si 1 - x>0 < xE}—OO;l[ .

Les deux conditions devant &tre réalisées simultanément, I’ensemble de définition de 1’équation est donc ]—\/5 ;1[ . Pour
tout xe]-\@ ;l[ , par bijectivité de la fonction logarithme népérien,

ln(x3 —x*-3x+ 3) = 21n(1 - x) = ln(x3 -x*-3x+ 3) = ln[(l— x)z}

o X —x=3x43=1-2x+x" & x’ -2x* —x+2=0
Cette derniere équation ayant pour solution —1 ; 1 et 2, par compatibilité avec I’ensemble de définition de 1’équation, on
obtient |S, = {—1}

Exercice n°8

3
1) Le systeme e 2 n’est défini que si et seulement si x >0 et y >0.On le résout par substitution :
Inx+lny=0
3 3 3
3 y=x—-— L y=x—-— L y=x-— L
x-y=— L 2 2 2
2 = 3 = 3 = 3
Inx+lny=0 L, lnx+ln[x—5j=0 L, ln{x(x—gﬂ=0 L, x(x—;}=1 L,
On résout I’équation x* - %x -1=0<2x"-3x-2=0 en calculant son discriminant
A= (—3)2 —4x2x (—2) =9+16=25 d’ou I’existence de deux solutions réelles distinctes
-(-3)-v25 3-5 1 —(-3)+v25 3+5
= ( ) = =—— et X, = ( ) = =2. La seule valeur compatible avec 1’ensemble de
2x2 4 2 2x2 4

3.1 1
définition du systeme est x =2 donc y= 2 2 ' Ainsi |S = (2;—)
2 L, 2

X =

SInx+2Iny=26

n’est défini que si et seulement si x>0 et y >0
2Inx-3Iny=-1

2) Le systeme {

i . SInx+2Iny=26 .
On effectue un changement de variable en posant X =Inx et ¥ =Iny. Le systtme 21 31 ) devient alors
nx-3Iny=-

5X +2Y =26

Comme 5x (—3) -2x2=0,ce systtme admet une unique solution
2X -3Y=-1 L,

équivalent au systeme. {
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{5X+2Y=26 L

19X =76 3L, -2L,
<
2X -3V =-1 L, {

15X +6Y =78 3L
< 2X +1
4X -6y =-2 2L, Y = L,

x-10_4 31 -0
19 {

X =4 3L-2L,

V3 L . Ainsi § ={(4:3)}

Y=2x4+1=3
3

On « revient aux inconnues xety»: X =4 < Inx=4< x=¢' et Y =3 hy=3< y=¢

L,

Finalement |S = {(64;63 )}

Inxy =4
3) Le systeme Y n’est défini que si et seulement si x>0 et y>0
(Inx)(Iny)=-12
. . . o _|Inx+lny=4
Puisque pour tout x>0 et y >0, Inxy =Inx+Iny, le systéme devient équivalent a
(Inx)(Iny)=-12

On effectue un changement de variable en posant X =lnx et Y =Iny.

. Inx+lny=4 ) .. . X+Y=4 L
Le systeme devient alors équivalent au systeme.
(Inx)(Iny)=-12 XY=-12 L,
o Y=4-X L Y=4-X L
Par substitution, = s
X(4-X)=-12 L, ~|-X’+4X+12=0 L,
On résout I’équation -X?+4X +12=0< X’ -4X -12=0 en calculant son discriminant

A= (—4)2 —4x1x (—12) =16+48=64 d’ou I’existence de deux solutions réelles distinctes

~(-4)+64 12

A chaque valeur de X correspond une valeur de Y :

X =22Y,=4-X,=4-(-2)=6et X,=6=>Y,=4-X,=4-6=-2
X+Y=4 L
XY=-12 L,

peut considérer qu’il n’existe qu’une seule solution : 6 et —2)
On « revient aux inconnues x et y » :

X=6ehx=6=x=c’ctV="2chy=-22< y=¢7,

Les solutions du systéme { sont S = {(6; —2);(—2;6)} (Comme X et Y jouent des rdles symétriques, on

ou symétriquement X = -2 < Inx=-2<x=¢"etY=6<=Iny=6< y=¢°,

Finalement |§ = {(eﬁ;e'2 ) ;(e'z;e6 )} ou de maniere symétrique S = {(66;6'2 )}

Exercice n°9
1) L’inéquation est définie si et seulement

2 2
{2+5x>0 x>-= XE |[-—;+°
= 5 <

5 {@xe}%;m[m]-@m[=}§;+o{

x+6>0 > —6 xE]—6;+00[

Pour tout XE:|—§;+00‘:, In2+5x)<sIn(x+6) = 2+5x=x+6 = dx=d = x=l

L’ensemble des solutions est donc S = }%;wo[ N ]—00;1] = }%;1}

2) L’inéquation est définie si et seulement

_ el
{x >0 = {x>1 = ! } +Oo[ = xE]1;+OO[ﬂ]3;+OO[=]3;+OO[
x=-3>0 x>3 xE]3;+oo|:

Pour tout x6}3;+00[ s
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IMx—D+hﬂx—3)<hﬂ3)c%n«x—lﬂx—3»<hﬂ3)@mﬂn@)+hdﬂ=hﬁax@)
@(x—l)(x—3)<3©x2—4x<0

= x(x— 4) <0 xE]O;4[

L’ensemble des solutions est donc |S = }0;4[ N }3;+00[ = }3;4[

3) L’inéquation est définie si et seulement x6}0;+00[

Inx=z2<Inx=2xl<Inx=2xIlne (car In(e)=1)

c»lnlen(ez) (carnln(a)=ln(a”))

< x=ze. S=[e2;+oo[

4) L’inéquation est définie si et seulement xE}O; +0o| .Puisque x>0,
2(1 +1In x)

X

>0 l+lnx>0<nx>-l<x>e’ =l. S=}l;+°°[
e e

5) L’inéquation est définie si et seulement xE}O;+OO[ .
En posant X =Inx, I’inéquation devient équivalente 4 1’inéquation du second degré X+ X -6=<0, que I’on sait
résoudre : X E[—3;2} En revenant a la variable xona : X E[—3;2} o 3=shn(x)s2<e¢ <sx=e’. §= [e’S;ez]

6) L’inéquation est définie si et seulement 2x-5>0 < er; +00[

ln(2x—5)21©ln(2x—5)2ln(e)©2x—526©x2e+5

g §;+Oo A e+5;+Oo _ e+5;+C>o
2 2 2

7) L’inéquation est définie sur R .
(12)" 24 < In(1,2") = In(4)

-

= nln(l,Z)z In(4) car ln(a")= nln(a)
In(4 Iln 4<1ln 1.2
"2 ilia) @ n(1:2)>0 7. 683562034

0
Si n€N , alors

8) L’inéquation est définie sur R .
(0.8)" <01 < In(0.8") = In(0,1)

= nln(0,8)s In(0,1) car 1n(a")= nln(a)

n= In(0.1) car In < lh H.1-1n 8.3
*1n(og) & M(08)<0 16, 315885116

Si nEN , alors o

Exercice n°10

6 n
Le capital acquis au bout de n années s’élevant a 5000 x (l + Ej =5000x1,06" , il suffit de résoudre 1’inéquation

5000x1,06" = 12000 <> 1,06" = 202 & 1 06" = 2,4
5000
In(2,4)

—— 1 ~15,02
In(1,06)

< In(1,06")21n(2,4) < nIn(1,06) = In(2,4) < n=
0
Puisque nE N, c’est au cours de la 15°™ année (donc au début de la 16°™ année) que le capital dépassera 12000 €

Page 12/29



Exercice n°11
1) Etudions séparément les signes de Inx et Inx + 1, puis résumons dans un tableau de signes
Pour xE}O; +00[ ,

Inx=0<=x=1 et 1nx>0©x€}1;+oo[

1
Deplus Inx+1=0<Inx=-1<x=¢"'=— et lnx+1>0©lnx>—1©x>e’l=—1nx>0©x€}1;+00[

e

Q|

D’ot le tableau de A(x) =Inx(Inx+1) :

X 0 g7 = 1 +00

1
e

T

— 0
|
I
|
|
T

Inx —

_|_

Inx+1 —

4|+

Ax)=Inx(lnx+1) —|—

- - —

2) Etudions séparément les signes de 2x et In(1 - x) , puis résumons dans un tableau de signes
Notons d’abord que 1’expression n’est définie que si et seulementsi - x>0 < x <1< x& }—00;1[
Pour xE}—OO;l[ ,

2x=0<=x=0¢ct2x>0<= x>0
Deplus In(l-x)=0<=l-x=leox=0eth(l-x)>0<=1-x>1< x<0
D’ot le tableau de B(x) =2xIn(1-x) :

x —00 0 1
2x — 0 +
In(l- 2 S 0 —

B(x)=2xIn(l-2| — 0 S

3) Etudions séparément les signes de —x* et In(x +1) , puis résumons dans un tableau de signes

Notons d’abord que 1’expression n’est définie que si et seulementsi x+1>0< x> -1 < xE}—l; +OO[
Pour tout XE}—1;+00|: ,-x’=s0et —x*=0<x=0

Deplus In(x+1)=0<= x+l=1<x=0ctIn(x+1)>0<=x+1>1< x>0

D’ou le tableau de C(x) =-xIn(x+1) :

x -1 0 +c0

—x2 — 0 N
In(x+1) - é —+
Clxy=-2*In(x+1)| || -+ 0 S
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Exercice n°12

1) La fonction f sera définie pour toutes les valeurs de x pour lesquelles x* +3x—4>0

Si on note P(x)=x"+3x-4, on calcule son discriminant : A =3 —4x1x (—4) =25, d’ou I’existence de deux racines
-3-4/25 —3+4/25

TR -4 et x,=—————=1.D’apres les régles de signe d’un trindme, x* +3x-4>0 si et
X

réelles distinctes x, = Xl
X

seumement si xE}—OO; —4[ U }1; +00[ .Ainsi |D, = }—00; —4[ U }1; +00[

f

. P 4-x* (2—x)(2+x) )
2) La fonction f définie par f (x) =In =In| ——— | existe pour toutes les valeurs de x pour lesquelles

X X
M>O (avec x=0)
X
. . (2 - x)(2 + x)
On dresse le tableau de signes de I’expression A(x) =
X
x —CD -2 0 2 +co

~
...-..._.e_

_I_

|
24 x — 0 _'_ ' +
JIECEEIIEEES] 0 | =

X

(2—x)(2+x)
X
On conclut (D, = }—00;—2[ U }0;2[

Ainsi >0 < |~oe;-2[ U J0;2

3) La fonction f définie par f :x—>ln(4—x2)—lnx existe pour toutes les valeurs de x pour lesquelles on a

simultanément 4 — x> >0 et x >0 (pour que les deux membres de la fonction soient bien définis)
Or4-x*>0<x* <4®x€}—2;2[.

Si on exige de plus que x >0, alors D, = }—2;2[ N }0;+00[ = }0;2[

4) La fonction f définie par f :x—>ln(x2 —4)—1n(—x) existe pour toutes les valeurs de x pour lesquelles on a

simultanément x° -4 >0 et —x >0 <> x <0 (pour que les deux membres de la fonction soient bien définis)
Or xX*-4>0=x'>4= xe}—oo;—Z[ U }2;+00[ )

Si on exige de plus que x <0 ,alors |D, = (]—00;—2[ U ]2;+00[) N ]—oo;o[ = ]—oo;—2[

Exercice n°13

1) lim x* = +% et lim Inx = +% , donc par somme, hm (x +1nx) 400

X—>+® X—> 40

2) lim1-x=-% et lim Inx=+% ,donc par produite, hm (1 - )lnx =-—0

X—> 400 X—>+00

3) lim Inx = +% donc par soustraction, lim (ln 2-3In x) = -0

X—>+0 X—>+0

4) limx-4=-4 et limlnx =-% donc par somme llm(x 4+lnx) -

x—0 x—0

S) Puisque hm x* =400 ,0n pose u =x",et puisque lim Inu = +% on conclut que lim ln( ) =+

u—>+% X—>—©

1
6) limlnx =-o et limx=0" on conclut par quotient que lim—2 = _oo

x—0 x—0 =0 x
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7) Puisque lim x =+ et lim Inx =+ , nous sommes en présence d’une forme indéterminée « o« — o ». On transforme

X—> 40 X—>+00

L. Inx Inx Inx
I’écriture : x—Inx = x[l - —j Comme lim — =0 (limite connue), on déduit successivement que lim [1 ——j =1,
X x—>+x  x X—>+% X

. . . Inx S . .
puis par produit, que lim x| 1—-—— =+, c’est-a-dire que lim x —Inx =+

— 40 X X—>+®

X—>+% X—>+%0 X

8) Puisque lim x =+ et lim In [1 +—j =In(1) =0, nous sommes en présence d’une forme indéterminée « ©x0 ». En

1 : . - : .1 o
posant X =—, puisque lim X =0", la limite cherchée devient lim —ln(l +X ) . Or un résultat du cours nous indique
X

X—> 400 x—=0" X

In(1+X) _ 1

que lim ———==1 donc lim xIn| 1+—|=1

X—0* X X—>+0 X

In(1+X
9) En posant X =2x, la limite cherchée devient lim In(l+2x) = lin& 2ln(;+ X) . Et puisque lim M =1, on
x—0 X xX—>! X—0"
conclut que lingM =2, c’est-a-dire lingM =2
x—>! x— x

Exercice n°14

1) La fonction définie par f(x) = —% +1+2Inx et définie et dérivable sur }O; +00[ en tant que somme de fonctions qui le

sont, et pour tout xE}O;+OO[ , fl(x) = —%+ 2xl= —l+E = 42—x
X X X

Inx

2
2) La fonction définie par f(x)= 3 est définie et dérivable sur }O;+00[ et puisque pour tout XE}O;+00|:,
n

1 2
f<">=—1“ f<x>=ﬁxz‘x1n3

3) La fonction définie par f(x)=In(4-x)+Inx est définie et dérivable sur }O;+00[ﬂ}—00;4[ = }0;4[ et pour tout

l=—x+4—x= 4-2x =2(2—x)
} [f(x)— 4-x x x(4—x) x(4—x) x(4—x)

4) La fonction définie par f(x)=xInx—x est définie et dérivable sur }O; +00[ en tant que produit de fonctions qui le

sont. Puisque pour tout XE}O;+00|:, xInx=u(x)v(x) ob u(x)=x=u'(x)=1 et v(x)=1nx:>v'(x)=l, on aura
x

f'(x) =u'(x)v(x) +u(x)v'(x)—1=1xlnx+xxl—1 =Inx+1-1=Inx
X
5) La fonction définie par f(x)=xInx est définie et dérivable sur }0; +00[ en tant que produit de fonctions qui le sont.

Puisque pour tout x6}0;+00[, f(x)=u(x)v(x) ob u(x)=x’=u'(x)=2x et v(x)=Inx=1'(x)=—, on aura

1
x

f'(x) =u'(x)v(x) +u(x)v'(x) =2xxInx+x* ><l = x(21nx+l)
x

6) La fonction définie par f(x)=In(2x-5) est définie et dérivable sur }%, +OOI: (car X —In X est définie et dérivable

sur }0;+00[ et 2x- 5>O©x€}—,+oo[) Puisque pour tout er;m[, f(x)=1n(u(x)) avec

u(x)=2x—5:u'(x)=2,0n aura | f' (x)—

(x) 2x-5
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7) La fonction définie par f(x)=In(-3x+1) est définie et dérivable sur }—00;%[ (car X —In X est définie et dérivable

sur }0;+00[ et —3x+1>0©x€}oo;%[). Puisque pour tout xE}OO;%[, f(x)=ln(u(x)) avec

”(x)=—3x+1:>u'(x)=—3,onaura f’(x)=%= 3‘31
u(x -3x+

8) La fonction définie par f(x)=In(x> + x +1) n’est définie que pourles valeurs de x pour lesquelles x> + x+1>0. Si on

note P(x)=x2+x+1, le calcul de son discriminant fournit A=1>-4x1x1=-3<0. Ainsi, pour tout xER,

X +x+1>0, donc f est définie et dérivable sur R, et pour tout xER, f(x)=ln(u(x)) avec

'(x) _ 2x+l1
(x) _x2+x+1

u(x)=x2+x+1:>u’(x)=2x+1.Ainsi f’(x)=u
u

x-1

9) La fonction définie par f(x)= ln( N >0. Si on note
X+

) n’est définie que pourles valeurs de x pour lesquelles al |
X+

-1
P(x) =2 1’ le tableau de signes de P est donné par : X —c0 -1 1
X+
Ainsi, f est définie sur }—OO; —1[ U }l; +OO[ x-1 — 0

+C0
P — 0 +
x+1 — (p+: —|—
P+ | —0 +

x+1

Puisque P est dérivable sur }—OO;—I[U}IHOO[ , puisque pour tout xE}—OO;—l[U}IHOO[, al n
X+

>0 et puisque

X — In X est définie et dérivable sur }0; +00[ ,on conclut que f sera dérivable sur }—00; —1[ U }1; +00[

Pour tout xE}—OO;—l[U}IHOO[, puisque f(x)=ln(P(x)) , on aura f’(@=%- Puisque P(X)= P
u(x)=x-1=u'(x)=1et v(x)=x+1=1"(x)=1,0onaura P'(x)= w(x)v(x) -ulx)v'(x) = Dxfat1) - (x-1)x1

(v(x))z (x+1)2

x=1_u(x)

+
—
<
—_
=
~

2
2 , (x+1)2 2 x+1 2
-—Z 4 = = -
(x+1)2 one /(%) x-1 (x+1)2xx—l (x+1)(x—1)
x+1

10) La fonction définie par f(x)=In(Inx) n’est définie que pourles valeurs de x pour lesquelles Inx >0, c’est-a-dire

Df=}l;+00[. Pour tout xE}l;+OO[, puisque f(x)=ln(u(x)) ou u(x)=lnx:>u'(x)=é on aura

1
oo w(x) _
fo= u(x) T Inx| xlnx

3
11) La fonction définie par f(x) = xIn(2x —3) est définie et dérivable sur }5, +00[ en tant que produit de fonctions qui

le sont (car X — In X est définie et dérivable sur }0; +00[ et 2x-3>0< XE:|%;+OO[)

Puisque pour tout XE:|%;+°O[, f(x)=u(x)v(x) avec u(x)=x=u'(x)=1et v(x)=In(2x-3)=v'(x) = 5 2 3 ,onen
x_
o . 0oy B 2x | (2x-3)In(2x-3)+2x
déduit f(x)=u (x)v(x)+u(x)v (x) —lxln(2x—3)+x>< 53 —ln(2x—3)+ 7 3l” 53
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12) La fonction définie par f(x)=2x(1-1Inx) est définie et dérivable sur }O; +00[ en tant que produit de fonctions qui le

sont. Puisque pour tout xE}O;+00[, f(x)=u(x)v(x) avec u(x)=2x:>u’(x)=2 et v(x)=1—1nx:>v’(x)=—l ,on en
X

déduit f(x) = u'(x)v(x) + u(x)v’(x) =2x(I-In x) + 2xx(—lJ =2-2Inx-2/=-2lnx|

X

1 . . . .
13) La fonction définie par f(x)= MY et définie et dérivable sur }0; +00[ en tant que quotient de fonctions qui le sont.
X

u(x)

v(x) oll u(x)=lnx:>u'(x)=

1
"(x) = M'(X)v(x)—u(x)v’(x) _ ;xx—(lnx)xl _1-Inx

X5 i 0T g

x—-Inx

Puisque pour tout xE}O;+OO[, f(x)= et v(x)=x:>v'(x)=1, on aura

8=

14) La fonction définie par f(x) =

est définie et dérivable sur }0;+00[ en tant que quotient de fonctions qui le

ol u(x)=x—lnx:>u’(x)=l—l et v(x)=x2:>v'(x)=2x

. Pui € |0; ,
sont. Puisque pour tout x } +°°[ f(x) v(x) X

JE— 2_ —_—
, u'(x)v(x)—u(x)v'(x) [l—xjxx (r=tnoc)x2x ¥ —x-2x"+2xInx -x’-x+2xInx| 2lnx-x-1
f (X)= = = 4 = 4 = 3

(V(x))z (x2 )2 X X X

15) La fonction définie par f(x) = (ln x)2 —2Inx -4 est définie et dérivable sur }0; +00[ en tant que somme et composée

- 2(lnx -1
de fonctions qui le sont. Pour tout xE}O; +00[ , fl(x) = 2(ln x)2 ] xl— 2xl = 2In x -z = ( )
X X X X X

16) La fonction définie par f(x)=Inx" est définie et dérivable sur |-o0;0| U |0;+| . En effet x — x° est définie et
P

dérivable sur R, tandis que X —>1n(X) n’est définie et dérivable que sur }0;+00[. Or
€10+ < x&]-ee:0] U 10:496] . Pour tout x€ =50 U0:459] . 1) =_=
X X

17) La fonction définie par f(x)= (ln x)2 est définie et dérivable sur }O; +00[ en tant que composée de fonctions qui le

sont. En effet x — In x est définie et dérivable sur }0; +OO[ ,tandis que X — X est définie et dérivable sur R .

Pour tout XE}O;+00|: , fl(x) = 2(1nx)271 ><l _2Inx
x

X

18) La fonction définie par f (x)=ln‘1—x2‘ est définie et dérivable pour toutes les valeurs de x telles que

1-X*#20< xE}—OO;—l[ U }—1;1[ U }1;+00[ . Selon la valeur de x , I’expression de f(x) n’est pas la méme.

Pour tout xE}—OO;—l[ U}l;+00[ ,1-x% <0 donc ‘l—xz‘ = x> -1 et par suite f(x) =1n(x2 —1) .Alors f'(x) = szl
_x —_—
2 2 2 . 2 ' -2x 2x
Pour tout xE}—l;l[ ,1-x">0 donc ‘l—x ‘=1—x et par suite f(x)=1n(1—x ).Alors f (x)=1 i
.. . , 2x
Ainsi, on peut affirmer que pour tout xE}—OO;—l[ U }1;+00[ | () == N
x f—
Exercice n°15
1) f(2)=0 se traduit par I’équation In(2a +b)=0 < 2a+b =1
De plus f'(x) = 9 donc 7' _3 se traduit par a__3 < 4a=3(3a+b) < S5a+3b=0
ax+b 4 3a+b 4
| da+b=1 I, [6a+3b=3 31, | 473 3h~h (.3 31_p
On doit résoudre le systeme = = —5a =
5a+3b=0 L, 5a+3b=0 L, b=T L, b=-5 L,
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Ainsi, | f(x) = ln(3x - 5) , qui est définie si et seulement si 3x-5>0 < er; +oc>[ .Ainsi |D, = }%, +oo[

. , ) . . . ) 15
La fonction f est la composée de deux fonctions strictement croissantes donc est strictement croissante sur g; +00

2) La courbe C passe par le point A(2 ;0) implique f (2) =0< In(2a+b)=0 < 2a+b =1.La tangente en A ait pour

coefficient directeur -2 implique f'(2)=-2, c’est-a-dire =-2<a= —2(2a + b) <5a+2b=0. On doit

2a+b
da+b=1 L (da+26=2 21, | 472 2h-L (_ 5 o1 g
résoudre : = = —5a ==
5a4+2b=0 L, |5a+2b=0 L, -— L b=5 L

Ainsi, | f(x) =In(-2x+5)

Exercice n°16
Partie I

1) g est définie et dérivable sur }0;+00[ en tant que somme de fonctions qui le sont, et pour tout XE}O;+00|:,
12w -2 2(¥-1) 2(x=1)(x+1)

g'(x)=2x-2x— =
x x x x

Puisque x>0, le signe de g'(x) sera donné par le signe de (x - 1)(x + 1) , expression dont les racines sont —1 et 1

Ainsi, pour xE}O;l[ , 8 (x) <0 donc g est strictement décroissante sur ]0 ;1[, et pour tout xE}l; +00[ , 8 (x) >0 donc

g est strictement croissante sur }l; +00[

2) Sur }O; +00[ , g atteint donc son minimum lorsque x = 1, et comme g (l) =1"-2x Lnﬂl =1, on peut affirmer que
0

tout XE}O;+OO|: , 8 (x) >0
Partie 11

1) Puisque limIn x = —o0 , on en déduit par quotient et somme, que |lim f (x) = —0|. La droite d’équation x = 0 (c’est-
x—0 x—0
x>0 x>0

a-dire ’axe des ordonnées) est donc asymptote verticale a la courbe (C)

I In
2) On transforme 1’écriture de f{x) : Pour tout xE}O; +00[ , f (x) = % +—+ oL
X X
. . . ., .. Inx . .1 X o
En utilisant la limite de croissance comparée lim —— =0 et puisque lim —=0 et lim 5 = 400 , on déduit par somme
X—>+0C x X—>+00 x X—>+X©
: x 1 Inx , . Inx .1
que |lim f(x) = 4|, De plus, pour tout x6}0;+00[, f(x)—a =—+——etpuisque lim —=0 et lim —=0,
X—>400 X X x—>+0  x X—>+0 y
on aura donc | lim [ f (x) —%j = 0].|La droite (A) d’équation y = g est asymptote oblique a (C) en +o© .
1+1In
Pour connaitre la position relative de (C) et (A) , on étudie le signe de la différence f (x) —% = al . Or
X
X 1 X 1
f(x)—5=0©1+lnx=0©lnx=—l©x=—=e et f(x)—§>0©l+lnx>0©lnx>—l©x>—=e
e e

1 1 1
Ainsi (C) et (A) sont sécantes au point A d’abscisse — = e”' et d’ordonnée f (—j = 2—
e e e

1 1
De plus, sur }O;—[ , (C) est en dessous de (A) , et sur }O;—[ , (C) est au dessus de (A) .
e e
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3) fest définie et dérivable sur }0; +00[ en tant que somme et quotient de fonctions qui le sont, et pour tout x& }O; +00[ ,

l><x—(1+lnx)><1

, 1 1 Inx 1 ) 1
X)=—+ =—- = x*=2lnx)= X
f( ) 2 X 2 X 2x2( ) 2x2g( )
Puisque pour tout xE}O; +00[ Yy >0 et g’ (x) >0 (question 2 de la partie 1), on conclut que pour tout xE}O; +OO[ ,
f '(x) >0, donc que [f est strictement croissante sur }0; +00[ x| 0 +c0

Le tableau de variations de f est donc : > / +0
fix)

4) La droite (A) a un coefficient directeur égal a —cD

N | —

1 Ina

Le coefficient directeur de la tangente (T) en un point d’abscisse a est égal & f' (a) = E -—

a

La tangente (T) sera parallele a ( A) si et seulement si ces deux droites ont méme coefficient directeur, donc si et

: 1 , : 3
seulement si f (a) = > e _gema=0sa=1. C’est donc au point B d’abscisse 1 et d’ordonnée f(l) =—

2
a 2
que la tangente (T) sera parallele a (A)

5) Sur }O;+OO[ , f est continue en tant que somme et quotient de fonctions qui le sont. De plus elle est strictement

croissante sur }0;+00[. Enfin, puisque £1£r(}f(x) =-o et }E},}of(x)= 4+, on a 0E El%f(x)’}ilgf(x) . Le
x>0 x>0

théoreme de la valeur intermédiaire affirme donc I’existence d’une valeur @ telle que f (a) =0 . Par définition,

1+1 g
f (a)=0 ©%+ Tha =0<|lna= —%—1 . Le coefficient directeur de la tangente a (C) au point d’abscisse &
a
2
1 Ina 1 (_Z_lj 11 1 1
na
estégala: f'(a)=—- =—— =—+—+— =1+—>1. Ce coefficient est donc supérieur a 1
s f'(a) 2 ok 2 o’ 2 2 o o’ P
6) . . : ' , ‘
S S R
5 T e
| E E i (&)
B el AL — T <
: ! ! : A
s : e Tz
% SRR, o A— ot —
(T) : : |
J e e s
: . i i : i :
1 2 3 4 5 4] 7
T M
L T e N RSy oy
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Exercice n°17

Partie I
1) f est définie et dérivable sur }O;+OO[ en tant que somme et fonctions qui le sont, et pour tout xE}O;+OO[,
, 1 1 1 ) 1 ) -
f (x) =1+—x—=1+—_. Mais comme xE}O;+OO[, on aura l+—>0< f (x) >0 . ‘f est donc strlctemeq
2 x 2x 2x
croissante sur }0;+00[ . De plus linglnx = — donc hngf( ) —o0| .
=0 0
2 1 In . Inx )
Enfin, pour tout xE}O;+OO[, f (x) (l -——t— 5 x—xj . Par croissance comparée, lim — =0, et puisque
X X X x
.2 . . .
lim —=0 et lim In x = +0 , on conclut, par différence et produits que | lim f ( ) +00
x—>+0 y X—>+0 X—>+00
Le tableau de variations de f est donc : x |0 +00
+c0
Jf( x) ’###,,»~fﬂ;fir
—0

2) Sur l’intervalle }O;+OO[ , f est continue et strictement croissante. De plus lim f (x) =-w et lim f (x) =400,
x—0 X—>+00
x>0

Comme O0€ [lim f (x); lim f (x) , le théoréme de la valeur intermédiaire affirme I’existence d’une unique solution
x—0 X—>+%0
x>0

[ a I’équation f (x) =0 . Grice a la calculatrice, on peut dresser un tableau de valeurs de f sur b | %4 |
}O; +00[ . Puisque f(1)<0 et f(2)>0, on peut affirmer que |/ E }1; 2[ ,donc o E_QF:DF:
. . . . h FHBET
3) Puisque f est strictement croissante sur }O;+00[ , pour tout xE}O;l[ . f (x) < f(l) , C’est-a- 1.548%
c.6931
dire f (x) <0, et pour tout xE}l;+OO[ , f(x) > f(l) , C’est-a-dire f(x) >0, = Ho47
Partie 11
1) On utilise la limite de croissance comparée llmx In x =0 pour conclure, par somme, que llng g( ) O=g (0) ,
x>0 x>0
- (7 1 1 . .1
donc que |g est continue en 0. [Pour tout xE}O;+OO[ , 8 (x) =X —§+———lnx . Puisque lim —=0 et
X X x
. ) 7 1 1 . .2 .
Iimlnx=+%, on a lim —g + ——Zln X=-00, et puisque lim x” =+00, on conclut par produit que
X—>+00 X—>+0 X X—>+0
lim g (x) = —00

2) g est dérivable sur }O'+OO[ en tant que somme et produits de fonctions qui le sont, et pour tout x>0 ,
g'(x)= —%x2x+1——(u'(x) (x)+u(x )v'(x)) ot u(x)=x"=u'(x)=2x et v(x)=lnx=v'(x )—l
X

Ainsi g'(x) = ——x+1—l 2xInx + x° ><l —zx+1—xmx—lx=—2x+1—lxlnx
4 4 4 2

On calcule par ailleurs xf(lj = x(l—2+%ln(ln = x(l— 2—%ln(x)j =1- 2x—%xlnx
X

X X X

, 1
On a bien I’égalité |g'(x) = xf [—j
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Or par définition f(l) =0=/- 2+%lnl =0<=Inl= 2(2—1) . On remplace donc dans le calcul de g(%) :

,d’ou I’égalité demandée.

1 7 1 1 7 1 4-20 -T+81+2(4-21)[ 1+4
e L R e

' : 1 o
Pour tout x>0 , g (x) aura le méme signe que f (—j . Ainsi :
X

Si xE}O;%{,on aura l>l donc f[l] > 0 et par suite g'(x) >0.
X X

Si XEEHOO[,OH aura l<l donc f[lj<0 et par suite g'(x)<O.Enfin g'(%)=—f(l)=0

X X

. . : 1 . .
ILa fonction g est donc strictement croissante sur :|0;7 et strictement décroissante sur |—;+00

Son tableau de variations est donc :

x o - +00

g[lj_1+4£
ST o2
2(x) A 1) s \\\%ﬂ

0 —0

4) Une équation de la tangente a la courbe I' représentative de g au point d’abscisse 1 est y = g’(l)( X- l) +g (1) . Or

, 1 r . . .
g (1) =1Ixf (I) =f (1) =-1 et g(l) = . Ainsi une équation de la tangente a la courbe I' représentative de g au

1
point d’abscisse 1 est |y = —(x— 1) +§ = —x+§ . Une équation de la tangente a la courbe I' représentative de g au

, ) 1y 1+4/ . . )
point d’abscisse [ est y=g (l)(x— l) +g (l) .Or g (l) =0etg [7] = ;2 . Ainsi une équation de la tangente a la
, ) ) ) 1+4]
courbe I' représentative de g au point d’abscisse [ est |y = o

En reprenant ’écriture g'(x) =-2x +1—§xlnx, et en utilisant la limite de croissance comparée limxInx =0, on
x—0
x>0

x—0
x>0

conclut par somme que |lim g’ (x) =1|. Graphiquement, cela signifie que I" admet en O une demi tangente parallele a la

premicre bissectrice.
5)
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Exercice n°18

1 . . :
1) f(x)=x"-5x+—. f est continue sur }O;+OO[ en tant que somme de fonctions qui le sont, donc admet des
X

3 2 3 2
primitives sur }0; +00[ , et pour tout xE}O; +00[ N (x) = x? - 5% +1In (|x|) = % - Si +1In (x) puisque xE}O; +00[

2
2
X +x+1 . . . . PR
2) f(x)=———_. f est continue sur }0;+00[ en tant que quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur ne
X

: o , X +x+1 1
s’annulant pas, donc admet des primitives sur }O; +00[ , et pour tout XE}O; +00[ ,puisque f(x)=——=x+1+—,

X X

2 2

F(x)= %+x+1n(|x|) = %J’ x+1n(x)| puisque x€ J0;+09[

5

7 1 . . . .
3) f(x)= —+T+—2. f est continue sur }O;+00[ en tant que quotient de fonctions qui le sont, donc admet des
X X X

primitives sur }O;+OO[ , et pour tout xE}O;+OO[ JE(x)=7 ln(|x|) +5x% 2\/_ —l =7 ln(x) + 10\/— —l car xE}O; +00[
X X

3 4 T
4) f(x) =ﬁ . f est continue sur :|§;+00 en tant que quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur ne
x—
, . 4 . 3 _u(y)
s’annulant pas, donc admet des primitives sur —;+%| , et puisque f(x)= = ol
3 3x-4 u(x)

u(x) =3x-4= u'(x) =3,|F(x)= ln(‘u(x)‘) = ln(|3x—4|) = ln(3x—4) car XE:|%;+OO‘:

1 . . . . .
5 f(x) =—1. f est continue sur }—1;+00[ en tant que quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur ne
X+

, - . 1 u(x) :
s’annulant pas, donc admet des primitives sur }—1; +00[ ,et puisque f(x)=——= ou u (x) =x+l=>u (x) =1,
x+1 u (x)

F(x)= ln(‘u(x)‘) = ln(|x+1|) =In(x+1)|car xE}—l;+oo[

6) Si xE]-o0;-1[,|F(x) =In(|x+1]) =In(~(x+1)) = In(-x - 1)
2x

2
X -

7 f(x)=

1 f est continue sur }2; +00[ en tant que quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur ne
2x _u’(x)

X -4 u(x)

R | e B

s’annulant pas, donc admet des primitives sur }2; +00[ ,et puisque f(x) =

ol u(x) =x’ —4:>u'(x)=2x
1

sur [2; +00[ . f est continue sur [2; +00[ en tant que quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur

8) f(x)=3x

ne s’annulant pas, donc admet des primitives sur [2;+00[, et pour tout xE[2;+OO[, puisque
1.3 1 u(x
flo=te L)
3 3x-5 3 u(x)

x+1 : . . . P
9) f(x)= T rorel sur R . f est continue sur R en tant que quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur ne
X" +2x

,ou u(x) =3x—5:u'(x) =3,|F(x) =%ln(|3x—5|) =%ln(3x—5) car xE[2;+oo[

s’annulant pas, (le discriminant du trindme x° +2x + 2 est strictement négatif) donc admet des primitives sur R , et pour

tout xER, puisque f(X)=x2 f;;+2=%xz((j)) , ou u(x)=x2+2x+2:>u'(x)=2x+2,

F(x)= %ln(‘u(x)‘) = %ln(‘xz +2x+ 2\) = %m(f +2x+ 2) , puisque YER = x> +2x+2>0
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10) f(x)=

X . . . . P .
> sur }—l; 1[ . f est continue sur }—l;l[ en tant que quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur
x =1

ne s’annulant pas, donc admet des primitives sur }—l;l[, et pour tout xE}—l;l[ , puisque

x 12 1wy 2 -) = n(1-x)

f)=—— =

N _ 2_ ! = =l =l
= 2x2_1-2u(x),ouu(x)—x 1:>u(x) 2x,|F(x) 21n(|u(x)|) 2ln(

puisque xE}—l;l[ =1-x><0

Exercice n°19

1)Pourtoutxe[4~+oo[ ax+b+ S =(ax+b)(x‘2)+c=ax2+(b—2a)x—2b+c

x=2 x=2 x-2
a=2 a=2 3
Ainsi ax+b+ 02=f(x)© b-2a=-3 < {b=-3+4=1 .Pourtout xE[4;+x[ | f(x)=2x+1+—
X - x—

Db+c=-4 |c=-4+2=-2

2) f est définie et continue sur [4; +OO[ en tant que somme et quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur ne

s’annulant pas, donc admet des primitives sur [4; +OO[ A partir de D’écriture f (x)=2x+1+ , on déduit

I’expression d’une primitive F de f sur [4;+00[: F(x)=x2+x—2ln(|x—2|)=x2+x—2ln(x—2) car

xE[4;+00[:>x—2>0

Exercice n°20

COS X - .
1) f(x)=——. f est définie et continue sur }O;
sin x

(SRS

{ en tant que quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur ne

cosx u'(x)

, ou

JT
s’annulant pas, donc admet des primitives sur :|0; ‘:, et pour tout xE:|O;5‘:, puisque f(x)=

(SRS

sin x u(x)

u(x)=sinx:u'(x)=cosx,

F(x)= ln(‘u(x)‘) = ln(|sin x|) = ln(sin x)

, puisque xE}O;%{ =sinx>0.

Inx . . . . . .
2) f(x)=——. f est définie et continue sur [l; +OO[ en tant que quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur ne
X

s’annulant pas, donc admet des primitives sur [1;+00[, et pour tout xE[l; +OO[, puisque

f(x) =éxlnx=u'(x)xu(x) ,0u u(x)=lnx:>u'(x)=i, F(x)= (”(;))2 _ (ln(zx))z

3) f(x)= nx f définie est continue sur }1;+00[ en tant que quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur ne
xlnx
, L. . 1/x u’(X)
s’annulant pas, donc admet des primitives sur }l;+00[ , et pour tout xE}l;+OO[, puisque f(x) =1— = ( ) , ou
nx ul(x

L F(x) =ln(‘u(x)‘) =1n(‘1n(x)‘) =1n(ln(x)) car xE}l;+OO[:lnx >0

u(x)=Inx=u'(x)=

==

4) f(x)=tanx. f définie est continue sur }E;ﬂ} en tant que quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur ne

sin x _ —u’(x)

N T JT )
s’annulant pas, donc admet des primitives sur :|5;.7[:| , et pour tout XE}E;”} , puisque f(x) = , ou

COS X u(x)

u(x) =cosx:>u’(x) =—sinx,|F(x)= —ln(|u(x)|)= —ln(|cosx|) = —ln(—cosx) , puisque xE}%;ﬂ}:cosx<0.
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Exerc1ce n°21
()
1) j—1=F(2) F(0) ou F est une primitive de f(x)—m=m donc F(x)=ln(‘u(x)‘)=ln(|x+l|).
2

Comme pour tout XE[O;2}, x+1>0,o0naura F(x) =ln(x+1) donc j dx

=In(3)-In(0+1)=1In3

o X+1

33 . o 3u/(x)
2) J. dx=F(-3)-F(-4) ot F est une primitive de f(x) = - donc

L X+2 2 u(x)
F(X)=3ln(‘u(x)‘)=31n(|x+2|). Comme pour tout xE[—4;—3}, x+2<0, on aura
F(x)=3In(-(x+2))=3In(-x~2) donc I 32dx=3ln(—(—3)—2)—3ln(—(—4)—2)=3ln1—3ln(2)=—31n2

X+

h !

3) _J;1_45x dx=F@0)-F(2) ot F est wune primitive de  f(x)= ﬁ - —%x L;((j:)) donc

F(x)=—%xln(‘u(x)‘)=—%xln(|1—5x|). Comme  pour tout xE[—Z;O}, 1-5x>0, on aura

0

: : 4 4 4
F(x)=—§xln(1—5x) donc_j2 _Sxdx=—gxln(l—SxO)—(—gxln(l—Sx(—z))j=_§+gln(ll)
(a2 a2 2T 2 2
e e e e L G R
1 1 4 1 4
5) _!(Z+z_x—x+2jdx=[Zx+ln(|2—x|)—4ln(|x+2|)l

=Gx4+1n(|2-4|)-41n(|4+2|)j-Gx3+1n(|2-3|)-41n(|3+ 2|)) =%—41n(3)+31n2

6 J-ln_xd —I“ (x)dx{f(x)}e{(qu _(ne)’ (m1)’

1
2 2 2 2

7 J-ln(l ) gy —J'—ln(l X)dx = j’ (x)u(x)dx=—|iﬂ}o ={M}o

-1

(In(1-0))’ +(1n(2)) _ (In(2))°
2 2 2

Exercice n°22
3 (x+4)(x-1)+3 X —x+4x-4+3 x*+3x-1

1) Pour tout x de [I;+%| , x+4+ = = = =flx
} [ x-1 x-1 x-1 x-1 / ( )
2 2
o x +3x-1 . _ . . o
2) Pour calculer [Iintégrale J.—l dx, on utilise la transformation d’écriture précédente. Ainsi
x -_—

4
2 2 2

2 2 2 2
J'ﬂdx:‘[(x+4+ijdx={%+4x+3ln|x—lq ={%+4x+3ln(x—1)} car pour tout xE[2,4},
4

v x-1 . x-1 A

2 2 2 2
x=1>0.0n conclut = +3x'ldx=2?+8+31n(2—1)—[4?+16+31n(4-1)J=-14+31n(1)-31n3=—14—31n3

. x—1

Guesmi.B
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Exercice n°23

2 c (ax+b)(3x+2)—c 3ax2+(2a+3b)x+2b—c ,
1) Pour tout x de |——;+%| , ax+b-— = = =f(x) si et
3 3x+2 3x+2 3x+2
3a=06 a=?2 a=2
seulement si < 2a+3b =13 < <3b=13-2x2 < 1b =3 . Ainsi, pour tout x de }—§;+00[,f(x)=2x+3—3 5
2b-c=4 c=2b-4 c=2 o

6x* +13x+4
2) Pour calculer J. ———dx, on utilise la transformation d’écriture ci-dessus

3x+2
2
2 jdx= {xz +3x—gln(|3x+2|)}
3x+2 3 0
2

=2’ +3><2—31n(|3><2+2|)—(02 +3x0—31n(|3x0+2|)j 210~ 218+ 21n2=10+2In >
3 3 303 38

2, 2 2
J~6x +13x+4x=-[ a3
3x+2

0 0

Exercice n°24

1) g est définie et dérivable sur }O;+00[ en tant que produit de fonctions qui le sont, et pour tout XE}O;+00[ ,

, 1
g(x)=Ixlnx+xx—-1=Inx+1-1=Inx. g est donc une primitive de la fonction In sur }0; +00[
X

2) On en déduit donc que Ilnxdx=|:g(x)]f =[xlnx—x]le =elne—e—(ln1—1)=1
1

Exercice n°25

e e 2

_[xlnxdx _[u x)dx ot u(x)=Inx=u'(x) 1 et v'(x)=x=v(x) =% sont continiiment dérivables.
| X
D’apres la formule d’intégration par parties,
2 e 2 2 2 271 2 2 2
I=[u(x)v(x)] j x)dx =| Inx —flxx—dx=e—lne—l—ln1— rie e el
2 o1 x 2 2 2 41 2 4 4 4
Exercice n°26
1) En réduisant au méme dénominateur : Pour tout # strictement positif,
n-1 n-1 b n 1 n
at +b+£=t(at * )+C(t * )=(a+c)t +bt+c= ! , si et seulement si, par identification,
"+l ot t(t"+1) (t +1) (t”+1)
a+c=0 a=-1 " P
b=0 < <b=0 .Ainsi,pour tout ¢ strictement positif, = _nt +-
t(r+1) £+t
c=1 c=1
n-1
2) On utilise I’écriture f, (t) = t_nt 1+; pour calculer I’intégrale :
+
_Z[f (t)dt=_2[ mA dt=[—lln(t"+1)+ln(t)}2=—lln(2"+1)+ln(2)+lln(1"+1)+ln(1)
o " +1 ¢ n . on n
~Lin(1m+1)=Lin(27 +1)41n(2) = In ( 2 j +1n (2")% || 42
n n 2" +1 2" +1
. , 1w '
3) On  pose u(l)=lnt:>u (l)=— et \% (t)= S=—— ou w(t)=t +1, donc
i (t"+1) nw (1)

)= = j(ftj‘;)f a {M(I)v’(t)dt=[u(t)v(t)]j —ju’(l)v(t)dt

Guesmi.B
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2
| Int 1 1 ; In2 dil= In2 +lln

—Z_I—x ], +1J2‘ 1 n el
L onlen)] e n(een) ) m(20 ) nge(r ) n(27+1) n (V241

Exercice n°27
1) Puisque pour tout n€EN, In(x,,,) =1+1n(u,) =1In(e) + In(x, ) = In(eu, ) , on en déduit que pour tout nEN,

u,,, =eu, . |Lasuite (1,) estdonc une suite géométrique de raison e et de premier terme u, = 2

2) Puisque la raison de cette suite est e > 1 et que u, >0, on en déduit que [la suite (u,) est strictement croissante et que

lim u, = +o©

n—+0

n
3) Puisque la suite (u,) est une suite géométrique de raison e et de premier terme u, = 2, la somme Z u, vautdonc
k=0
nombre de

termes
—

1 —e n+l 1 _ el‘l+l 2 _ 2el‘l+l
u, x =2x =
— 1- e l-e l-e
premier “
terme raison

4) Puisque la suite (#,) est une suite géométrique de raison e et de premier terme 1, = 2, on établit que pour tout
nEN. u, =u,xe" =2¢". Ainsi, pour tout nEN, In(u,) =In(2¢" ) =In2+1In(e") =In2+nln(e) = In2+n.

La somme Zn:ln(uk) vaut donc : anln(uk) = Zn:(ln2+k) = Zn:ln2+zn:k =nln2+ n(n2+1) = n(n+l)2+ 2nin2
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1
En utilisant les propriétés de la fonction logarithme népérien,

n(n+1)+2nln2
2

n(n+l)+2nln2
2

on déduit que (U, XU, X...XU, =€

puisque ln(ul XUy X...X un) = anln(uk) =
k=1

Exercice n°27
1) f est quotient de deux fonctions dérivables sur xER"", dont le dénominateur ne s’annule pas sur R*", donc pour

tout xER™, f(x)= u(x) avec u(x)=Inx=u'(x)=— et v(x)=x=v'(x)=1,

v(x)

1
done | f'(x) = u'(x)v(x) —u(x)v'(x) _ xxx_lj’(x)“ RELE)

(v()) > >

2) Pour tout xER*", x* >0, donc f'(x) aura le méme signe que 1-In(x) .

= | =

Ainsi f'(x)=0@1—ln(x)=0©ln(x)=1©x=e, et f'(x)>O©l—ln(x)>0©ln(x)<1©x<e. On peut

ainsi conclure que [f est strictement croissante sur }O; e} , et strictement décroissante sur [e; +OO[

3) Une équation de la tangente 2 Cf au point d’abscisse 1 est donnée par y= f' (1) (x— 1)+f (1) e ostadice
y=1(x=1)+0, c’est-a-dire[y = x-1|

4) En remarquant que I’écriture de f est f(x)=lxln(x), donc de la forme f(x)=u'(x)xu(x) avec
X

u (x) = ln(x) ,on en déduit qu’une primitive de f sur R*" est|F (x) = %[u ()c):l2 = %(ln x)2

5) La fonction G est la primitive sur R*", de la fonction f , qui s’annule en 1. Ainsi, pour tout xER*", G'(x) =f (x) .
Etudions le signe de f (x) sur R*, qui est le méme que celui de Inx (car xER" < x>0), donc

f(x)<0©0<x<1 et f(x)>0©x>1. Ainsi G'(x)<0<:>0<x<1 et G'(x)>0©x>1, donc

strictement décroissante sur }0;1} et strictement croissante sur [1; +00[ )

Guesmi.B
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Exercice n°28

=

1) Pour tout x>0, S = —[lnx - %J = l)cln X - % .Or limxInx=0 (limite connue dite « de croissance comparée »), et

X 2 x—>

.3 . . .
lim>X =0. Par somme, on en conclut que lim fx) =0 . Puisque f(0)=0, on peut donc réécrire le résultat précédent sous la

x—=0 4 =0 x

forme limw

0 =0, ce qui démontre que f est dérivable en 0 et ,que f' (O) =0
x—0 X -

2
2) Pour tout x>0, f’(x)=x(lnx—%j+%(l)=xlnx—%x+%x=xlnx—x=x(lnx—1). Puisque x>0, f’(x) est du
X

signe de Inx-1. Ainsi f’(x)>0©lnx—1>0©lnx>1©x>e

f est donc strictement décroissante sur ]O;e] et strictement croissante sur [e; +00[ .

2
De plus, lim Inx - % =40 et lim 2 = 400 ,donc par produit lim f (x) = 400

X—> 400 X—>+00 2 X—>+0

2 2 2
3) On calcule f (e) = %(ln(e) - %) = %(1 - %) = —% <0. Sur I'intervalle [e; +00[ fest continue et strictement croissante. De

plus f (e)<0 et lim f (x) = +oo . Puisque OE[ f(e); lim f (x)[, le théoreme des valeurs intermédiaires nous permet

X—>+0©

d’affirmer 1’existence et I’'unicité de la solution de I’équation f(x) =0, sur [e; +00[

4) L’équation de T est |y = f'(l)(x—l)+f(l) D’apres les calculs des questions précédentes, f’(l) =1x(ln(1)—l)= -1 et

2
1
f(l) = l?(ln(l) —%j = —% .L’équation de T est donc y = —(x - 1) —% ,C’est-a-dire [y = —x +Z

5) Courbe représentative \

e e 9
6) a) Pour calculer I(ﬂ)=J.f(x)dx=J‘x—[lnx—§de, on doit
) A 2 2 ©
effectuer une intégration par parties -
i
3 1 x2 x3 f f f T T T }
On pose u(x)=Inx-==u'(x)=— et V(x)="—=v(x)=—, o
pose u(x)=tnx—2 = (x) =L et v(x) =L 2 (x)=2

fonctions toutes deux continiment dérivables sur tout intervalle de la
forme }i;e} (avec A >0). Le calcul devient alors :

e e 2
1(2) = [ f(x)ax = I%(lnx—%)dx
A A

e A /SRR R VAR § VR
-————hAl+———+—=-"—"+ -—Ini
12 6 4 18 18 36 36 6
3
b) Puisque limAlnA =0 et limﬂﬂ,3 =0 , on en déduit, par somme, que limI(A)= 3
A—0 1-036 A=0 36

¢) Puisque pour tout xE}O;e} , f(x)<0, I'intégrale I (/l) = _[ f(x)dx représente, en unité d’aires, I’opposé de 1’aire du plan
2

délimitée par la courbe (C), I’axe des abscisses, et les droites d’équations respectives x =4 et x=e.

Si on fait tendre A vers 0, on peut donc affirmer que |l’aire du plan délimitée par la courbe (C), I’axe des abscisses, et les
. , . . e

droites d’équations respectives x =0 et x =e vaut 36
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Exercice n°29

1) f est définie pour toutes les valeurs de x telles que |x| >0, c’est-a-dire |D = }—00;0[ U }0;+00[ . L’ensemble de définition

de f étant symétrique par rapport a zéro, pour tout xED , —xED et f(—x) = —xln(|—x|) = —xln(|x|) = —f(x) donc

mpaird)

Puisque lim |x| = +00 , et puisque lim ln(u) = +o0 , alors en posant u = |x

X—> 40 U—>+0

,on obtient lim In (|x|) = +00 , puis par produit

X—+%

lim xln(|x|)=+oo, c’est-a-dire | lim f(x)=+%| De la méme maniére, puisque lim |x|=+00, on obtient
X—>—0

X—>+0 X—>+0

lim 1n(|x|) = +00 , donc par produit lim xln(|x|) = -, c’est-a-dire lierf(x) =—00|,

X— -0 — —00

Enfin, 1im|x| =0", et puisque 1im1n(u) =—o0 , on en déduit, en posant u = |x| , que limln(|x|) = -0, Puisque limx =0,
x—0 3:00 x—>0 x—0

on obtient alors une forme indéterminée « 0 x —co ». Pour la résorber, deux solutions s’offrent a nous :

- ou on applique la régle de croissance comparée : limxln(|x|) =0 et limxln(|x|) =0 car toute fonction polyndmiale
-0 -0
§>0 ))g<0

« I’emporte » sur la fonction logarithme népérien

- ou on distingue deux cas (ce que nous aurons a faire tot ou tard !) :

Si x>0, |x| =x donc f(x)=xIn(x) et alors lilréf(x) = liir(l)xln(x) = 0| (limite bien connue, elle aussi de « croissance
x>0 x>0

comparée »)
Si x<0, |x|=—x donc f(x)=xln(—x)=—(—x)ln(—x). En posant u#=-x, on se retrouve a examiner la limite

lin(l)— uln(u) qui est identique a la précédente. Ainsi lin(l)— (—x)ln(—x) =0 c’est-a-dire hﬁ% f (x) =0]|.
u>0 x<0 x<0

Sur }—00;0[ et }O; +00[ ,f est dérivable en tant que composée et produit de fonctions qui le sont.

Pour tout xE}—OO;O[ , puisque f (x) = xln(—x) , on en déduit, par applications successives des formules de dérivation

!

(uxv)’ =u' xv+uxv et (ln(u))’ L , que f'(x)=1xln(—x)+xx -1 =ln(—x)+1
u -X

Pour tout x6}0;+00[,puisque f(x)=x1n(x),0nendéduitque f'(x)=1xln(x)+xxl=1n(x)+l
X

2) Puisque pour tout x6}0;+00[ , f’(x) =1n(x) +1,on résout : f’(l) =0 ln(l) ——leA=¢" =l
e
1

Puisque 2,5=<e=<3 , l < l <—— . Comme l =>0,3 et L =0,4, on trouve I’encadrement annoncé.
3 e 2,5 3 2,5
3) Pour tout xE}O; +00[ , f/(x) >0 <= 1n(x) >-1< x> A. Ainsi, la fonction f est strictement décroissante sur }O;A[ et
1 1 1 1
strictement croissante sur M;+00[ ,d’ou le tableau de variations (avec f (ﬂ.) = Mn(ﬂ,) =—In (—] =—x (—1) =-—)
e e) e e
X ] A +o
Fall x) — 0 +
r@ e
X 1
: ~y LA
2

4) On effectue une intégration par parties sur ’intervalle [1;x} ,avec x>1: G(x) = J. g(tydt = jl x In(t)dt
1 1

' l 2 . <A L .
En notant u(t)=In(t)=>u'(t)=— et v'(t) =1=v(t) =t , fonctions toutes les deux continfiment dérivables sur [l;x} , on
t

obtient G(x) =[u(w(®)]; - [u'@v(@)dr =[1n] - | %xtdt = xInx—-IxIn()=[r] = xInx-x+1

1 1
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La fonction G définie sur [1; +00[ par ‘G(x) = xInx - x+1]| est donc la primitive de la fonction g définie par g(x)=Inx,

qui s’annule en 1. Mais puisque toutes les primitives de la fonction g sont définies « a une constante pres » ; la fonction

x —> xIn x — x| est aussi une primitive de g.
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