Correction contrdle n°1 de spécialité Mathématiques

Exercice 1

En septembre 2021, une entreprise a fait le choix de développer le télétravail.

Elle propose alors a ses 12 000 collaborateurs en Finlande de choisir entre le télétravail et le travail au sein des locaux de I'entreprise.

En septembre 2021, seuls 800 d’entre eux ont choisi le télétravail.

Chague mois, depuis la mise en place de cette mesure, les dirigeants de I'entreprise constatent que 78% de ceux qui avaient choisi le

télétravail le mois précédent choisissent de continuer, et que, chaque mois, 1100 collaborateurs supplémentaires choisissent le

télétravail.

On modélise le nombre de collaborateurs de cette entreprise en télétravail par une suite notée (u,,).

Le terme u,, désigne ainsi une estimation du nombre de collaborateurs en télétravail le n-ieme mois apres le mois de septembre 2021.

Ainsi uy = 800.

Partie A

1. uy =uyx0,78+ 1100 = 1724.
78% des collaborateurs choisissent de conserver le travail ce qui correspond a une multiplication par 0,78 du nombre
de salariés le mois précédent et en plus 1100 nouveaux collaborateurs choisissent le travail chague mois donc u, 1 =
0,78u, + 1100.

2. On considére la suite (v,,) définie pour tout entier naturel n par : v,, = u, — 5000.
a. Démontrer que la suite (v,,) est géométrique de raison 0,78.
Soitn €N, v,,1 = up,1 — 5000 = 0,78u,, + 1100 — 5000 = 0,78v,, — 3900
Or v, = u, — 5000 donc u,, = v, + 5000.
Dol v,41 = 0,78(v, + 5000) — 3900 = 0,78v,, + 3900 — 3900 = 0,78v,
Donc (v,,) est une suite géométrique de raison 0,78 et de premier terme vy = uy — 5000 = —4200.
b. Soitn€N,v, =v, x0,78" = —4200 x 0,78"
Soitn € N, u,, = v, + 50000 = 5000 — 4200 x 0,78™.

3. a. Alaide de la calculatrice, on trouve que us = 3787 < 4000 et ug = 4054 > 4000
Donc le plus petit entier naturel n pour lequel u,, > 4000 estn = 6
Cela signifie qu’a partir du 6™ mois, soit a partir de mars 2022, il y aura plus de 4000 collaborateurs qui pratiqueront le
télétravail.

Partie B
Afin d'apprécier les conséquences de cette mesure, I'entreprise est parvenue a modéliser le nombre de salariés satisfaits par ce
dispositif a I'aide d’une suite (a,,) définie par a; = 1 et, pour tout entier naturel n:
6a, +3
An+1 = Tn T4
Ou a,, désigne le nombre de milliers de collaborateurs satisfaits par cette nouvelle mesure au bout de n mois apres le mois de
septembre 2021.

1. Démontrer que la fonction f définie et dérivable sur [0; +oo[ par f(x) = % est strictement croissante sur [0; +oo[
f est dérivable sur [0; +oo[ etona f = %ou u(x) =6x+3et v(x) =x+4

ulx)=6¢etv'(x)=1
, uv—vu
f = T
. p _ 6(x+4)-1x(6x+3) _ 24-3 21
Donc pour tout x € [0; oo, f'(x) = D)7 = G = e
f'(x) > 0 pour tout x € [0;+o[,donc f est strictement croissante sur [0; +oo[

2. a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier natureln: 0 < a,, < ap41 < 3.
Soitn € N. On note P(n) : «0 < a, < a,4+1 < 3 » la proposition au rang n.
e Initialisation : Sin = 0 :
D'unepartag =1
Dautre parta; = f(ag) = f(1) = g = g donc 0 < ag < a; < 3 donc P(0) est vraie.
e Hérédité : On suppose qu’il existe un entier naturel k tel que P(k) est vraie (ie 0 < ay < ag4q1 < 3).
On veut montrer qu’alors P(k + 1) est vraie (ie 0 < @41 < Q42 < 3).
D’aprées I'hypothese de récurrence, 0 < aj < agyq < 3.
Et, par définition de la suite (ay,), ar+1 = f(ax) etagy, = f(a).
Or la fonction f est strictement croissante sur I'intervalle [0; +oo[ donc :
0<ar<ags1 3= f(0) < flax) < flax+1) = F(3)




3
Donc ' S Apeq S Apyp <3

3

De plus, 0 < Zdonc 0<apys <ag, <3

Donc P(k + 1) est vraie si P(k) l'est.

* Conclusion : P(0) est vraie et P est héréditaire donc, pour tout entier natureln, 0 < a, < a,41 < 3.

b. On en déduit que la suite (a,) est croissante et bornée
c. Cela signifie que le nombre de collaborateurs satisfaits du dispositif augmente au fil des mois et que ce nombre sera
compris entre 1000 et 3000 collaborateurs

Exercice 2

Affirmation 1 : Toute suite croissante est minorée.
Vrai : tout suite croissante est minorée par son premier terme.
En effet, pourtoutn € IN,uy < uqy < - < Uy < Upyyq < ---doncpourtoutn € IN ug < uy,

Affirmation 2 : Toute suite bornée est monotone.
Faux: Soitn € N, u,, = (—1)™. La suite (u,) est bornée mais non monotone.
Exercice 3 :
On donne la représentation graphique d’une fonction f définie et dérivable sur I'intervalle [—6; 6] dans un repére

orthonormé. La droite (T) tracée est tangente a la courbe représentative de f.

1. Vrai ou faux ? Justifier soigneusement votre réponse. Une réponse

non justifiée n‘apporte aucun point.
Affirmation 1 : Faux car la tangente a la représentation
\&

graphique de f au point d’abscisse 2 est paralléle a I'axe des abscisses

donc f'(2) = 0.

Affirmation 2 : f'(4) < 0 Vrai sur [2; 6] f est strictement
décroissante et 4 € [2; 6] donc f'(4) < 0.

2. f'(—4) est le coefficient directeur de la tangente a la représentation graphique de f au point d’abscisse —4, c’est-a-

. A 3 - . .
dire de T donc f'(—4) = A—y == donc I'affirmation est vraie.
X

Exercice 4 :
1. Soit f la fonction définie et dérivable sur R par f(x) = (—%x2 + 7x — 4)3
f=u"ot|n=3etu:x—>—%x2+7x—4
f est dérivable sur Ret f' = nu'u™!

2
Donc pour tout réel x, f'(x) =3 X (—x + 7) X (—%x2 + 7x — 4)

2

Pour tout réel x on a (—%xz + 7x — 4) > 0et 3 > 0donc f'(x) est du signe de —x + 7 sur R.
—x+7=0x=7 etm=1>0donc:

Donc f'(x) = 0sur] —oo; 7] et f'(x) < 0sur[7;+oof

Conclusion : La fonction f est croissante sur |—oo; 7] et décroissante sur [7; +oo[. Elle admet doncen x = 7 un

3
maximum égal a f(7) = (—% X72+7x7— 4) = 20,53 = 8615,125

2. On considere la fonction g définie sur R par g(x) = e**~5% On note €, sa courbe représentative.
a.g=e%olurx ~ x?—5x
* u est définie sur R donc g aussi. Lensemble de définition de g est donc R.
* u est dérivable sur R donc g est dérivable sur Ret g’ = u'e®.
Soitx € R: u(x) = x?> —5x donc w'(x) =2x — 5
Donc: g'(x) = (2x — 5) X ¥’ ~5*
pour tout réel x, g'(x) = (2x — 5) exz—Sx‘ :

Ainsi,




. - 5
b. Pour tout réel x, e*”~5% % 0 donc : gx)=02x-5=0x= -~
On en déduit que la représentation graphique de g admet exactement une tangente parallele a 'axe des abscisses,
s .5
au point d’abscisse >



