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On considère la suite (𝑣𝑛) définie par 𝑣0 = 3 et, pour tout entier naturel 𝑛, 𝑣𝑛+1 = 𝑣𝑛 + 2𝑛 − 1. 

1. Calculons les trois premiers termes de la suite (𝑣𝑛) :  

𝑣0 = 3  𝑣1 = 𝑣0 + 2 × 0 − 1 = 3 − 1 = 2 𝑣2 = 𝑣1 + 2 × 1 − 1 = 2 + 2 − 1 = 3 

𝑣1 − 𝑣0 ≠ 𝑣2 − 𝑣1 donc (𝑣𝑛) n’est pas arithmétique ;  
𝑣1

𝑣0
≠

𝑣2

𝑣1
 donc (𝑣𝑛) n’est pas géométrique 

On considère la suite (𝑤𝑛) définie pour tout entier naturel 𝑛 : 𝑤𝑛 = 𝑣𝑛 − 𝑛². 

2. a. 𝑤0 = 𝑣0 − 02 = 3  𝑤1 = 𝑣1 − 12 = 2 − 1 = 1  𝑤2 = 𝑣2 − 22 = 3 − 4 = −1 

 b. Soit 𝑛 ∈ ℕ :  

𝑤𝑛+1 − 𝑤𝑛 = (𝑣𝑛+1 − (𝑛 + 1)2) − (𝑣𝑛 − 𝑛2) 

= (𝑣𝑛 + 2𝑛 − 1 − (𝑛2 + 2𝑛 + 1)) − 𝑣𝑛 + 𝑛2 

= 𝑣𝑛 + 2𝑛 − 1 − 𝑛2 − 2𝑛 − 1 − 𝑣𝑛 + 𝑛2 

= −2 

Conclusion : Pour tout entier naturel 𝑛 on a : 𝑤𝑛+1 − 𝑤𝑛 = −2 

On en déduit que la suite (𝑤𝑛) est arithmétique de raison 𝑟 = −2 et de premier terme 𝑤0 = 3. 

 c. Ainsi, pour tout entier naturel 𝑛 : 𝑤𝑛 = 𝑤0 + 𝑟 × 𝑛 = 3 − 2𝑛 . 

On en déduit que, pour tout entier naturel 𝑛, 𝑣𝑛 = 𝑤𝑛 + 𝑛2 = 𝑛2 − 2𝑛 + 3 

3. Soit 𝑛 ∈ ℕ : 𝑆𝑛 est la somme des (𝑛 + 1) premiers termes de la suite arithmétique (𝑤𝑛)  

 Rappel : La somme de successifs d’une suite arithmétique est donnée par : (𝑛𝑏 𝑑𝑒 𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒𝑠) ×
1𝑒𝑟 𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒+𝑑𝑒𝑟𝑛𝑖𝑒𝑟 𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒
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donc : 

𝑆𝑛 = (𝑛 + 1) ×
𝑤0 + 𝑤𝑛

2
= (𝑛 + 1) ×

3 + 3 − 2𝑛

2
= (𝑛 + 1) ×

6 − 2𝑛

2
= (𝑛 + 1)(3 − 𝑛) 

4.  a. Soit 𝑛 ∈ ℕ : on note 𝑆𝑛
′ = 12 + 22 + 32 + ⋯ + 𝑛2. 

Si 𝑛 = 0 : 𝑆𝑛
′ = 0 et 

𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
=

0(0+1)(2×0+1)

6
= 0 donc 𝑆𝑛

′ =
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
 si 𝑛 = 0 

Si 𝑛 = 1 : 𝑆𝑛
′ = 02 + 12 = 1 et 

𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
=

1(1+1)(2×1+1)

6
=

6

6
= 1 donc 𝑆𝑛

′ =
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
 si 𝑛 = 1 

Si 𝑛 = 2 : 𝑆𝑛
′ = 12 + 22 = 5 et 

𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
=

2(2+1)(2×2+1)

6
=

6×5

6
= 5 donc 𝑆𝑛

′ =
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
 si 𝑛 = 2 

Ainsi, l’égalité est vraie pour 𝑛 ∈ {0; 1; 2}. 

Remarque : Vous avez démontré dans le travail de groupes du mardi 16/09, par récurrence, que cette égalité est vraie pour 

tout entier naturel 𝒏. 

 b. Pour tout entier naturel 𝑛 on a : 𝑤𝑛 = 𝑣𝑛 − 𝑛2 donc 𝑣𝑛 = 𝑤𝑛 + 𝑛2 . 

Soit 𝑛 ∈ ℕ :  𝑣0 + 𝑣1 + 𝑣2 + ⋯ + 𝑣𝑛 = 𝑤0 + 02 + 𝑤1 + 12 + 𝑤2 + 22 + ⋯ + 𝑤𝑛 + 𝑛2 

= 𝑤0 + 𝑤1 + ⋯ + 𝑤𝑛 + 02 + 12 + ⋯ + 𝑛2 

= 𝑆𝑛 + 𝑆𝑛
′  

= (𝑛 + 1)(3 − 𝑛) +
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
 

= (𝑛 + 1) (3 − 𝑛 +
𝑛(2𝑛 + 1)

6
) 

= (𝑛 + 1) (
18 − 6𝑛 + 2𝑛2 + 𝑛

6
) 

= (𝑛 + 1) (
2𝑛2 − 5𝑛 + 18

6
) 

 


