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Exercice 1
Un biologiste souhaite étudier 1’évolution de la population d’une espece animale dans une réserve.

Partie A : un premier modeéle

Dans une premicre approche, le biologiste estime que la population croit de 5% par an.

1. Augmenter de 5%, c’est multiplier par 1+ % 1,05 la suite (vy,) est donc géométrique de premier terme
vg = 12 et de raison g = 1, 05.
Dongc, pour tout n, on a : v, = vg X ¢"* = 12 x 1,05".
2. 1l faut regarder si ce modele permet de limiter la population a 60 000 individus.
1.05 > 1 donc lim 1.05" = +o00; de plus, vg > 0; donc hm Uy = 00

n—-+o00
Donc la population dépassera 60000 individus & partir d un certaln rang.

Ce modele ne répond donc pas aux contraintes du milieu naturel.
Partie B : un second modéele

Le biologiste modélise ensuite I’évolution annuelle de la population par une suite (u,) définie par

—|—1 1lu,.

ug = 12 et, pour tout entier naturel n, u,11 = 605 U,

1,1
1. On considére la fonction g définie sur R par g(z) = ———x? + 1, 1.

605
(a) La fonction g est une fonction polynéme donc dérivable sur R. Vo € R, ¢'(z) = _665 x2x+1,1=
221
——zx
605 | 2, 2 1,1 x 605
! ,1 X
_ 2
g (x) 605 sl = 53 >z <= <3025

Donc ¢'(x) > 0 sur [0 ; 60] donc g est croissante sur [0 ; 60].
(b) On résout dans R l’équation g(z) =z :

L1 L1 <—£x—|—0 1> 0
605 605 605
605
605 = 505 11
< r=0o0ux =55 Donc S = {0;55}

g(z) ==z

2. On remarquera que u,+1 = g (uy).
(a) w1 = g(uo) = g(12) ~ 12,938
Avec ce modele, on peut estimer la population a 12938 individus en 2024.

(b) Soit P, la propriété 0 < u, < upy1 < 55.

e Initialisation
Pour n =0, up = 12, u; ~ 12.938 donc 0 < ug < up < 55 donc la propriété est vraie au rang 0.
o Hérédité
Soit k € N tel que Py, est vraie, c’est-a-dire que 0 < ug < ug41 < H5.
< g(uk+1) < g(55).
g9(0) = 0 et g(55) = 55; de plus,

Or la fonction g est croissante sur [0 ; 60] donc g(0) < ( k)
Les nombres 0 et 55 sont solutions de 1’équation g(x) = x donc
9(ur) = upr1 et g(ups1) = Upya-
Donc 0 < ug41 < ugy2 < 555 donc Py est vraie

» Conclusion

La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire a partir de ce rang; d’apres le principe de
récurrence, elle est vraie pour tout n € N.

(c) La suite (uy,) est croissante et majorée par 55 donc la suite (uy,) est convergente. Notons ¢ sa limite.
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(d) nll)rfoo u, = ¢ donc nll)rfoo Upy1 = L.

De plus, g étant dérivable sur R, elle est continue sur R donc en /.
Donc nll)rfoog(un) = g(¢), c’est-a-dire nll)rfoo Unt1 = g(£).
Par unicité de la limite, g(¢) = ¢.
Donc d’apres 1b), £ = 0 ou £ = 55
Or la suite (u,) est croissante et up = 12 donc la limite ¢ de la suite est supérieure ou égale a 12.
On en déduit donc que ¢ = 55 ce qui signifie que, selon ce modele, la population va tendre vers 55000
individus.

3. Le biologiste souhaite déterminer le nombre d’années au bout duquel la population dépassera les 50000

individus avec ce second modele.
(a) Comme la limite de (u,) est 55, il existe un rang p a partir duquel n > p implique u,, > 50.

(b) On complete I'algorithme afin qu’il affiche en sortie le plus petit entier r tel que u, > 50 :

n=>0

u =12

while u <=50:
u=—1.1/605"u""2+ 1.1%u
n=n+1

print(n)

Exercice 2

Partie A

1
On considéere la fonction f définie sur R par f(z) = (x + 5) e " 4.

1. On détermine les limites de f en —oo et en +oo.
e Limite en —o0

1
lim e®=0" donc lim — = +oo clest-d-dire lim e % = +o00

T——00 r——o00 et T——00
m_(a+3)
Iim (z+ =] =—-00
T=r—00 2 lim (x + —) e ¥ =—00
lim e =+o0 T 2 donc lim f(z)=—o0
T——00 T——00
im z=-
T—r—00
e Limite en +o00
1
fl)=ze ™+ 56733 + x.
1
lim e = +oodonc lim — =0 cest-a-dire lim e * =0
T—r—400 z—+4o00 et T—~400
. e’ . T . e
lim — =+ocodonc lim — =0donc lim ze * =0.
r—+oo I r—+oo el r—+00

lim ze =0
Tr——400

1 _e % = 1 =

lim ==+
Tr——400

2. On admet que f est deux fois dérivable sur R.
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1
(a) Pour tout x de R, f(x) = (3: + 5) e ¥ 4+ x donc

1 1
flz)=1x e ™+ (w+§) X (-1)e " +1= (—x+§) e “+1, et donc

1
ffx)=—-1x e *+ (—x + 5) X (=1)e * = <:c - —) e "
(b) Le signe de f” donne les variations de f'.

Pour tout z, e > 0 donc f”(z) est du signe de <£U - —).

3
e Sizx < 2 f"(z) < 0 donc f est décroissante ;

3
o Sixz> 2’ f"(z) > 0 donc f’ est croissante;
—— 3 L .
. Slx—i,f (x)=0

3
donc f’ admet un minimum égal a f’ (5) = (—

(c) La fonction f’ admet pour minimum

3
f (5) —1-ec 3~ 0,78 > 0; donc pour tout = € R, f/'(x) > 0.

(d) e La fonction f est dérivable sur R donc continue sur R.

o Pour tout réel x, f'(z) > 0 donc la fonction f est strictement croissante sur R.
e lim f(z)=-o00

r—r—00
o Jlim flz) = oo

Donc, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation f(z) = 0 admet une
solution unique dans R.

(e) On appelle a la solution de I’équation f(x) = 0.
f(=0,286) ~ —0,001 < 0
f(—0,285) ~ 0,0009 > 0

Donc —0, 285 est une valeur approchée & 1072 de la solution de I’équation flx)=0.

} donc a € [—0,286; —0,285}

Partie B

On considere une fonction h, définie et dérivable sur R, ayant une expression de la forme

h(z) = (ax +b)e”* 4+ x, ol a et b sont deux réels.
Dans un repere orthonormé ci-apres figurent :

e la courbe représentative Cj, de la fonction h ;

o les points A et B de coordonnées respectives (=2 ; —2,5) et (2 ; 3,5).
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3 3
1. Ve e R, h'(z) = -3 e " +xe = (x - 5) e .
3
Vz € R, e >0, donc h”’(z) est du signe de x — —.

2
h"(x) s’annule en changeant de signe en 1,5.

Donc la courbe représentative de la fonction A admet un unique point d’inflexion d’abscisse 1, 5.
—
2. Méthode 1 : M € (AB) <= AM et AB sont colinéaires
= det(AM,@) =0

<= 3r—-2y+1=0
Donc la droite (AB) a pour équation : 3z — 2y + 1 = 0.
— 3 3
Méthode 2 : (AB) : y =mz +poum = Y8~ YA _ —:;donc (AB) :y=—x+0p
5 IB — TA . 2 2
A(—2;—2.5) € (AB) donc p = —2.5 — 3 X (-2) = 5
Donc la droite (AB) a pour équation : y = 1,5z + 0, 5.

3. La droite (AB) est tangente a la courbe représentative de la fonction h au point d’abscisse 0,
donc B'(0) = 1,5.
W(z)=ax e ™+ (ax+b)x (—1)e " +1=(—ar+a—b)e *+1
R(0)=1,5 < (a—b)e’+1=1,5 <= a—b=0,5
La droite (AB) coupe l'axe des ordonnées au point d’ordonnée 0,5 donc h(0) = 0, 5.
h(0)=0,5 < (04+b)e’4+0=0,5 < b=0,5
Comme a — b = 0,5, on en déduit que a = 1.
Donc h(z) = (x +0,5) e " +x = f(z).

Exercice 3

1 —4
1. AB 1 ot CD —4 | sont colinéaires (C? = —4@).
-2 8

Donc (AB) et (CD) sont paralleéles donc coplanaires. Réponse A.

2. Pour t = —2, on trouve les coordonnées de N. Donc réponse B.

— —
3. M(z; y; z) € (AB) s'il existe t € R tel que AM =1t AB soit :
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r—1=1xt r = 1+t
y—0=1xt ,teR < y = t ,teR.
z2—2 = —2xt z = 2—2t

En posant £ =1 — u, on obtient :
T =2—-u
M(z;y; 2)€(AB) <= { y = 1 —u ,u € R. Donc réponse B.
z = 2u
En faisant apparaitre le point A dans chaque vecteur (Chasles), on obtient :
— — — — — — —
OA+ AE =30A —0OA —AB—-—0OA — AC < AE = —AB — AC :le vecteur AE est une combinaison

—
linéaire des vecteurs AB et AC, ces trois vecteurs sont donc coplanaires. Donc réponse A.

1 2

. ﬁ 1 |.Deplus, @ 1 est un vecteur directeur de A.

-2 -1

Donc 1@ et W ne sont pas colinéaires.
Cela exclut les réponses A et B.

142t =2—u
Cherchons s’il existe u,t € R tels que { —24+¢t =1—w
4—-t = 2u
142t =2—-u 1+2t=2—-u u=1
24t=1—u << 2 =14u << t =0 Donc le systeme est incompatible.
4—-t = 2u 4—-t = 2u t =2

Donc (AB) et A ne sont pas sécantes, elles sont donc non coplanaires. Réponse D

Exercice 4

Partie A

1.

2.

Puisque I'individu est choisi dans la population francaise, on suppose qu’il y a une situation d’équiprobabilité
et que les proportions sont assimilables a des probabilités.
Comme 5,7 % des adultes avaient déja été infectés, d’apres I’étude du Lancet, la probabilité que I'individu
choisi ait déja été infecté est de P(I) = 0,057.
(a) — On a une épreuve de Bernoulli, dont le succes : « l'individu choisi a déja été infecté », a une
probabilité p = 0,057 ;
— Cette épreuve est répétée N = 100 fois, de fagon identique et indépendante (car le prélevement
des 100 individus est assimilé & un tirage avec remise) ;
— X est une variable aléatoire qui compte le nombre de succes parmi ces répétitions.
Avec ces éléments, on peut affirmer que X suit la loi binomiale de parametres N = 100 et p = 0, 057.
Remarque : le paramétre donnant le nombre de répétitions est souvent noté n, plutét que IV, mais dans
la question 2. e., un entier n est introduit, donc pour éviter le conflit de notation, on utilise IV ici.
(b) Puisque X suit une loi binomiale, on a: FE(X) =N xp =100 x 0,057 = 5,7. On en déduit que dans
un échantillon de 100 personnes adultes choisies au sein de la population francaise le 11 mai 2020, en
moyenne, 5,7 d’entre eux avaient déja été infectés par la COVID 19.
(c) La probabilité demandée est celle de I’évenement {X = 0}.
Pour les variables aléatoires régies par la loi binomiale, on a (pour k entier naturel inférieur a n) :

P(X =k)= (f) x pk x (1 —p)N=F.

100
On a donc, ici :  P(X =0) = < 0 ) x 0,057° x 0,943'00 = 0, 94319 ~ 0, 0028.

5
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(d) La probabilité qu’au moins deux personnes de I’échantillon aient été préalablement infectées est de :
PX>2)=1-P(X>2)=1-PX <1)=1-PX =0)— P(X =1). (Certains modeles de
calculatrices n’ont pas besoin de ce calcul).

A la calculatrice, on obtient :  P(X > 2) ~ 0,9801.

(e) Par exploration a la calculatrice, on constate que pour n < 8, on a une probabilité inférieure ou égale

a 0,9, avec P(X < 8) ~0,8829 et P(X <9) ~ 0,9408.

L’entier cherché est 9.

Cela signifie que dans un échantillon de cent adultes choisis dans la population frangaise le 11 mai 2020,
il y a plus de neuf chances sur dix que le nombre d’entre eux préalablement infectés par la COVID 19
est inférieur ou égal a 9.

Partie B

1. L’événement I est I'événement déja utilisé dans la Partie A. On avait P(I) = 0,057.

— La description de la sensibilité nous fait comprendre qu’il s’agit de la probabilité conditionnelle :
PI (T) = 07 8 ;
— celle de la spécificité indique que est :  P;( T ) = 0,99.

Avec ces informations, on peut compléter ’arbre probabilisé :

0,8— T
I M
0,057/ <072\>T
T
0,943\_ 0,01 —
0,99‘7

2. Les évenements I et I partitionnent 1'univers, donc, d’apres la formule des probabilités totales :

P(T)=P(INT)+P(INT)=P)x P(T)+ PI) x Pr(T) = 0,057 x 0,8 + 0,943 x 0,01 = 0,055 03.
3. La question posée est de calculer :  Pr([).

D’apres la définition des probabilités conditionnelles :

P(I'nI) 0,057 x0,8 4560

Pril) = —p@ = To0s508 a0 - 56
Cela signifie qu'une personne dont le test est positif n’a qu'une probabilité de 0,828 6 (environ) d’avoir été
préalablement infectée par la COVID 19.

Partie C

Si le test est le méme, sa sensibilité et sa spécificité sont les mémes, ce qui change, c’est donc la probabilité d’avoir
été préalablement infecté. Cette probabilité n’est pas connue, notons la x.
On a donc ’arbre suivant :

Les éveénements I et I partitionnent toujours cet univers différent, donc, d’aprés la loi des probabilités totales :
P(T)=P(INT)+P(INT)=xx0,8+4 (1 —1z)x 0,01 =0,8c+ 0,01 — 0,01z = 0,79z + 0,01.

D’apres I'énoncé, 29,44 % des gens ont un test positif, donc la probabilité de choisir un individu dont le test est
positif est de 0,2944.

On a donc une double égalité, dont on déduit ’équation suivante : 0,79z + 0,01 = 0, 2944

0,79z +0,01 =0,2944 <= 0,79z = (,2844 La probabilité que la personne choisie ait été infectée

4
T = 06287494 est donc de 7900 — 0, 36.
9 8’ 44 Dans cet autre pays, la proportion de personnes préa-
T =900 lablement infectées est donc 36 %.



