Correction contrdole n°2 de spécialité Mathématiques

Exercice 1

1. Affirmation 1 : Soit f:x = V2x2 + 7. On admet que f est définie et dérivable sur R.

f est de laforme Vu ot u: x = 2x2% + 7

- . L _u'k) . 4x . 2x
f est dérivable sur IR et pour tout réel x : f'(x) = P Tals — 20aT — Vare

Ainsifr(-1) = =D =2 o 2

J2x(-D2+7 V9 3 o

Donc l'affirmation 1 est vraie

2. Ens’appuyant sur la figure ci-contre :
Affirmation 2 : g'(1) est le coefficient directeur de la tangente (d) donc g’ (1) = g = 3.
Laffirmation 1 est fausse.

Affirmation 3 : la tangente a Cy4 au point B traverse la courbe C; donc B est un point d'inflexion m——— A% l_; / —
de la courbe C,4 donc g"'(2) = 0 Laffirmation 2 est vraie. i /I m i . i . i’ .
g2 Vdl
3. Affirmation 4 : h’ est décroissante sur [—3; —2] puis croissante sur [—2; —1] donc la
fonction h est concave sur [—3; —2] et convexe sur [—2; —1]. L'affirmation 4 est fausse. 8 1
6 4

Affirmation 5 : La courbe ci-contre représente la fonction dérivée de h, notée h'. 4
Les variations de h'donne la convexité de la fonction h. En —2, h' change de variations donc @, 1
la dérivée seconde h"’ s'annule en changeant de signe donc I'affirmation 3 est vraie : [\ /. A

La représentation graphique de h admet un point d’inflexion en —2. -4 X 2 f1 1 2 3

P

Exercice 2 : Soit f une fonction définie sur R par f(x) = 5xe™*.
1. Etudier les variations de la fonction f sur R.
f =uXv ouu:x — 5x est dérivable sur IR et v: x = e™* est dérivable sur IR comme composée de la fonction
exponentielle avec une fonction affine dérivable sur IR.
wx)=5etv'(x)=—-e*
f'=uv+v'u
Pour tout réel x, f'(x) = 5e™* + (—e™ X 5x) = e (5 — 5x).
Pour tout réel x,e™ > 0 donc f'(x) est du signe de 5 — 5x
Ainsisur ] —o0; 1], f"'(x) = 0 donc f est croissante et sur [1; +oo[, f'(x) < 0 donc f est décroissante.

2. On admet que f est deux fois dérivable sur R et que, pour tout réel x, f''(x) = e ™*(—10 + 5x).

a. Etudier la convexité de la fonction f sur R.
Etudier la convexité de la fonction f sur R revient a étudier le signe de f"'(x). Or pour tout réel x,e™ > 0 donc f''(x)
est du signe de —10 + 5x. Ainsisur | — o0; 2], f''(x) < 0 donc f est concave et sur [2; +oo[, f'(x) = 0 donc f est
convexe.
b. D'aprés la question précédente, il n’y a que pour x = 2 que f"'(x) sannule en changeant de signe donc il n’y a qu’un
seul point d’inflexion d’abscisse égale a 2.

3.Soit T la tangente a ef au point d’abscisse 3.

a. Justifier que T a pour équation y = 5(9 — 2x)e~3 .
T a pour équationy = f'(3)(x —3) + f(3) = (5 —15)e 3(x — 3) + 15¢73
=e 3(—=10x + 30 + 15) = e~ 3(—10x + 45) = 5(—=2x + 9)e 3.

9-2x
xe3 '
est convexe sur ; TOO onc se situe entierement au-dessus de ses angentes sur ; TO0|. De plus,
t 2;+ d Cf t ti t d d t t 2;+ De pl 3 €

_ -3
[2; +00[ donc pour tout réel x € [2; +oo[ona:5xe™* > e 3x5(-2x+9) @ e™* > %

> (9—2x)
=  5¢3

b. Justifier que, pour tout réel x € [2; +o[ona:e™ >
carx >0

ee* care 3 =1/e3




Exercice 3 (5 points)
Soit (0; L7, E) un repére de l'espace. Soient A(1;0; 2), B(2;1;0), C(—1;2;2), D(2;2;3) et E(—2;2; 7) cing points.
1. a. Justifier que les points A, B et C définissent un plan.

1 -2

AB( 1 ) et AC( 2 ) (Xgp X Vag — Vap X Xzg = 1 X 2 — 1 X (=2) # 0 donc les coordonnées des vecteurs AB et AC ne sont
-2 0

pas proportionnelles, donc les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires et donc les points A, B et C définissent un plan.

b. Les points A, B, C et D sont-ils coplanaires ?
Regardons si les vecteurs AD, 4B et AC sont coplanaires& regardons s'il existe deux réels a et b tels que AD = a AB + bAC
1 3
1=-1-2p (p=-2

N . L l=a—-2b f 54

Soient a et b deuxréels: AD| 2 |doncAD = aAB +yAC &2 =a+2b & 2=—E+2b<:> b=Z )
1 1=-2a 1 1

a=—- [ ——

2 2

Le systéeme n’est pas compatible donc les vecteurs AD, AB et AC ne sont pas coplanaires. On en déduit que les points 4, B, C
et D ne sont pas coplanaires.
2. a. Vérifier queﬁ = —24B + AC.
-2%x1+(-2)=-4 —4
—2A_§+Z6( —2x14+2=0 >et575’< 0 >donc DE = —24B + AC.
—2%x(-2)+0=4 4
b. En déduire la position relative de la droite (DE) et du plan (ABC).

On déduit de la question précédente que les vecteurs ﬁ AB et AC sont coplanaires. Donc (DE) est strictement paralléle au
plan (ABC) ou incluse dans le plan. Comme de plus D & (ABC), on en déduit que (DE) est strictement paralléle au plan (ABC).

x=-1+6k
3. Soit d la droite dont une représentation paramétrique est { y=2—-3k otk eR
z=6-2k
a. Justifier que les droites d et (DE) ne sont pas paralleles.
6 _ (4
Un vecteur directeur de d est U (—3) et un vecteur directeur de (DE) est DE ( 0 )
-2 4

6 0 / — g . —
= * = donc les coordonnées des vecteurs i et DE ne sont pas proportionnelles, donc les vecteurs 1 et DE ne sont pas
colinéaires et donc les droites d et (DE) ne sont pas paralléles.

b. Donner une représentation paramétrique de la droite (DE).

—4
(DE) est la droite passant par le point D(2; 2; 3) et dont un vecteur directeur est DE( 0 ) donc une représentation
4
x=2-—4t
paramétrique de cette droite est : {y =2 out € R
z=3+4t

c. Montrer que ces droites sont en fait sécantes et déterminer les coordonnées de leur point d’intersection.
M(x;y;z) € d N (DE) & il existe deux réels t et k tels que :

3 3
2—4t=-1+6k (2—4t=-1 t=—-——-,=3
2=2-3k < k=0 S k=0 : le systéeme est compatible donc les droites sont sécantes.
3+4t=6-2k 3+4t=6 t=2
4

De plus, en remplacant k par 0 dans la représentation paramétrique donnée pour la droite d, on obtient que leur point d’intersection
est M(—1;2;6).

4. Soit d, la droite passant par C et paralléle a la droite d.

a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite d,.

6
d, est la droite passant par C et parallele a la droite d donc un de ses vecteurs directeurs est 17(—3). Une représentation
-2
x=—-146t
paramétrique de d, estdoncy y = 2 — 3t out ER
z=2-12t

b. Déterminer les coordonnées du point K de la droite d, ayant pour ordonnée 5.
Kedyet yy =5donc5b=2-3tedt=-3ot=-1

On peutdoncen déduireque xg = =1+ 6 X (—1) = —Tetzgy =2—-2X(—-1)=4
Ainsi K(—=7;5;4)



Exercice 4 (5 points)
Soit ABCD un tétraédre. On note I et K les milieux respectifs des segments [AB] et [CD].

On note G le milieu du segment [IK] et Q le point défini par QB =§ﬁ.
1. BG =Bl +1G =5BA+;IK =3BA+3(IB +BC + CK) = 3BA +3 (4B + BC +CD)
2 2 2 2 2 2\2 2
Donc BG =~BA —~BA +~BC +~CD =~BA+~BC +~CB +~BD =~BA+~BC —-2BC +2BD
2 4 2 4 4 2 4 4 4 2 4 4

Finalement, on obtient -BG = iﬁ + iB_D) + %ﬁ .

2. Lespace est rapporté au repére (B;B—C), BD, E‘l))
a. BG= lﬁ +lﬁ)) +l§4) donc G(l;l;l)
4 4 4 4’4" 4
A(0;0;1),B(0;0;0),€(1;0;0),D(0;1;0)

b. Calculer les coordonnées de (.

B(0; 0; 0) et K milieu de [CD] donc K (F&72; 2220, 262y donc K (353 0)
2

2 1
(xB—xnzg(xB—xK) (—xnzgx(_g) xg=§
— 2—= 2 2 1
QB =3KBdonc:ays =ya =305 —Y) @ Ya=3X(73) < {yq =1
ZB—ZQ=§(ZB—ZK) —ZQ=§X(O—O) Zq =10
11
Ainsi Q(g,g, 0)
x=2-t
c. Justifier qu’une représentation paramétrique de (AG) esty y =2 —t out R
z=-5+3t
x=2-t
Soit d la droite dont une représentation paramétrique esty y =2 —t out €ER
z=-5+4+3t

Pourt = 2,x = 0,y = Oet z = 1. On retrouve les coordonnées du point A donc A € d.

U N

-1
De plus, un vecteur directeur de la droite d est i (—1) et AG doncii = —4 AG

3

On en déduit que les droites d et (AG) sont paralléles.
Ainsi, d est paralléle a (AG) et A € d N (AG) donc d et (AG) sont confondues et donc la représentation paramétrique

donnée est bien une représentation de (AG).

3. Démontrer que Q € (AG).

1
E - 2 —t
Cherchons le parameétre t pour lequel on obtient les coordonnées de (0 pour cela résolvons le systeme : ¢ 1 _ 2 _ ¢
3
0=-5+3t
1 5
t=2-- (t=2
3 3
1 5 4 . . - : .
t=2-— 394t=35 en remplagant t par dans la représentation paramétrique, on obtient les coordonnées de Q2 donc
5
t =- t = E
3 3



