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Terminale spécialité Intégration — exercices corrigés

Solution n°1 :
Partie A

1
On consideére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n non nul par, u, = / (1 —t)"e" dt .
0

1. f : t+—— (at+b)el. f est dérivable sur [0 ; 1] comme produit de fonctions dérivables. f est une primitive
deg : t—— (1 —t)e sur[0; 1] si, et seulement si f/(t) =g(t), Vte[0; 1].
vte[0; 1], f'(t) = ael + (at + b)e! = (at + a + b)el.

i . a=-—1 a=-—1
Par identification, on a <=
a+b=1 b=2

Ainsi, | f(t) = (2 —t)e!, Vte[0; 1]

1 1
Do, u1:/0 (1—t)etdt:/0 £ dt = [f(t)}ozfu)—f(()):e—z

1
2. Pour tout entier naturel n non nul, up4q = / (1—t)"Het de .
0

On pose :

Oni1(t) = (1 —t)"* et 11 est dérivable sur [0 ; 1] comme produit et composée de fonctions dérivables,
i) =—=(n+1)(1—t)"e + (1 —t)" el sur [0; 1].
Par passage a l'intégrale,

1 1 1
/ QD;LJrl(t) dt = —(TL + 1)/ (1 — t)net dt + / (1 — t)nJrlet dt  par linéarité de I'intégrale
0 0 0

1
— [SDnJrl(t)] 0 —(n+ Dup + uny1

— 0-1=—(n+1)uy+ups1
<~  upt1=Mn+Du, -1

Ainsi, pour tout n non nul, up+1 = (n+ u, — 1 (R)

Partie B

Dans cette partie, on se propose d'étudier la suite (uy,).

1.Ona0<t<1l,doncl—t>20,(1—¢t)">0etl< e! < e car la fonction exponentielle est croissante sur
[0; 1].
Donc (1 —t)"e! > 0. Or I'intégrale d’'une fonction positive sur un intervalle [a ; b] avec a < b est positive
d'apres le théoréeme de la positivité. On en déduit que u, > 0 pour tout n non nul.

2. (a) Onavuque pourtout nnonnul, 0 <t <1l = e <e = (1-t)""<ex(l—1t)"car

(1—t)">0, Vtelo; 1].

(b) D’apres le théoreme de comparaison des intégrales sur [0 ; 1], on a

1 1 1
/ (1—t)"etdt < / e(1—t)"dt, pour tout n non nul. soit , u, < / e(1 —t)" dt, pour tout
0 0 0 n non nul.

e

1 1
/ el—t)'dt=| — —— x (1—t)"*+| =
0 n—l—l 0 n—l—l

. e
D'ou, wu, <——, pour tout n non nul.
n+1
3. On a donc démontré au 1. et au 2. b. que pour tout n non nul :
0< up < —
U .
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Par application du théoreme des « gendarmes », la limite de u,, au voisinage de +oc est égale a zéro. La suite
(uy) converge donc vers 0.

Solution n°2 : y4
Soit f la fonction définie sur R par : 4 o
4et 3+
)= —,
1) et +1
et sa courbe % représentée ci-contre.
Pour tout entier naturel non nul n, on pose :
In (n+1)
Up = / f(t) dt . | | [ >t | } } f f
n 2 -1 0071 2 3 4 5 6
In (n+1)
1. a) De maniere évidente, f est continue sur R et f(t) > 0,Vt € R. Ainsi, u,, = / f(t) dt représente
Inn

I'aire (en unités d’aire) du domaine situé entre la courbe %, I'axe des abscisses et les droites d’'équations
respectives x = Inn et x = In (n + 1).

b) Pour tout n > 1,

In (n+1) 4et In (n+1) 2
un:/ te dt = {4In ‘et—i—lu " = 4In ‘e'n(n+1)+1‘—4ln |e|””—|—1‘:4lnn+
Inn et +1 Inn n+1
2
Ainsi, pour tout n € N*, |u,, = 4In nt
n+1
. On pose pour tout n > 1,
n
Sp = Zuk
k=1
En utilisant la relation de Chasles,
n In (k+1) In2 In3 In (n+1) In (n+1)
S, :Z/ F(t) dt = f(t) dt + f(®) dt+---+/ f(®) dt:/ £(t) dt
k=1 Ink 0 In2 Inn 0

f est continue sur R et f(¢) > 0,Vt € R donc S,, représente I'aire ( en unités d'aire) du domaine situé entre
la courbe %, I'axe des abscisses et les droites d'équations respectives z = 0 et 2 = In (n + 1).

D'apres la question 1)b), S, = 4In 3 + 4In % +---+4In Z—ﬁ = 4In <g X é X - X %)

n—+2

D'ou, | S, = 4In 5

3. a) L'aire &/(n) (en unités d'aire) du domaine délimité par la courbe %, et les droites d'équations y =4, z =0

In (n+1)
etz =In(n+1)est (n) = /0 4 — F(8)] dt.

Maissur R, e < et +1 — <1 = f(t)<4

et +1
In (n+1)
D'otl, o (n) / (4— f(t) dt, ¥neN*
0

Par linéarité de I'intégrale,

In (n+1) In (n+1)
0 0 n+2

2 1
b) Un calcul simple donne nhm@% = 2 par quotient.

Comme lim4in X =4In2=1In16,0ona lim & (n) =In16 par composée.
X—2 n—-+00
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xr
Solution n°3 : Soit x un réel positif. On pose f(z) = /
1

1.

a.

t

t+1
On sait que la courbe représentative de la fonction exponentielle est toujours au-dessus de sa tangente en
0.Onadonce*>x+1, VxeR

Ainsi,

e >

2 t 2

€

On a f(2) = / P dt > / 1dt par comparaison d'intégrales en utilisant le résultat de la question précédente
1 1

Or,/121dt:[tﬁ:2—1:1.

Ainsi, £(2) > 1

. . ¢ P .
On sait que la fonction ¢t — t—ei—_l est définie et continue sur R™ comme quotient de fonctions continues avec un

dénominateur non nul.

La fonction f est donc la primitive définie sur R™ de la fonction x — qui s'annule en 1. Par définition

d’une primitive, f est dérivable et donc continue sur RT.

T

Puisque f(1) = 0, f(2) > 1 et f est continue sur RT, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il
existe au moins un réel ¢ € [1 ; 2] tel que f(c) =

quis'annuleen 1,0ona f'(z) = 2=, Va € RT.

Jr
f étant la primitive définie sur R™ de la fonction z — ol

oy
>0, VxeRT,cest-a-dire f'(x) >0, Vz € R*. On en déduit que f est (strictement)

e.’l/'
) z+1
croissante sur RT.

D'apres la question 1.a., pour tout réel ¢t > 1, > 1.

£
t+1
Pwsque x > 1, par comparaison d’ mtegrales (Ies bornes étant rangées dans |'ordre crmssant) on a

x et x
= dt > 1dt
fo = [ s [
or [Ma=[1] =a1
1 1

Donc, pour tout réel x > 1, f(z) >z — 1.

Comme |im (CC — 1) = +4+o00,0ona lim f(ac) = 400  par comparaison
T—r+00 T—r+00
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Solution n°4 :

1 1

. . p 1 ) "
Soit la suite u définie sur N par ug = / ———— dx et pour tout entier n > 1, u,, = /
0o V1+ 22 0

—dx
V1+ a2
1. a) Soit f la fonction définie sur [0 ; 1] par f(z) =In (x + V1 +x2>.
% f est dérivable sur [0 ; 1] comme composées de fonctions dérivables.

2

x

14—

) = — 2L
z+V1+ 2

1+\/1—|—562
z+V1+22
VitaZ+a
V1422
z+V1+a2
AW—FCEX 1
Vita? = z4tFa?
1
Vit
/! _ 1 .
Donc, f'(z) = Niwrh Ve l0; 1].
1 1
*uO:/O ﬁdx:/o f’(x)dx:[f(x)]lzf(l)—f(O):ln <1+\/§>—In1

ug = In <1+\/§>.

b) ulz/lde:/lledx: [ !
0 V1+ 22 0 2 V1422 2
u =v2—1.
2. a) * Prouvons que la suite u est décroissante :
Soit n > 0,

1 n+1 1 n
un+1—un:/x7dx—/ xidx
0o V1+ 22 0 V1+ax?

/1 anrl — " d
— ——— dX Linéarité de l'intégrale
o V1+4az?

Maissur [0; 1, 0< 2 <1 = 0< 2" < 2™ (on multiplie par 27) donc ™1 — 2™ <0

et vV1+ 22> 0.

$n+1 — 1 wnJrl — "
Ainsi, ———— < 0 sur O;l,d'oﬂ/idw§0
V14 a? 0 0 V1+a?

On a donc upy1 < up, Yn>0 (il est clair que ug = In (1 + \/5) > V2 —1=u).
La suite u est décroissante.

* ———— > 0 sur [0 ) 1] donc U > 0 d’aprés le théoreme de la positivité.

\/ﬁ > 0 sur [0 ; 1] pour tout n > 0 donc u,, = 0 pour tout n > 0 d'apres le théoreme de la positivité.
+x

On en déduit que la suite u est minorée par 0.

* La suite u est décroissante et minorée par 0. D'aprés le théoreme de convergence monotone, la suite u
converge vers une réel £.
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b) 0<z«<l1
e 0< 562 < 1  car la fonction carré est croissante sur R
— 1<1+2%<2
e 1<V1+ 2 < \/5 car la fonction racine-carrée est croissante sur Rt

1> > ——=  car la fonction inverse est décroissante sur R**
Vi4+z2 V2
n " x”
"t 2> > — car " > 0 sur [0 ; 1]

V2

[ A

1 1

O_n—i—l_ n+1

| S
—

1 xn—i—l
Mais, / 2" dx = [
0 n + 1

. , ) 1
Aini, pour tout réel x de [0 ; 1] et pour tout entier n > 1, on a

1 1
* Il est clair que |lm ——— = |lim —— =
n—+o0(n + 1)\/5 n—+oon + 1

D’apres le théoreme des « gendarmes », lim u, = 0.
n——+00

0.

Solution n°5 :

Soit h la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par A(t) =1 —In t.

1.1-Int=0 <= Int=1 <= t=e
1—-Int>20 <= Int<1l <« t<e

+o00

t |o e
I
wo| |+ 0 -
\
2. Soit la fonction g définie sur ]0 ; +oo[ par g(t) = t(1 —Int).

a) g est dérivable sur ]0 ; +o00[ comme produit de fonctions dérivables et

[
Jt)=1x(1—Int)+tx(—3)=1-Int—1=—-Int = g(t)=—Intsur]0; +ool.

b) h est continue sur |0 ; 4+o0o[ donc h admet des primitives sur |0 ; +oo].

1 1 n 1 ,..n
z" dzx > —— dx > —dzx d’'apres le théoreme de comparaison des intégrales
0 0 0

N
g

(n+1)Vv2

Comme h(t) =1+ ¢'(t)sur]0; 4oof,ona H(t)=t+g(t)+k=t+t(1—1Int)+ k=2t —tint+k

H(t) =2t —tInt+ k sur |0 ; +00] ou k est une constante réelle.

De plus, H(e?) =0 <+= 22-e’lne?+k=0 <= 22-e?x2+k=0<= k=0

H(t) =2t —tInt sur]0; +ool.

e~ "M

3. On considére la suite v définie sur N par v,, = / 1—1In tdt.

e*(”“ﬁl)

a) Soitn >0.0< e (™) L e <1 < e Dapres la question 1.a), h(t) > 0sur |0 ; e]. D'apres le théoreme

e~ "M

de la positivité, / 1—1Intdt>=0.

e*(n“’l)
Ainsi, v,, > 0 pour tout entier n.
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vy = (n+2)e™™ — (n 4 3)e~ "1 pour tout entier n.
-

c) On va utiliser les limites du cours :  lim e = +oo et lim — = +oo.
T—r+00 r—+00 I
. n 2 1 n 3
Au voisinage de 400, vy, = —+ — —e " X | — 4+ —
en en en en
lim e" = 400
n—+o0o .
. el . n — lim Up = 0 par somme, produit et inverse
lim — =400 — lim — = 0 par inverse n—+00
n—-+oo n n—-+oo e

n
4. Pour tout entier n de N, on pose S,, = ka =vg+uv1+--+ v,
k=0
a) Soit n >0,

Sp,=vg+uvi+-+v,
= (2-3¢7") + (37— 27) 4o+ (b2 - (n+ B)e”(7HD)

=2—(n+ 3)e*("+1)

Ainsi, S,, = 2 — (n 4 3)e~ (1) pour tout entier n.

.. _ n 3
b) Au voisinage de +00, S, =2 —e¢ L =4+ =
en e
im e" = 400
n—+o0o .
. e i n — [im Sn =0 par somme, produit et inverse
lim — =400 =— im — =0 parinverse n—-+00
n—-+oo N n—4ooeml
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