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(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 20

APPLICATIONS LINEAIRES

N’hésitez pas a me signaler toute coquille ou erreur.

eoco EXERCICE 1
Dans chaque cas, l'application f donnée est-elle une application linéaire sur E?

X X 2x+z
1. E=Mj1(R), f:(y)|—>x+y 4. E=Mj3,1(R), fi[l/]'—’[ x-yp ]
z X+y+z
2. E=R?% f:(vp)— (x%x+0) 5. E=R[X], f:P(X)— P(0)+P/(X)
3. E=R[X], f:P(X)—P(X+1)-P/(X) 6. E=R3, f:(xvz)—(z,9,x+1)

ee0o EXERCICE 2
Soient E,F deux espaces vectoriels de dimension finie, ainsi que f,g € L(E,F). Montrer que si f et g
coincident sur une base de E, alors f et g sont égales.

eooo EXERCICE 3
Dans chaque cas, montrer que f est une application linéaire (expliciter les espaces vectoriels de départ
et d’arrivée), donner sa matrice canoniquement associée puis déterminer une base de son noyau et de
son image, et préciser également si elle est injective/surjective/bijective.

N x+y X -2z
L f'(y)'_)(x+y) 7. fiy|— 2x2+y+z]
' z V-2
e y
2 f'(y)H(—x) X X+2y-z
X 8. f:ly|—|2x+v+z
3. f(x)r—>[ P ] z 3x+3y
Y x-v x X+y+z
x 2x+y-z 9. filyv|—|x+v+z
4. fily|r—| v-3z z X+p+z
z 2z x X+3p+2z+2t
x Ry 3x+4y+z+6t
5. fily|—x-p+z 10 f+ |7 2x+y—z+4t
z t x—2y-3z+2t
* X+z
6. f: z (y—z)

ecoo EXERCICE 4
Soient E = R;y[X] et f I'application définie par : VP € Ry[X], f(P(X)) = P’(X).
1. Soienta,b,ce Ret P(X) = aX? + bX +c. Calculer f(P(X)).
2. Montrer que f est un endomorphisme de E, puis donner sa matrice dans la base canonique de E.
3. Déterminer ker(f) et Im(f).

eooo EXERCICE 5
Soient E = R[X] et f I'application définie par : VP € Ry[X], f(P(X)) = P(X) - XP’(X).
1. Montrer que f est un endomorphisme de E, puis donner sa matrice dans la base canonique de E.
2. Déterminer ker(f) et Im(f).

ecoo EXERCICE 6

Considérons A = (0

1 é) et f I'application définie sur M»(R) par : VM € M>(R), f(M) = AMA.

Démontrer que f est un endomorphisme de M;(R).
. Calculer f(Io) et f(A).

. Justifier que A est inversible et déterminer son inverse.

oo

Déterminer le noyau de f. Que peut-on en conclure?
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5. Soit E={M e Ma(R)/ f(M) =

6. Donner la matrice de f dans la base canonique de M>(RR).

ecoo EXERCICE 7

Considérons A = (; é) et f 'application définie sur M»(R) par f(M)=AM.

1. Montrer que f est un endomorphisme de M;(R).

e Montrons que f est une application linéaire.
Soient \,p € R et M,N € M>(R). Montrons que f(AM +uN) = Af(M)+uf(N)
Ona:

F(AM +uN) A(AM + uN)
AAM + pAN

Af(M)+pf(N)

Ainsi f est ne application linéaire.
e Soit M € M»(RR). Puisque A € M;(R), on a également AM € M;(RR); autrement dit, f(M) € M, (R).

M}. Montrer que E est un espace vectoriel et en donner une base.

Conclusion : f est un endomorphisme de M;(IR).

2. Déterminer une base de ker(f). Uapplication f est-elle bijective?

° SoitM:(zZ Z)GJMZ(IR).Ona:
M € ker(f) — f(M)=0
— AM=0
= 09k
“\0 o0
- (a+2c b+2d) (O 0)
3a+6¢c 3b+6d 0
a+2c=0
b+2d=0
— 3a+6c=0
3b+6d=0
a+2c=0
- b+2d=0
L3—L3—3L; 0=0
Ly<L4-3Ly 0=0
a=-2c
2=-2d
c=¢cC
d=d
_—Zc -2d
7( c d )
-2 0 -2
— M—c(l 0)+d(0 1)

Par conséquent : ker(f) = Vect ((712 8),(8 712))

La famille ((712 8),(8 712)) est ainsi génératrice de ker(f).

C’est également une famille libre, car constituée de deux matrices non colinéaires.

Conclusion : La famille ((_12 g),(g _12)) est une base de ker(f) qui est donc de dimension 2.

e Puisque ker(f) = {(8 8)}, on en déduit que f n’est pas injective donc pas bijective.

3. Déterminer une base de Im(f).

-Basecanoniquede;\/lz(R):(((l) 8),(8 (l)),((l) 8),(8 (1)))

il -
-0
096
-0 )

Ainsilm(f):\r’ect((é 8),(8 ;),(é 8),(8 é)):\’ect((; 8)
oLafamille((é 8),(8 é))estdonc:

o génératrice de Im(f),

o libre car constituée seulement de deux vecteurs non colinéaires.

Conclusion : La famille ((; 8),(8 ;)) est une base de Im(f).

PETITE REMARQUE
On pourrait également men-
tionner que son cardinal est
égal a la dimension de Im(f)...
En effet, par théoréme du
rang, puisque dim(ker(f)) =2
et que dim (M;(R)) = 4, on
obtient : rg(f) = 2...
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ExERcICE 8

On considere I'application f définie sur R3[X] par : YP(X) € Ry[X], f(P(X)) =P(X+1)+P(X-1)-2P(X).
1. Montrer que f est un endomorphisme de R3[X].
2. Déterminer ker(f) puis Im(f).

EXERCICE 9 - A LA RECHERCHE DU SPECTRE...
‘ DEFINITIONS 1 - VALEURS PROPRES ET SPECTRE D’'UNE MATRICE CARREE

Soit A € M,(R).

D1# Un réel A est une valeur propre de A lorsque : 3X € M,, 1 (R) / (X #0,1 ET AX = )\X).
Un tel vecteur X est appelé vecteur propre de A associé a la valeur propre A.

D2# Le spectre de A, noté Sp(A), est 'ensemble des valeurs propres de A.

D3# Si A est une valeur propre de A, alors I’espace propre de A associé a A, noté E) (A), est I'ensemble
défini par :

EA(A) ={X € M1 (R) / AX = AX)

1. Soient A € M, (R) et A une valeur propre de A. Justifier que Ej(A) est un sous-espace vectoriel de
M1 (R).
2. Soient A € M, (IR) et A € R. Démontrer ’équivalence des quatre propositions ci-dessous :
(i)  Aestvaleur propre de A
(i) rg(A-Al,)=n
(iii) A —AI, n'est pas inversible
(iv) Er(A)#{0n1)
3. Déterminer le spectre de chacune des matrices suivantes.

3a. A:(l —5)

0 2
Sp(A) = {1;2}
0 1
o a0
Sp(A)=2
1 -1 -1
3.c. A=|-2 0 =2
1 3
Sp(A) ={0;2}

1 4 =2
3.d. A=|0 3 -1
0

-2 2
Sp(A) ={1;4}
2 1 =2
3.e. A=|0 3 0]
1 -1 5
Sp(A) = {3;4)

1 -1 -1
3.f. A=|-3 3 -3

-1 1 1
Sp(A) =1{0;2;3)
2 1 1
3.g. A=[1 2 1]
11 2
Sp(A) = {1;4)

-1 -1 1
3h. A=|-1 0 1

ee0o EXERCICE 10 - TYPE CONCOURS

16 4 -4
-18 -4 5
30 8 =7

1. Déterminer les réels A de sorte que la matrice A — A3 ne soit pas inversible.

Considérons A = et notons f 'endomorphisme de M3 ;(RR) canoniquement associé.

2. Soit Eg = {X € M3,1(R) / AX = 0}. Montrer que E( est un espace vectoriel. En donner une base,
constituée d’un seul vecteur, noté e1, dont la premiére coordonnée vaut 1.

3. Méme question avec les ensembles Ey = {X € M3 1(R)/ AX =X} et E4 ={X e M3 (R)/ AX = 4X}
dont on notera respectivement e; et e3 les vecteurs de leurs bases.

— IMPORTANT!

e Un vecteur propre doit bien
étre non nul, sinon, tous les
réels seraient valeur propre
de n'importe quelle matrice...
o En fait : Ey(A) = ker(A - AL,)
e E) (A) est I'espace vectoriel
constitué du vecteur nul et de
tous les vecteurs propres de A
4 associés a la valeur propre \.

Les valeurs propres d’'une
matrices triangulaires sont ses
coefficients diagonaux.
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4. Démontrer que la famille (eq,e2,e3) une base de M3 1(R).

5. Déterminer la matrice de f dans la base (e1,¢,¢3), on la notera D.

6. Soit P la matrice dont les colonnes sont, dans 'ordre, les vecteurs eg, e; et e3.
6.a. Justifier que P est inversible et calculer son inverse.
6.b. Vérifier que A= PDP™!.

6.c. En déduire, pour tout n € IN¥, 'expression de A” en fonction de n. Cette expression est-elle
encore valable pour n =07

ee0o EXERCICE 11 - TYPE CONCOURS

3 -2 3
SoientA=|1 0 2]|etfl'endomorphisme de R3 canoniquement associé a A.
0o 0 2

1. Déterminer les réels A de sorte que I’endomorphisme f — Aidy3 ne soit pas bijectif.

2. Justifier que l'on peut choisir une base de ker(f —id) constituée d'un unique vecteur dont la pre-
miere composante est égale a 1. On notera e; ce vecteur.

3. Justifier que l'on peut choisir une base de ker(f — 2id) constituée d’un unique vecteur dont la
seconde composante est égale a 1. On notera e, ce vecteur.

4. Déterminer un vecteur e3 € R de sorte que f(e3) = ey + 2es.

5. Démontrer que la famille (eq,ep,e3) est une base de R3; puis donner la matrice de f dans cette
base, notée T.

6. Soit P la matrice dont les colonnes sont, dans 'ordre, les matrices colonnes des vecteurs e, e; et
e3 dans la base canonique de R>.

6.a. Justifier que P est inversible et calculer son inverse.
6.b. Vérifier que A =PTP™!.
6.c. Déterminer, pour tout n € IN, I'expression de T" en fonction de n.
6.d. En déduire I’écriture matricielle de A" en fonction de n.
7. Soit Cp = {M e M3(R)/ AM = MA}.
7.a. Montrer que Cp est un sous-espace vectoriel de M3(IR).
7.b. Pour M € M3(RR) on pose M” = P~ MP. Montrer que :

MeCy & TM' =M'T

7.c. Montrer ensuite que M’ vérifie TM’ = M'T si, et seulement si, il existe a,b,¢c € R tels que

a 0 O
M =|0 b ]
0 0 b

7.d. En déduire que M appartient a Ca si, et seulement si, il existe trois réels a,b,c tels que :
—a+2b 2a-2b -a+b+2c
M=|-a+b 2a-b —a+b+c |
0 0 b

7.e. Déterminer alors une base de Cx, puis préciser sa dimension.

ee00 EXERCICE 12 - TYPE CONCOURS

0 1 -1
Considérons I'endomorphisme de R3, noté f, canoniquement associé a la matrice A=|0 -1 1
0 -1 1

Déterminer le rang de f. L'endomorphisme f est-il bijectif?

Montrer que f o f =0z (g).

En déduire que Im(f) C ker(f), puis déterminer des bases de ker(f) et Im(f).
Soient 7,7 € R3 tels que 7 & ker(f), 7€ ker(f) et T Vect(f(l?)).

Ll e

5. Montrer que la famille (&, f (i), 7) est une base de R3, puis déterminer la matrice de f dans cette
base.

ee00 EXERCICE 13 - TyPE coNCOURS
On note E I'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a 2 et on rappelle que
la famille (eg, eq,e7) est une base de E, les fonctions eg, e1 e étant définies par :

VieR, eo(t)=1; e1(t)=t; ex(t) = 2

On considere I'application ¢ qui, a toute fonction P de E, associe la fonction, notée ¢(P), définie par :

1
VxelR, (@(P))(x)= L P(x+1t) dt
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1.b.

1.c.

2.b.

2.c.

2.d.

3.b.
3.c.

Montrer que @ est linéaire.

Soit x € R. Déterminer (¢(eq)) (x), (p(e1)) (x) et (@(e2)) (x) en fonction de x, puis écrire @(eg),
¢(e1) et (e2) comme combinaison linéaire de e, e et e;.

Déduire des questions précédentes que @ est un endomorphisme de E.
Ecrire la matrice A de ¢ dans la base (eg, 1, €2).

Justifier que ¢ est un automorphisme de E.

Déterminer les réels A de sorte que ¢ — Aid ne soit pas bijectif.

Donner le rang de ¢ —id. En déduire la dimension de ker(¢ —id).

Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel 7, il existe un réel u, tel que I'on ait :

n
”_15141/1
AT=l0 1 =n

0o 0 1

1
Donner ug et établir que: VneIN u, =u, + i (3n+2).

En déduire, par sommation, I’expression de u, pour tout entier .

Ecrire A" sous forme de tableau matriciel.

o000 EXERCICE 14 - Type concoOURs
On dit qu’une matrice M de M, (R) est antisymétrique lorsqu’elle vérifie ‘M = —M et on note A,(R)
I’ensemble des matrices antisymétriques.
On considére une matrice A fixée de M, (R) et I'application f, qui a toute matrice M de .4, (IR) associe :

FM) = ("A)M+MA

1. Montrer que A,(R) est un sous-espace vectoriel de M, (RR).
2. 2.a. Soit M une matrice de A,(R). Etablir que f(M) est une matrice antisymétrique.
2.b. En déduire que f est un endomorphisme de A,(R).
0 0 1
Dans toute la suite, on étudie le cas n =3 et on choisit A=| 0 -1 0
0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0
3. On consideére les trois matricesJ=| -1 0 0 [, K= 0 0 0 |etL=] 0 0 1
0 0 0 -1 0 O 0 -1 0
3.a. Montrer que la famille B = (J,K,L) est une famille génératrice de A3(R).
3.b. Montrer que 3 est une famille libre et en déduire la dimension de A3(R)
4. 4. Calculer f(J), f(K) et f(L), puis les exprimer comme combinaisons linéaires de J et L seule-

4.b.
4.c.

ment. Les calculs devront figurer sur la copie.
En déduire une base de Im(f) ne contenant que des matrices de 3

Déterminer la dimension de ker(f) puis en donner une base.

eeeo EXERCICE 15 - TyPE CONCOURS
Soit n un entier supérieur ou égal 2 et B = (€], €, ..., &) la base canonique de R".

- =

n

Soit ¥’ un vecteur donné de R” de coordonnées v1,v7,..., v, dans la base B et qui vérifie Zvi =1.

i=1

Soit f I'application définie sur R” qui a tout vecteur ¥= (x1,x2,...,X,) € R", associe le vecteur f(¥) défini

n

par:f(:?):,?—[z,\’i]f.

i=1

1. Montrer que f est un endomorphisme de R".
2. Montrer que fof =f.

3. 3.a.
3.b.
3.c.
3.d.

Montrer que le vecteur ¥ appartient a I'image de f si et seulement si f () = 7.
Montrer que la dimension de Im(f) est inférieure ou égale a n—1.
Montrer que pour tout i € [1,n—1], on a (&; —&;41) € Im(f).

En déduire une base et la dimension de Im(f). Quel est le rang de f?

4. Déterminer une base du noyau de f.

eee0 EXERCICE 16 - TYPE CONCOURS
On note E = R3[X] ainsi que f : P(X) +— =3XP(X) + X2P/(X).

1. 1l.a.
1.b.
1.c.

Montrer que f est un endomorphisme de E.
Déterminer la matrice M de f dans la base canonique de E.

La matrice M est-elle inversible ? Calculer pour tout n € N*, M".
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1.d. Déterminer une base de ker(f) puis une base de Im(f).

2. On note idg et Op respectivement, 'endomorphisme identité et l'endomorphisme nul de E, et pour

tout endomorphisme v de E, on pose v0 = id et pour tout k de IN¥, vk =povkl,

4 2 3

Soient u et ¢ deux endomorphismes de E tels que : u* = O, u> = O et ¢ = idp + u +u? + u°.

2.a. SoitPeEtelquePe ker(u>). Montrer que la famille (P, u(P),u?(P),u’ (P)) est une base de
E.

2.b. Montrer que g est un automorphisme de E. Déterminer I'automorphisme réciproque g_1 en
fonction de u.

2.c. Etablir 'égalité ker(u) = ker(g —idg).

o000 EXERCICE 17 - CARACTERISATIONS DE SURJECTIVITE / INJECTIVITE
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies, ainsi que f € £L(E,F). On suppose que E est de
dimension finie n et on considére (&},&5, ..., &) une base de E. Démontrer les propriétés suivantes :

1. f est surjective si, et seulement si, (f(?l),f((?’z),...,f((?’n)) est génératrice de F.

Puisque (€],83,...,¢,) est une base de E, on a : Im(f) = \'ect( f(e1), f(?g),...,f(?n))
Or : f est surjective si, et seulement si, Im(f) = F.

Dot : f est surjective si, et seulement si, F = \’ect( f(er), f(& ),...,f(?,,)). PETITE REMARQUE

Ici, seul le caractere généra-
teur de la famille (¢},e, ..., ¢,)
est utilisé...

Conclusion : f est surjective si, et seulement si, (f(?l ), (& ),...,f(?n)) est génératrice de F.

2. f estinjective si, et seulement si, (f((?’l),f(é’z),...,f(e_)n)) est libre dans F.
Raisonnons par double-implication...
Supposons f injective et montrons que la famille (f(?l ),f(?z),...,f(a,)) est libre dans F.
n
Soient ay,ay,...,a, € R. Supposons Zui'/'(ﬁ) = (JT:.
i=1
Par linéarité de f, on a ainsi :

Par conséquent :

Mais f est injective, donc ker(f) = {0}. Dot :

n

o
Zﬂ,’(?[ =0
i=1

Or la famille (€1, 8>, ..., ;) est une base de E, elle est donc en particulier injective. D’ol :
Vie[l;n], a; =0
Conclusion : la famille (f(?[ ),f(?z),...,f(?,])) est libre.
Supposons que la famille (f(?l ),f(?z),...,f(F,,)) est libre. Montrons que f est injective en montrant que
ker(f)={0g}.

Soit ¥ € E. Puisque (&],@,...,&,) est une base de E, il existe des uniques réels xy,x7,...,x, tels que ¥ =
n
N
E X; 6.
i=1
Ainsi :

2L

3
I
=

.\‘,
5 - =
I 3
=
ol
—_—

Il

Yeker(f)

11

Op J linéarité de f

~

xi f(e}) = Op J liberté de la famille (f(?l ), £ (&2), .., f’(?,l))
i=1
— Vie[l;n], x;=0 PETITE REMARQUE
= ¥=0p La liberté de la famille

(€1,8,...,¢y) a été utilisé dans
I'implication directe... et dans
I'implication réciproque, seul
R R o R ) ) le caractére générateur a été
Conclusion : f est injective si, et seulement si, (f(?l ),f(?z),...,f(Fm)) est libre dans F. utile en fait (I'unicité des
X1,...,Xn Nayant pas servi).

D’ou : ker(f) = {Og}.
Conclusion : f est injective.

A RETENIR...

3. f est bijective si, et seulement si, (f((?l),f(E’z),..,,f(E’n)) est une base de F. Une application linéaire est
Immédiat d’apres les deux résultats précédents... un isomorphisme si, et seule-

ment si, elle transforme une
base en une base.

eee0 EXERCICE 18 - RANG ET COMPOSITION
Soient E un espace vectoriel de dimension finie n ainsi que f, g, h trois endomorphismes de E.
L'objectif de 'exercice est d’établir les trois résultats suivants :

o rg(go f) <min(rg(g),rg(f)).
e Si h est bijectif, alors rg(f o h) =rg(f).
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e Si g est bijectif, alors rg(go f) =rg(f).

1. Démontrer le premier résultat.
On a I’équivalence suivante :

2.

rg(g o f) <min(rg(9)rg(f)) <= (rs(z o f) <rg(g) er rg(gof) <rg(f)
Montrons que rg(go f) <rg(f).
o Puisque f et g sont des endomorphismes de E, c’est également le cas de go f. Transformons ainsi
le résultat a établir grace au théoreme du rang :
rg(gof)<rg(f) e n—dim(ker(gof)) < n—dim(ker(f))
= dim(ker(gof)) > dim(ker(f))

o Il suffit alors, pour établir le résultat, de démontrer que ker(f) C ker(go f).
Soit x € ker(f). On a ainsi :

f(x)=0g
D’ou :
g(f(\)) = 8(0p) J car g est linéaire

= 0f

Ainsi :
xeker(gof)

On a donc établi :

ker(f)cker(go f)

Par conséquent :

dim(ker(f)) < dim(ker(gof))

Conclusion : rg(go f) <rg(f).

Montrons que rg(go f) <rg(f).
Pour démontrer ceci, il nous suffit d’établir :

Im(f o g) CIm(f)
Soit y € Im(f o g). Ainsi :
dxeE/v=fog(x)
Notons alors xg un vecteur de E vérifiant v = f o g(xp). On a ainsi :

v = f(g(x0))
En posant zg = g(xp),onazgeEet:
v =f(20)
D’ou :
v €lm(f)

Par conséquent :
Im(f o g) CIm(f)

Conclusion : rg(f o g) <rg(f).

Conclusion : rg(go f) < min (rg(g),rg(f)).

2.a.

2.b.

3.b.

Montrer que si h est bijective, alors Im(f o k) = Im(f).
Par double inclusion...
Soit v € Im(f o h). Il existe alors x € G tel que v = f o h(x). C’est a dire v = f(h(x)). En particulier,

v elm(f).
Conclusion : Im(f o h) ¢ Im(f).

Soit y € Im(f). Il existe alors x € E tel que v = f(x).
Mais x € E et h est bijective, donc surjective, de G dans E. Ainsi, il existe z € G tel que x = h(z).
Par conséquent : v = f(h(z)). Et ainsi, v € Im(f o h).
Conclusion : Im(f) € Im(f o h).

’ Conclusion : si h est bijective (surjective suffit), alors Im(f o h) = Im(f).

En déduire le second résultat recherché.
Immeédiat d’apreés le résultat de la question précédente.
Considérons l'application gjims) : restriction de g a Im(f).
Autrement dit :

gim(f): | Im(f) — G

7= gi)

Montrer que gjim(f) est injective.
Par définition : ker(gm(s)) = {x € Im(f) / g(x) = 0}.
Mais g est bijective, donc en particulier, elle est injective. Donc : ker(g) = {Op}.
Dot : ker(gm(f)) = (OF} : gum(y) est injective.
En déduire le troisiéme résultat recherché.
Puisque gjim(f) est injective, elle est bijective de Im(f) dans Im(gjim(f))-
Et ainsi, dim(lm(f)) = dim(Im(gum(ﬂ)).
Or : Im(gim(f)) = {8(x) / x € Im(f)} = {g(f (2)) / z € E} = Im(g o f).
Par conséquent : dim (Im(f)) = dim(Im(g of)); autrement dit, rg(f) =rg(go f).

Conclusion : si g est bijective (injective suffit), alors rg(go f) =rg(f).

X ATTENTION!
On veille au bon vocabulaire.
Ici, il suffit bien d’établir
I'inclusion entre les noyaux, il
ne faut pas!
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eeee EXERCICE 19 - RANG DE LA TRANSPOSEE
Soient n,p € [2;+oco[ et A € My, ,(RR). L'objectif de I'exercice est d’établir : rg('A) = rg(A).

1. Résultat préliminaire.
Etablir :
VY € My, 1 (R), (VY =0 = Y=0,)

Soit Y € M, 1 (R). Raisonnons par double implication.
SiY =0y, alors on a immédiatement, en multipliant (par la gauche), par fy:tyy=o.

!
y2
Supposons que 'YY = 0 et écrivons Y =| . |. Ainsi:
yﬂ
N
y2
Yy = (}’l Y2 . %1) :
Yn
n
2
= )u
k=1
Puisque 'YY = 0, on obtient :
n
5
2 =0 .
1;}/}( A RETENIR...
. o . . On essaie de se souvenir de
Or, une somme de termes positifs est nulle si, et seulement si, tous ses termes sont nuls. D’ou ce petit résultat classique et
Vke[L;n], =0 parfois utile...
Par conséquent :
Y =0y,
Conclusion : VY € M, 1 (R), (rYY =0 &= Y=0,, )
2. Supposons dans cette question que n = p.
2.a. Soit X € M, 1(R). Démontrer : AX =0, < 'AAX = Op,1-
Raisonnons par double-implication.
Si AX = 0y,1, alors en multipliant (par la gauche) par 'A, on a directement : '"AAX =0, 1.
Supposons que TAAX = 0p,1-
En multipliant (par la gauche) par 'X, on obtient : X ATTENTION!
IXTAAX =0 JTX € My n(R), donc X x 0, =
0...
Autrement dit :
HANYAY —
) R R ('A/\)A?\ B Y ) 15" RAPPEL...
Mais AX € M, 1(RR). D’ou, d’apres la question précédente (avec Y = AX), on obtient : ﬁAB) N
AX =0,

Conclusion : AX =0, & 'AAX = 0p1- ‘

2.b. En déduire que rg(A) = rg(*AA) et que rg('A) = rg(A’A).
o Soit Xe M, 1(R).Ona:
Xeker(A) < AX=0,,
= 'AAX=0,,
— Xeker('fAA)

J d’apres la question précédente

Par conséquent :
ker(A) = ker('AA)
Et ainsi, d’aprés le théoréme du rang, puisque A et 'AA sont carrées d’ordre 1 :
n-rg(A)=n-— rg(IAA)
D'ou:
rg(A) =rg(‘AA)

e Le résultat précédent étant valable pour toute matrice A, en l'appliquant a la matrice ‘A, on
obtient :
rg('A) = rg(A‘A)

Conclusion : rg(A) = rg({AA) et rg(rA) = rg(ArA).

2.c. Conclure que rg(*A) = rg(A). Indication : on pourra utiliser le premier résultat de I'exercice
précédent.

e Commencons pas interpréter matriciellement le premier résultat de l'exercice précédent. Nous
avons ainsi, pour toutes matrices BC :

rg(BC) < min(rg(B),rg(C))

En particulier :
rg(BC) <rg(B)
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e On obtient :
rg(A) =

Crg(fAA) <
q prec

exol5

rg('A) rg(A'A) < rg(A)

q prec exol5

Par conséquent :
rg(A) = rg(/AA) = rg(lA) = rg(AlA) =r1g(A)

D’ou :

Conclusion : rg(fA) =r1g(A).

3. Montrer que le résultat est encore vrai dans le cas ot n = p.
Sans perte de généralité, supposons que n > p (sinon, il suffit de transposer...).
Notons B la matrice dont les colonnes sont celles de la matrice A (dans le méme ordre si on veut) auxquelles
ont été ajoutées n — p colonnes nulles. On a ainsi, par définition du rang d’une matrice :

rg(B) =rg(A)

La matrice B est alors carrée de taille n; et donc, d’apres la question précédente :
rg('B) = rg(B)

Mais, ‘B est la matrice dont les colonnes sont celles de la matrice ‘A qui ont été étendues par n—p 0. Par
conséquent, l'espace vectoriel engendré par les colonnes de 'B est isomorphe a celui engendré par les colonnes
de 'A.
Ainsi :

On obtient finalement :

D'ou:

Conclusion : rg(A) = rg(fA).

PourqQuoi?

Dans les inégalités établies,
on regarde bien attentivement
le membre de gauche... puis
celui de droite...

— Y% SUBTILE...%

Ces deux espaces vectoriels
ne sont pas égaux, puisque le
premier est un sous-espace
vectoriel de M, 1 (R) quand
l'autre est un sous-espace
vectoriel de Mp, 1 (R)...
Pour information, un isomor-
phisme naturel de Im(*A)
dans Im(’B) est obtenu
en associant a un vecteur

X1

X =| : | e Im(*A) le vecteur
*p

X1

s _|*p
X' = ol

Dans les exercices qui suivent, E est un espace vectoriel et f un endomorphisme de E. On notera également f2 = f o f.

ecoo EXERcICE 20
Démontrer que f° = OgE) < Im(f) Cker(f).
Raisonnons par double-implication...

Supposons que f2 = 0(g)- Montrons que Im(f) C ker(f).
Soit y € Im(f). Montrons que v € ker(f); autrement dit, montrons que f(y) = Og.

Puisque v € Im(f), il existe x € E tel que v = f(x). Ainsi :

fo) = f(fw)
[0 )ror=ogy

Par conséquent : v € ker(f).
Conclusion : 2 = 0r(k) = Im(f) C ker(f).

Supposons Im(f) C ker(f). Montrons que f o f = 0, (g); autrement dit, montrons : Vx € E, f o f(x) = Og.
Soit x € E. Par définition :

f(x) eIm(f)
Mais Im(f) C ker(f), donc :

f(x) € ker(f)
Par conséquent :

Ff(x) =0g

On a donc démontré :

Conclusion : Im(f) C ker(f) = f? = 0z ()

Conclusion : f2 =0z = Im(f) Cker(f).

0000 EXERCICE 21 - PROJECTEURS
On suppose que f2 = f. Démontrer que, pour touty e E: y eIm(f) < f(v)=v.

Soit v € E. Raisonnons par double-implication...

Supposons que v € Im(f). Montrons que f(v) =v.
Puisque v € Im(f), il existe x € E tel que v = f(x). Ainsi :
fo) = f(fw)
X

Fof@ ) pore
oy I
y

Conclusion : y e Im(f) = f(v) = v.

#» REDACTION
Réflexes de rédaction!!

#» REDACTION
&éﬂexes de rédaction!!
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Supposons que f(v) =v. Montrons que v € Im(f).
Par définition, f(v) € Im(f). Et comme v = f()...
Conclusion : f(v) =y = v € Im(f).

’ Conclusion :si f o f = f, alors pour tout y e E: v e Im(f) < f(v)=v.

eee0 EXERCICE 22 - ENDOMORPHISME NILPOTENT

On suppose que E est de dimension finie égale a n et qu’il existe k € [2;+oo] tel que : fk = Op(g) et

k-1
f # O,C(E)-

1. Justifier qu’il existe un vecteur x € E tel que la famille (x,f(x),...,fk_1 (x)) soit libre.
Puisque fk_1 n’est pas I'endomorphisme nul, il existe un vecteur x € E tel que fk_l (x) = Of.
Considérons donc un tel x et montrons que la famille (,\',f(,\‘),...,fk’1 (x)) est libre.

Soient ag,ay,...,ak—1 € R. Supposons que agx+ay f(x)+...+ ak_lfk_l (x) = Op et notons (%) cette égalité.
En appliquant fk’1 a cette égalité, on obtient, par linéarité de fk’l :
ag fE () + ay R () + e+ gy F2R72 () = Op
Puisque fk =0g(g), on aaussi:
Vie Hk;JroolL fi = OL'(E)
D'ou : L
agf*" (x) =0g

Et puisque fk’l (x) # Og, on obtient :

ap=0
Par conséquent, I’égalité (%) devient :

a1 f(xX)+ .t ap_g f () = 0p (%)

Puis, en appliquant fk_2 a cette égalité, on va obtenir, de facon analogue :

a; =0
Et en réitérant, on obtiendra successivement a; = 0, puis a3 = 0,..., jusqu’a ax_, = 0. Restera alors :

ag-1 f* 1 (x) = 0p

Et comme fk7l (x) = O, on aura ax_; = 0.
On a donc établi :
Vie[0;k—1],a;=0

Conclusion : il existe un vecteur x € E tel que la famille (x,f(x),...,fk’1 (,\')) est libre.

2. En déduire que k < n.
D’apreés la question précédente, il existe donc un vecteur x € E tel que la famille (,\',f(,\'),...,fk’1 (x)) est libre.
Par conséquent, son cardinal est inférieur ou égal a la dimension de E.

’ Conclusion : k < n.

eee0 EXERCICE 23 - UN PEU THEORIQUE...

1. Montrer que ker(f) C ker(fz).
Soit x € ker(f). Ainsi: f(x)=0g.
D’ou, f étant linéaire :

Autrement dit :

Par conséquent : x € ker(fz)‘

’ Conclusion : ker(f) C ker(fz).

2. Montrer que ker(f) = ker(fz) — ker(f)NIm(f)={0g}.
. Supposons ker(f) = ker(f?) et montrons Im(f) nker(f) = {0g).
o toujours vraie (intersection de deux espaces vectoriels)

o Soit v € Im(f) Nker(f). Ainsi v € Im(f) eT v € ker(f).
Puisque v € Im(f), il existe x € E tel que v = f(x). Mais v € ker(f), donc f(v) = Og. Ainsi :

f(f(x))=0g
Autrement dit :
Xe ker(fz)
Mais comme ker(fz) =ker(f), on a alors:
x € ker(f)
D’ou :
f(x)=0g

Or v = f(x)... Par conséquent : v = Og. D’ot 'inclusion recherchée.
Conclusion : ker(f) = ker(f?) = Im(f) N ker(f) = {0}.

PETITE REMARQUE

L'implication est tou-

jours vraie... Méme si fz =f.

i REFLEXE!
Réflexes de rédaction...
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° Supposons Im(f) nker(f) ={0g} et montrons ker(f) = ker(fz).
o (toujours vraie) D’apres la question précédente...

o Soit x € ker(f?).
Ainsi, f(f(x)) = 0. Autrement dit, f(x) € ker(f). Et on sait également que, par définition, f(x) €
Im(f)
Dans ce cas :

f(x) € Im(f) Nker(f)
Mais comme Im(f) Nker(f) = {0}, on en déduit :
f(x)=0k

Par conséquent, x € ker(f). D’ou 'inclusion recherchée.
Conclusion : ker(f) = ker(fz) —Im(f)Nker(f)={0}.

Conclusion : ker(f) = ker(fz) — Im(f)Nnker(f)={0g}.

3. Montrer que Im(fz) c Im(f).
Soit y € Im(f?). Il existe alors x € E tel que Y= £2(x). Ainsi :
y=1(f()

En posant z = f(x), on a alors :
zeE; v=1(2)

Par conséquent, v € Im(f). D’ou I'inclusion recherchée.
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