Premiére - spécialité Mathématiques FICHE DE REVISIONS n°3

TRIGONOMETRIE

Exercice 1 Les questions sont indépendantes.

1) Placer les images A, B, C, D et E des nombres ?%1 : Sng ; —% ; % et 9lTn sur le cercle

trigonométrique. Dans quel cas les points images par enroulement des réels proposés sont-ils confondus ?

- Les deux points images confondus sont A et E, d'une

91 3w 88m
rt, ffet: ———=—-=22 B
part, en effe ) 1 7 T D

- Ainsi que B et D, d’autre part, en

. 891 g 88m _
effet : S T 5 =44x

2) Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier vos réponses.

a) Soit X unnombre réel, si cos(x)=0 alors sin(x)=1
Pour toutréel x , cos’(x)+sin’(x)=1
Si cos(x)=0 alors sinz(x)=1 ;ainsi sin(x)=1 ou sin(x)=—1

Réponse : faux.

b) Il existe un réel x tel que sin(x):g

Pour toutréel x , —1<sin(x)<1 ,or §>1
Réponse : faux.

c) Pourtoutréel x , cos(24m—x)+cos(14836m+x)=0

Pour tout réel x , la fonction cosinus étant périodique de période 27 et paire :
cos (24 t—x )+ cos (14836 w+x)=cos (—x)+cos(x)=cos(x)+cos(x)=2cos(x)
Réponse : faux.

d) Surlintervalle ] —7Jt,m ], 'équation 2cos(x)—\/§:0 admet trois solutions.

Soit x€ ] —m;m Jtelque 2cos(x)—3=0 ;



|5

2cos(x)—+v/3=0 équivauta cos(x)=

equivaut a x:% ou x:—%
L'équation 2cos(x)—\/§=0 posséde donc deux solutions.
Réponse : faux.
e) Sinus est positif sur l'intervalle[ —5x ; —4m ]
Sur le cercle trigonométrique, -5m a le méme point image que m et — 4 a le méme point image que 2.
Or sur [t ; 2x] la fonction sinus est négative.
Réponse : faux.

, alors cos(x)zé

f) Soit x€ [0; = ]telque sin(x)= 5

(NN

Pour tout x dans R , cos®(x)+sin’(x)=1 , ainsi,

cos (x)=v1—sin’(x)=4 —%zg ou cos(x):—\/l—sinz(x)zﬂ/1—%:—%

Mais sur [O;n} , la fonction cosinus change de signe. En effet, Cos(x)ZO sur lO;%l

et cos(x)<0 sur x€ %;n]. Finalement cos(x)e_{—g;%}
Réponse : faux.
3) a) Sachant que cos(%):g , calculer cos(%) : cos(%):—cos(%):—g
b) Résoudre dans [ 0;57 ]Iéquation cos(x):—g

Sa 7x 177 197 297
6’6" 6 6 6

Les solutions de I'’équation sont { L

4) Soit Xx un réel appartenant a l'intervalle [0 ; % ] tel que Cos(x)zg

a) Quel est le signe de sin(x) . Sur l'intervalle [0 ; % ], la fonction sinus est positive.

b) Déterminer la valeur exacte de  sin(x)

Pour tout x dans IR , cos?(x)+sin’(x)=1 , donc sin(x)€{ —V1—cos*(x);y/1—cos*(x)}.

2
Mais sur l'intervalle [0 ; % ], la fonction sinus est positive, donc sin (x )= 1—(§)

Finalement sin(x)=%.



APPLICATIONS DE LA DERIVATION

Exercice 2 Soit [ lafonction définie sur IR par: f(x)=x4—2x3—11x2+12x :

1) a) Justfier que [ estdérivable sur IR et donner, pourtoutréel x ,I'expression de f'(x)

La fonction est dérivable sur IR comme fonction polynéme et pour tout réel  x

fr(x)=4x’-6x*-22x+12

7

b) Vérifier que 3 est une racinede ' .

Eneffet: f'(3)=4x3°-6x3"-22x3+12=4x27-6x9-66+12=120-120=0

c) Factoriser f'(x) souslaforme f'(x)=(x—3)P(x) ;ou P estun polyndme & déterminer.

Comme 3 estracinede [' ,onsaitque f' peutsécrire f'(x)=(x—3)P(x) ,ou P estun polyndme

du second degré, donc, pour tout réel x ; P(x):ax2+bx+c , les réels a, b et c étant a déterminer.

Cherchons donc a, b, c les réels tels que cette égalité soit satisfaite pour tout réel  x

* D’une part :
f'(x)=(ax’+bx+c)x(x-3)=ax’+bx’+cx-3ax’-3bx-3c=ax’+(b-3a)x’+(c-3b)x-3c
«Dautre part: f'(x)=4x’-6x*=22x+12
Par comparaison terme a terme :
ca=4 etb-3a=-6 donc b-12= -6 d’'ou b=6
°c-3c=12douc =-4 (ouc-3b=-22, dou c-18=-22, on a bien c=- 4)

Finalement, pour toutréel x , P(x)=4x’+6x-4 et f'(x)=(x-3)P(x)=(x-3)(4x’+6x-4)

7 X 7 7 =

d) Etudier, pour toutréel x , le signe de.

Calculons A= 6°—4x 4 x (—4)=36+64=100 ;le polyndme P admet deux racines distinctes :

8 8
X -2 0,5
Signe de + 0 - 0 +
P(x) signe de a signe de -a signe de a

Ainsi P(x)=>0 pour X€ ] —o;—2 ] U [ 0,5;+o [et P(x)<0 pour x€ [ —2;0,5 ].

e) En déduire, pour tout réel  x le signe de f'(x)

Pour tout réel x f'(x):(x—3)P(x)=(x—3)(4x2+6x—4)

Dressons le tableau de signes pour ' sur R




X —© -2 0,5 +00
Signe de + 0 - 0
P(x)
Signe de -
(x-3)
Signe de - 0 0
f'(x)
Ainsi _f'(x)<0 pour X€ ] —w;—2 1 U [ 05;3 ]
et f'(x)=20 pour x€ [ —=2;0,5 ] U [ 3;+0 [.
2. a) Dresser le tableau de variationde f sur[-3; 3].
Dressons le tableau de variatonde [ sur [—3;3]
X -3 -2 0,5
Signe de - 0 + 0
f(x)
Variations |9 T4
de f T — 16 —>
—36 —36
Avec f(=3)=(=3)"=2x(=3)-11x(=3)+12x(-3)=0
f(=2)=(=2) —2x(=2)-11x(-2)+12x(-2)=—-36
4 3 2 49
£(0,5)=(0,5)*-2x%(0,5)’-11x%(0,5) +12X(0’5):E et
f(3)=(3)"=2x(3)-11x(3)*+12x(3)=-36
b) Lafonction [ admet-elle des extrema sur l'intervalle [-3 ; 3] ? Lesquels ?
D’aprés le tableau de variation de
. f' estnégative sur[-3;-2] ; s'annule en -2, puis est positive sur [-2 ; 0,5] ; de plus f(—2):—36
La fonction [ admet donc comme minimum -36 atteint en -2 sur 'intervalle [ - 3 ; 3].
' e , . o 49
. f' est positive sur [-2 ; 0,5]; s'annule en 0,5 ; puis est positive sur [0,5 ; 3] ; de plus f(O,S)ZE

La fonction [ admet donc comme maximum f—g

3. a) Veérifier que -3, 0 et 1 sont des racines de [ .
Eneffet f(—3)=(—3)'—2x(-3)-11x(-3)+12x(-3)=0
£(0)=0"-2x0°-11%(0)*+12x0=0

f(1)=1"-2x1°-11x1°+12x1=0

atteint en 0,5 sur P’intervalle [ - 3 ; 3].




b) Que représentent les points d’abscisses respectives -3, 0 et 1 ; pour Cf , la courbe représentative de la

fonction f ?

Ces points ont tous pour ordonnée 0, ce sont des points d’intersection de la courbe Cf avec l'axe des

abscisses.

4. a) Déterminer I'équation réduite de la tangente T, alacourbe C; au point d’abscisse 0.
Au point A(0 ; 0), 'équation de la tangente est :  y=f'(0)(x—0)+f(0)
Or f'(0)=4x0°-6x0°-22x0+12=12 et f(0)=0

Ainsi I’équation réduite de la tangente 5 ala courbe gt au point d’abscisse 0, est y=12x .

b) Etudier, sur l'intervalle [-3 ; 3], la position relative de Cf etde T, .
Pour tout réel X , considérons la différence :
f(x)—12x=(x"-2x’-11x°+12x)-12x=x"-2x"—11x*=x*(x*-2x-11)
Le signe de cette différence est ce lui du polynédme g(x):x2—2 x—11
Son discriminant A = (—2)2 —4x1x(-11)=48 ;lepolyndme ¢ admet deux racines distinctes :

x1=—2«/§+1~—2,46 et x2=2\/§+lm4,46 (qui n’est pas dans l'intervalle d’étude).

Dressons le tableau de signesde g sur[-3; 3]:

x -3 —24/3+1 3
Signe de + 0 -
g(x) signe de a signe de -a

Nous en déduisons que

.« g(x)<0pour x€ [—2+3+1;3];
« g(x)=0pour x€ [—3;-2+3+1]
Ainsi
«  flx)=(12x)>0_pour x€ [—3;—2+3+1]; la tangente T, est en dessous de la courbe gf_;

. _f(x)—(le)<0 pour_Xx€ [—2+/3+1;3]; la tangente T, est au dessus de la courbe C,.

q | :

Remarque. Ci-contre C; la | | h
courbe représentative de la /s
fonction f ainsique la
tangente T, alacourbe C;

au point d’abscisse 0, sur

lintervalle [-3 ; 3]. s




Exercice 3 On se place dans le plan muni d’'un repére orthonorme.

La courbe I représentée sur le graphique ci-dessous est 'ensemble des points de I'hyperbole d’équation

:10x+4
X+2

avec X appartenanta lintervalle [0 ; 8].

Pour toute abscisse x dans l'intervalle [0 ; 8], on construit le rectangle ABDE comme indiqué sur la figure.

On donne les informations suivantes :

 AetB sont surI'axe des abscisses —|
e Aestdabscisse x H L

* B et D ont pour abscisse 8

ﬂ
N

* E appartient a la courbe ¥ B

* D et E ontla méme ordonnée -

0 Al 2 3 ! 3 6 T HB

L'objectif de ce probléme est de déterminer la ou les valeurs éventuelles de x de l'intervalle [0 ; 8]

correspondant a un rectangle ABCD d’aire maximale.
1) a) Déterminer I'aire du rectangle ABCD lorsque x=0
b) Déterminer l'aire du rectangle ABCD lorsque x=4

2) On définit la fonction f qui atoutréel x de l'intervalle [0 ; 8] associe I'aire du rectangle ABCD.

2
On admet que 'expression de la fonction [ définiesur [0;8] estdonnée par: f(x)z —10x ++726X+32
X

Répondre au probléme posé.

Exercice 3

1) a) Pour x=0,ona AB=8 et AE=2.
- On peut lire graphiquement les coordonnées de E.
- L’équation de la courbe étant donnée, vérifions par le calcul :
10x0+4 _4

Pour x:0,y:W—5—2. ABDE a donc pour aire 16 unités d’aire.

10x4+4 _44 22

b) Pour x=4,y= a0 5 3

Pour x=4,ona AB=4 et AE:% et ainsi, ABDE a pour aire : 4><2—32:8—38 unités d’aire.



2) On cherche pour quelle(s) valeur(s) de x, le rectangle ABDE a une aire maximale.

Pour cela, nous allons étudier les variations de la fonction f.
Pour tout x € [0;8],x+2¢0, la fonction f est donc dérivable sur [0; 8] comme quotient des deux
fonctions u et v, dérivables sur [0; 8], v ne s’annulant pas sur [0; 8], avec :

o ulx)=—10x*+76x+32 et u'lx)=—20x+76

. v(x):x+2 et v'(x):1

Pour tout x € [0; 8] :

(—20x+76)(x+2)—(—10x*+76 x+32) x 1

r X —
f'lx] Py
f,(x):—20x2—40x+76x+152+10x2—76x—32
(x+2)2
f,(x)=—10x2—40x+120

(x+2)2

(x+2)2>0 donc f '(x) est du méme signe que son numérateur — 10 x°—40 x+120.
Nous reconnaissons une fonction polyndme du second degré, dont le discriminant est
A:(—40)2—4 X (— 10) x120=6400. A>0 donc il y a deux racines :

_ —[—40)+1/6400 40+80 _ —(—40)—/6400 _40—80 _

= =—6¢|0;8] etx,= 2
i 2x(-10) —20 #[0;8] etx, 2x(—10) —20
X 0 2 8
Signe de f'(x) + 0 —
(a = —10 < 0)
Variation de f v 36—
16 0

2
ou f(2): 10x2 +76><2+32:144
242 4

Le rectangle atteint son aire maximale lorsque x =2, Cette aire vaut 36 unités d’aire.

=36.

Remarque.
Autre procédé de recherche des racines de x» —10x*—40 x+120 :
2 est une racine évidente. En effet, — 10 x 22— 40x2+120=0.

120

Soit X, la seconde racine. Le produit des racines est : 2 X x2:_—10

=—12. D’'ou x,=—6.



PRODUIT SCALAIRE

Exercice 4 Les questions sont indépendantes. F

1) On considére le triangle RFA ci-contre, calculer RA.RF

Dans le triangle RFA, rectangle en A, cos(@):% ;ainsi AR=FR Xcos(@):4,55><cos(36°)
Le point A est le projeté orthogonal du point F sur la droite (AR), donc :
RA.RF =RA.RA=RAX RA=(4,55Xcos(36°))’~13,55
Finalement, RA.RF =(4,55Xcos(36°))* (valeur exacte).

2) Soit ABC un triangle isocele en A tel que BC = 6 cm. Soit H le projeté orthogonale de A sur (BC).

Faire une figure. Calculer BA.BC
Le point H est le projeté orthogonal du point A sur la
droite (BC), donc :

BA.BC=BH .BC=BH XBC=3%x6=18.
(BH= 3 cm car ABC étant isocéle en A, la hauteur issue

de A est confondue avec la médiane issue de A et H est

donc le milieu du segment [BC]).

Finalement l_%Z EE =18 .

\‘B H C
3) Soient A, B, C des points tels que E{I’:% ; 25.26:6,01 et AB=1,75 cm.
Déterminer la longueur AC.
Onsaitque AB.AC=|/4B|x||4C|xcos(BAC) ©
Ainsi L
HZE‘”Z _ AB.ACA

HAB”XCOS(BAC)

—l_ 6,01 A z
Donc ||AC||——L75X 05 ~687 A N

1,75

4) Dans un repére orthonormé (O; 1 ; ] ), soient # et W des vecteurs de coordonnées

respectives (10 ; 9) et (3 ; 5). Calculer le produit scalaire #%.W .Les deux vecteurs # et W sont-ils
orthogonaux ?

Onsaitque Z.Ww=xx'+yy'=10X3+9X5=75 .On constate que i.W#0 _; les deux vecteurs

et W _nesont pas orthogonaux.

-
u




-

5) Dans un repére orthonormé (O; I ; ] ), soient U et W des vecteurs de coordonnées respectives

(10; X ) et (3;5). Existe-t-il des valeursde X pour lesquelles les deux vecteurs U et W sont
orthogonaux ?

Onsaitque %.W=x,x,+y,1,=10X3+xX5=30+5x .

On constate que u.w=0 sietseulementsi 30+5x=0 sietseulementsi x=—6

La valeur de x pour laquelle les deux vecteurs u et w sont orthogonaux est - 6.

Exercice 5 Les questions sont indépendantes.

Dans un repére orthonormé (O ; 2 ; 7)
1) Considérons les vecteurs 71 et W telsque 1°=3 ; w =4 et [u+w|=9
Calculer #1-W

, o =2 =12 =12 e o 102
cmSaumelhw:50w+wu-wm-wwu),am.,Lw:§(9—3—4:37
2) Considérons les vecteurs 7 et W telsque |[iZ||=4 ; ||W]=3 et #-#w=6
Calculer :

2 2
o al @ W @ @ede) e

- (5u-w)(3u+w)

\/7# _\ﬁ - _\/7 — = .
I 7M||—7||u||—7><4—2\/7 ;
o w=|ulf=4=16 et W=||w|f=3=9 ;
o (a+w)=|a+w|=]ulf 25 . 0+ W[ =47 +2x6+3°=37
-»> 1—» 2 -> 1—» 2_—»2 l—» — l—»Z -2 l—» — l—>2
(u+2w) —(u—zw) =u +2><2u.w+4w (u 2><2u.w+4w )
1.2 1.7
u+—w) —(u——=w) =u.w+u. w=2u.w=2xX6=12.
- 2_. - 2_. o o

. 5u—w)(3u+w)=150"+50-Ww—=3u-Ww—w =150"+2u-Ww—w =15X1642X6—9=243 :



Exercice 6 7
Soient A(0 ; 6) B(8; 6) et C(8; 0) trois points dans un
repére orthonormé (O; 1 ; ] ).

Soient K le milieu de [AB] et L le milieu de [BC].

1) Calculer les coordonnées des vecteurs OK
et OL

2) Calculer le produit scalaire OK .OL

3) Calculer les normes des vecteurs OK

et OL

4) Déterminer la mesure de I'angle KOL

5) Déterminer la longueur KL.

6) Déterminer la mesure de I'angle OLK

1) Les coordonnées du point K et celles du point L sont :

X, +x +
. Xg= 1 "B—4 et yK:yA2yB:6 pour K ; ainsi K(4 ; 6).
X X +
. x,= 02 £=8 et yL:yCTyB:3 pour L ; ainsi L(8;3).

Les coordonnées des vecteurs 51?(xK—x0;yK—y0)=(4;6) t EZ(xL—xo;yL—yo)=(8;3) .

2) Calculons le produit scalaire OK .OL

OK.OL=xXx'+yXy'=4X8+6X3=50

3) Calculons les normes des vecteurs :
° u@u:\/(XK_x0)2+(J’K_J’0)2:\/42+62:24@
o oLl=v e xo P (v, =y P =8 437 =T3

4) Déterminons la mesure de I'angle KOL

OK.OL _ 50
loxlx[loz] 2v13+73

Utilisons la touche « arcos » de la calculatrice ( I?O\L:Arcos(z %0 73)
v vV

51?5>L=||512”><H5>LH><COS(ITO\L) donc cos(]@):

Finalement, KOL estégal a 35,75° au centiéme prés.
5) Déterminons la longueur KL.

Dans le triangle LBK, rectangle en B, appliquons le théoréme de Pythagore,
KL’=KB*+BL® ,ainsi KL=14+3’=5

6) Déterminons la mesure de I'angle OLK

Dans le triangle OLK, appliquons la formule d’Al Kashi :

— _— . OK*-KL*-oL®
OK’=KL*+0OL*—2 KLXOLXcos(OLK) : ainsi LK )=
cos ) ;ainsi cos(OLK) S KL<OL

4X13-25-73 4,6
2x5xvV73 73

Finalement OLK est égal 4 57.43° au centiéme prés.

Puis, cos(O/LT():— . Utilisons la touche « arcos » de la calculatrice.




ALGORITHMIQUE

Exercice 7

. , . . 4n+1
Soit la suite (vn) définie tout entier naturel n, par v, = .
2n+3

1) Etudier le sens de variations de la suite (vn).

* Pourtout n€ IN, considérons la différence v,,,,—Vv,, :

n-

_4(n+1)+1 4n+1_4n+5 4n+1_(4n+5)(2n+3)—(4n+1)(2n+5)

Yot TV T (4 1)+3 2n+3  2n+5 2n+3 (2n+3)(2n+5)
. _, —8n+12n+10n+15-8n"=20n—2n->5
T (2n+3)(2n+5)
10
\%

1 V0T (2 n43)(2n+5)

* AinsipourtoutneIN, v__.—v >0;puisv _,.>v ;lasuite v |est strictement croissante.
p n+1 n n+1 n n

2) Ecrire une fonction « seuil » en Python, qui renvoie le premier indice n pour lequel le terme v, dépasse un
seuil donné. Que renvoie « seuil(1.9) » ?

1- def seuil(x): Python 3.10.2 (main, Sep 15 2022 23:28:12)
2 k=0 Type "help", "copyright", "credits™ or "license"

3 u=1/3 >>> # script executed
4~ while u < x: >>> seuil(1.9)

5 k=k+1 25

6 u=(4*k+1)/(2*¥k+3) N

7 return k+1



