Corrigé

1. f estdérivable comme fonction polynéme et pour tout réel x, f'(x) = 1 — 2x.
ET ff(x) =0 x =%.
Et comme le coefficient directeur de f'(x) est négatif (affine avec —2 < 0), alors
f'x)=0 sur]—OO; %] et f'(x) <0 sur E ; +00[.

X —oo 0 > 1 +o0
Signe de f'(x) + + 0 - -
1
Variations de f 4
6 0
2. Soitn €N,
Upp1 — Uy = —U,2 < 0, car le carré d’un réel est toujours positif. Ainsi, la suite (u,) est

décroissante.

Enoncé : Pour tout entier naturel n, P(n) désigne : « 0 < u,, < 1 ».

Initialisation : Pourn = 0, 0ona 0 < uy < 1. P(0) est bien vraie.

Hérédité : Supposons que la propriété est vérifiée pour UN CERTAIN RANG n € N, soit 0 < u,, < 1.

Et montrons, sous cette hypothése, que P(n+1) est vraie, c’est-a-dire, 0 < u, .1 < 1.
Alors,

0 < u, <1, parhypothése de récurrence.

0< f(uy) < %, d’aprés le tableau de variationsde f (Vx € ]0;1[,0 < f(x) < 1)
0<u,; <1

Donc la propriété est vraie au rang n + 1.

Conclusion : On a P(n) est vraie au rang 0 et est héréditaire, par le principe de récurrence,
vneN, O0<u,<1.

4. On définit la suite (v,,), pour tout entier naturel n, par v, = -
n
a. Soitn €N,
1 1 1
" Un+1 Up — unz un(l - un)
On constate aussi que,
1 1 1—-u, U, 1—-u, +u, 1

Un 1- Un un(l - un) un(l - un) un(l - un) un(l - un)

D’ou,



1 1

v = —
n+1 un 1 _ un

D'une part v, = — etd’autrepart 1 —u, = 1 —— = 2= d'oyl —— =
Un Un Un 1-uy vp—1
Enfin,
N U +vn—1+1 +vn—1+ 1 1+
v =7 =7 _— =7 =
ey -1 v, — 1 "y, -1 v, -1 " v, — 1

Enoncé : Pour tout entier naturel n, P(n) désigne : « v,, > n ».

Initialisation : Pourn = 0,ona 0 < uy < 1, donc v, = ui > 0. P(0) est bien vraie.
0

Hérédité : Supposons que la propriété est vérifiée pour UN CERTAIN RANG n € N, soit v, > n.
Et montrons, sous cette hypothese, que P(n+1) est vraie, c’est-a-dire, v,,,1 > n + 1.

Alors,
1

Vp—1

Upnp1 =V, +1+ par la question 4(a).

L >o.

Or v, > n, par hypothése de récurrence, en particulier v,, > 1, donc
1

Un—

Ainsi, v = v, + 1+ > n + 1. Donc la propriété est vraie au rangn + 1.

Un
Conclusion : P(n) est vraie au rang 0 et est héréditaire, par le principe de récurrence, Vn = 0,

o0<u, <1

. 1 1 . .
On a, pour tout entier naturel non nuln, v, > n donc0 < - < — par la fonction inverse
n

. . ). 1
strictement décroissante sur |0 ; +oo[, d’ou 0 < u,, < —~

1 (s : .

Ona lim == 0, par le théoréme des gendarmes, lim u, = 0. D’ouU la convergence.
n—+oo N n—-+oo

Dans cette question on prend uy, = —2.
Ve . ’ . n

Enoncé : Pour tout entier naturel n, P(n) désigne : « u,, < —22" ».

Initialisation : Pour n = 0, on a d’une part uy = —2 et d’autre part, —22° = —11 = —1 donc
Uy < —22°. P(0) est bien vraie.

Hérédité : Supposons que la propriété est vérifiée pour UN CERTAIN RANG 1 € N,
soit u, < —22",

Et montrons, sous cette hypothése, que P(n+1) est vraie, c’est-a-dire, U, 1 <
Alors,

u, < —22" par hypothése de récurrence,

flu,) < f(—Zzn), car f est croissante sur ]—00 ,%]

n+1
—227,

on any2
Unyq < =227 — (=227)".

2n 2M%2
un+1 S _2 - 2 .

on on+1
un+1 S _2 - 2 .

+1
or, —22" <0, donc Uy, < —22"".
La propriété est donc vraie au rang n + 1.
Conclusion : P(n) est vraie au rang 0 et est héréditaire, par le principe de récurrence, Vn € N,

u, < —2%".



b.

lim 2™ = 400, car suite gé¢ométrique de raison 2 > 1.

n—-+oco
Par composition et produit (par —1), lim (—2%") = —o0.
n—>+oo
Par le théoréme de majoration, lirP u, = —oo. La suite (u,) diverge.
n—->+oo

Ecrire une fonction Seuil() en langage Python qui permet de renvoyer I'entier naturel n a
partir duquel u, < 10199,

def Seuil():
u=-2
n=0
while u>-10**100:
u=u-u**2
n=n+1
return n

L’appel de cette fonction renvoie n = 8. On constate la vitesse de la divergence de la
suite (u,,), en huit coups, on a déja : ug < —10190,

Conclusion :
On constate que le terme initial d’une suite, définie par récurrence, joue un réle

primordial dans le comportement de cette suite (monotonie, limite et vitesse vers cette
limite).



