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Méthodes de rédaction Chapitre 4
Continuité

Exercice 1

2 —dr+5siz <2

1. Etudier la continuité sur R de la fonction f définie sur R par f(z) = { St TSz 2
—3x six

22 —dx+5six<?2

2. Etudier la continuité en 2 de la fonction g définie sur R par g(z) = .
—3x+5Hsiz>2

Correction exercice 1

1. f est continue sur | — co ; 2[ comme fonction polynome.
f est continue sur |2 ; +oo[ comme fonction polynéme.

Etude de la continuité de f en 2 :

e lim (2 — 4z +5) = 1 donc lim f(z) =1
T—2 2

<2 r<2

e lim(—3z+7)=1donc lim f(z) =1
r—2 r—2
z>2 r>2

e f(2)=22-4x2+5=1
On a lim f(z) = lim f(z) = f(2) donc f est continue en 2.
T—2 T—2
<2 z>2
On en déduit que f est continue sur R.
2. e g(2)=22-4x2+5=1
e lim(—3z +5) = —1 donc lim g(z) = —1
T—2

T—2
r<2 <2
On a lir% g(x) # g(2) donc g n’est pas continue en 2 .
T—r
<2

Exercice 2
Soit (vy,) la suite définie par vy = 0,1 et pour tout entier naturel n, v,4; = 1,60, — 1, 611%.
. . o 1 9
1. On consideére la fonction f définie sur |0 ; 3 par f(z) =1,6x —1,6x°.
a. Résoudre I'équation f(z) = x.

1
b. Montrer que la fonction f est croissante sur l'intervalle [0 ; 2].

2. Pour la suite de I’exercice, on remarquera que, pour tout entier naturel n, u,+1 = f(up).

a. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0 < v, < V41 < 3

b. Justifier que la suite (v,) est convergente.

c. On note ¢ la limite de la suite (vy,). Justifier que ¢ vérifie f(¢) = ¢, puis en déduire la valeur de /.



Correction exercice 2

1
1. a. Soitx € [O; 2},f(x):x©1,6x—1,6x2:x@O,Gx—lﬁa:Q:0<:>x(0,6—1,6x):0

0,6 3
-8

Srx=00u0,6-16z=0z=00uz=

—_
(=]

9

1
b. La fonction f est dérivable sur {0 ; 2] comme fonction polyndme.
1

Pour tout = € {0 ; 2], ff(x)=1,6—-1,6 x 22 =1,6 — 3, 2x.

. ‘ 1

Etudions le signe de f'(x) sur [O ; 2].

1
0<x< 3 donc 0 > —3,2x > —1,6 en multipliant par —3,2 < 0, d’ou 1,6 — 3,22z > 0
1 1
On a donc f/'(z) > 0 sur [0 ; 2} donc f est croissante sur [0 ; 2}

2. a. Pour tout n € N, on pose P(n) la propriété : « 0 < v, < vp41 < % ».
Initialisation : Pour n =0
vo=0,1et vy = f(vo) = £(0,1) =1,6 x 0,1 — 1,6 x 0,12 = 0, 144 donc on a bien 0 < vy < v; <
Donc P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel quelconque fixé.

N

1
On suppose que P(n) est vraie, c’est a dire, 0 < v, < vp41 < 5 (hypothese de récurrence).
Montrons que, sous cette hypothese, P(n + 1) est vraie, c’est a dire, 0 < vp41 < vppo < 5

1
Par hypothese de récurrence, 0 < v, < vpy1 < oh

1
En appliquant la fonction f qui est croissante sur [O ; 2} , on obtient :
1
FO) < f0) < fon) < 1 (5)

2
Or, f(O):1,6><0—1,6><02:0,f<;> :1,6><%—1,6>< <) :0,4§%,
f(un) = uny1 et funt1) = uny2
On a donc 0 < vp11 < vpyo < 7 Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion. La propriété P(n) est vraie au rang 0, et elle est héréditaire, donc elle est vraie pour
tout entier naturel n. On a donc, pour tout entier naturel n, 0 < v, < vy < 3
b. Pour tout n € N, v,, < v,41 donc la suite (vy,) est croissante.
Pour tout n € N, v, < % donc (vy,) est majorée.
La suite (v,) est croissante et majorée, donc d’apres le théoréeme de convergence monotone, elle
converge.
c. e Pour justifier que f(¢) = ¢, on peut utiliser I'une des deux rédactions suivantes :
Rédaction 1. Pour tout n € N, v, 41 = f(vy).

La suite (v,) converge vers ¢ donc 1irJ£1 Un+1 = £. De plus, la fonction f est continue car dérivable
n—-+00o

sur R donc lil_}_l f(un) = f(¢). Par unicité de la limite, ¢ vérifie f(¢) = ¢.

n—-+0oo
Rédaction 2. La suite (v,) converge vers ¢. De plus, on a pour tout n € N, vp,41 = f(vy,) avec f
fonction continue car dérivable. Donc la limite ¢ vérifie f(£) = £.



e La limite ¢ est donc solution de 1’équation f(z) = x.
8

D’apres la question 1.a.,ona £ =0 ou { = 3
Or, la suite (vy,) est croissante, donc pour tout n € N, vy < v, d’ott vy < /.

3
Puisque vy = 0,1 > 0, on en déduit que £ > 0. On a donc nécessairement ¢ = 3

Exercice 3

On considére la fonction f définie sur 'intervalle [—20 ; 20] par f(z) = (—2x + 30)e%22=3,

1.

a.
b.

a.
b.

Montrer que f'(z) = (-0, 4z + 4)e®?*=3 pour tout réel x de I'intervalle [—20 ; 20].

Dresser le tableau de variation de la fonction f sur Iintervalle [—20 ; 20].

On précisera la valeur exacte du maximum de f.

Montrer que, sur l'intervalle [—20 ; 20], I'équation f(x) = —2 admet une unique solution «.

Donner un encadrement de o« d’amplitude 0, 1.

Correction exercice 3

1.

a.

La fonction f est dérivable sur [—20 ; 20] comme produit et composée de fonctions dérivables sur
[—20 ; 20]. Vz € [-20; 20],
f(x) = —2e%2773 1 (=22 +30) x 0,2 x 22773 = e0:22=3(_2 — 0,42 + 6) = %2*73(—0, 4z + 4)

. Etudions le signe de f'(z) sur [—20 ; 20].

Sur [-20 ; 20], €%2¥73 > ( car exp est strictement positive sur R, donc f’(z) est du signe de —0, 42 +4
(fonction affine de coefficient directeur —0,4 < 0).

—0,4 4=0&1z= =10
A 70,4
T —20 10 20
Signe de n 5
—0,4z 4+ 4
Signe de f'(z) + 0 -
10e!
Variations de f / \
70e~" ~10e
Sur Uintervalle [—20 ; 10] la fonction f est positive donc ’équation f(z) = —2 n’a pas de solution.

Sur l'intervalle [10 ; 20] la fonction f est dérivable donc continue et strictement décroissante.

f(10) = 10e7t ~ 3,7 et f(20) = —10e ~ —27,2, donc —2 €]f(20) ; f(10)[.

D’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(x) = —2 admet une unique
solution a sur l'intervalle [10 ; 20].

Finalement, sur l'intervalle [—20 ; 20], I’équation f(x) = —2 admet une unique solution a.

. A Dlaide d’une calculatrice, on obtient :

f(15)=0> —2et f(16) ~ —2,443 < —2 donc 15 < a < 16.
f(15,8) ~ —1,877 > —2 et f(15,9) ~ —2,154 < —2 donc 15,8 < a < 15, 9.



