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Devoir maison n°1 : Suites et probabilités conditionnelles

EXERCICE 1.
Voici un arbre qui illustre la situation, les pondérations sont calculées ci-dessous.

=

Par équiprobabilité, on calcule :
a. Pg,(F) = g (il reste 5 filles et seulement 3 gargons).

. 4 5 0
b. P(Gl N Fz) = P(Gl) X PGl(Fz), soit P(Gl N Fz) = ; X g = _2 = E
. 5 4 5
P(Fl N Gz) = P(Fl) X Ppl(Gz), soit P(Fl N Gz) = ; X g = E
AinSi, P(Gl N Fz) = P(Fl N Gz)
. 5 4 5
2. P(Fl n Fz) = P(Fl) X PF1 (Fz), soit P(Fl N Fz) = ; X g = E.

3. Oncherche P(F,).
Les événements G; et F; forment une partition de l'univers, par la propriété des probabilités
totales,on a:

5 5 5
P(F;) = P(Gy) X Pg, (F,) + P(F1) X Py, (F) = s+ - =12.0

4. On note X la variable aléatoire égale au nombres de filles désignées.
a. Lesvaleurs possibles de la variable aléatoire X sont 0, 1 ou 2. Soit X(Q0) = {0; 1; 2}.

4 3 1
5 5 5
EtP(X=O)+P(X=1)+P(X=2):%+§+15—8:3+1g+ :%:1,

D’ou la loi de probabilité de X.

10+10 _ 20 _ 10

18 18 9~

b. EX) = 0X>+1X>+2X—~>=
18 9 18



EXERCICE 2.
On considére la suite (u,,) définie sur N, par uy = 2 et, pour tout entier naturel n,

Up41 = _Eunz + 3u, — E
Partie A.
1 ou=—uf+3u—>=-2+6-15=25
u, = —2u?+3u, —>=-3,125+7,5— 1,5 = 2,875.
21 2

2. Par la calculatrice, on obtient u; = 2,99219 et u, = 2,99999.
3. Conjectures : Il semble que la suite (u,,) est croissante et que sa limite existe et qui vaut 3.

Partie B.
On considére la suite (v,,) définie, pour tout entier naturel n, par v,, = u,, — 3.
1. Soit n un entier naturel,

Vpy1 = Uppr — 3 = —%urzl + 3u, —Z— 3= —%urzl + 3u, —§= —%(u,zl —6u, +9) = —%(un —3)2.
Soit Vg = —%vnz. Onutilisea? —6a+9 =a?—-2x3xa+3%=(a-3)2%

2. Enoncé : Pour tout entier naturel n, P(n) désigne: « —1 < v, < 0 ».

Initialisation : Pourn = 0,0navy =uy; —3 =2 —3 = —1,d’ou —1 < v, < 0. P(0) est bien vraie.

Hérédité : Supposons que la propriété est vérifiée pour UN CERTAIN RANG n € N, soit —1 < v, < 0.
Et montrons que, sous hypothése, P(n+1) est vraie, c’est-a-dire, —1 < v,,,; < 0.

Alors,
—1 < v, < 0, par hypothése de récurrence.

0< vnz < 1, carlafonction carrée est décroissante sur [—1 ;0]

1
2

1 . 1
< —zvnz < 0, car on multiplie par —5< 0.
. 1
Soit =1 < v,41 <0, puisque —1 < -5

Donc la propriété est vraie au rang n + 1.

Conclusion : On a P(n) est vraie au rang O et est héréditaire, par le principe de récurrence, Vn € N, -1 < v, < 0.

3.
1 I .
a. SoitneN, v, 1 —v, = —Ev,% — v,,. On force la factorisation par —v,, on obtient :
1 Uy 1
Ups1 — Up = — Uy (E VUp — —Un> = -V, (E Uy + 1)

b. Il suffit d’étudier le signe de v,,, 1 — v, sous sa forme factorisée trouvée ci-dessus.
. 1 1
Pour toutn > 0, v, < 0 (voir B.2) donc - v, = 0. De plus, —1 < v, < 0 donc -5t 1< Stn t 1<1

Soit 0 < % < %vn + 1 < 1. Ainsi, —v, (% v, + 1) > 0,d’ ol v,41 = vy,. La suite (v,) est croissante.



La suite (v,,) est croissante et minorée par 0, donc elle est convergente vers un réel, par le théoréme
de la convergence monotone.

r=-1p o rtlrr_po £(1+1£)=o o f=00uf=—2.
2 2 2

Or, pour tout entier natureln, —1 < v, < 0,donc?® = 0.

vn=20,v,=u,—3 © u, =v, +3.
D'unepart, Ups; —Up =Vpy1 +3— (W +3) =V +3 -1, —3=v,41 — 1, = 0.
Dol Upiq = Uy.
Et d’autre part lim v, = 0 et par somme de limite lim = 3.
n-+oo n-+oo
Les conjectures de la partie A sont bien valides.

Ci-dessous la fonction Python qui envoie le premier entier naturel n tel que |u,, — 3| < 107°.

def distance():
n=0
u=2
while abs(u-3)>=10**(-9):
u=-0_.5*y**243*y-1_.5
n=n+1
return n

La fonction distance() renvoien = 5.



