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1re-SUIT-01 Fiche de calcul n°1 Suites

Généralités sur les suites

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 1.1| — Des puissances. 4

Ecrire a I'aide d’une seule puissance les expressions suivantes.

a) (=1)*x (345 ... b) —1*x (37172 .. c) (—1)°x3tx2t.
Calcul 1.2| — Des fractions. 4
Mettre sous méme dénominateur les expressions suivantes.
z+3 2z-1 w @ 3z — 8
. b) —+—- .......... 24— ...
a) s T ) 5T c) 2+ 3
Calcul 1.3 — Des carrés. 4
Développer les expressions suivantes.
a) (Bz+1)2....... b) (4z—3)% .......

Suites définies explicitement
)

{4
Soit (un)n la suite définie pour tout n € N par u,, = n® + 4n + 1. Calculer :

A) UD = e C) UZ = et

D) w1 = oo d) us= .o

0o
Soit (uy)n la suite définie pour tout n € N par wu,, = — = Calculer :

8) UQ = e C) U= et

b) UL = ittt ieii ettt ivanaans d) UG = ittt iieii it ivaansans
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Soit (uy,)n la suite définie pour tout n € N par u,, = 2n — 1. Exprimer en fonction de n :

a) Upt1

b) Un—1

calcul 1.

Soit (un)n la suite définie pour tout n € N par uw,, =n

Soit (vy,)n la suite définie pour tout n € N* par v,, =

Suites définies par récurrence
|

(="

c)

2

— n. Exprimer en fonction de n :

c)

Uop+1 = -+

. Exprimer en fonction de n :

Soit (uy)n la suite définie par ug = 3 et, pour tout n € N, u, 1 = 2u, + 1. Calculer :

Soit (un,)n la suite définie par ug = —1 et, pour tout n € N, u, 11 = —u,, — 1. Calculer :

Fiche n° 1. Généralités sur les suites



00

Soit (uy)n la suite définie par ug = 1 et, pour tout n € N, u,+1 = (n + 2)u,,. Calculer :

A) UL = et C) U = ereriet

b) U == e e e e d) UG == e e e e

00

Soit (un)n la suite définie par ug = 1 et, pour tout n € N, uy, 41 = 3" X u,,. Calculer :

Q) UL = et C) U3 = et

b) U2 == vttt iii ittt d) UL = ittt ieii ittt

00

Soit (un)n la suite définie par ug = 0 et, pour tout n € N, u, 11 = y/u2 + 2n + 1. Calculer :

Q) UL = e C) U3 = e

b) UY == et e e d) Ug == e e

00
1

Soit (uy,)n la suite définie par ug = 1 et, pour tout n € N, w41 = (n + 5) X Uy,. Calculer :

a) UL = cei it iiii ittt C) U3 = cii i iieii ittt

b) wo= .o d) ug= .o

Suites définies par récurrence avec parametre
N

salcul 1.15 — Une suite définie par récurrence avec parameétre. 00
Vo = a

Exprimer en fonction de a :
Up41 = 2v, + 1.

Soient a € R et (vy,), la suite définie, pour tout n € N, par {
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Jalcul 1.16| — Une autre suite définie par récurrence avec parametre. 00

wp =1 . .
Exprimer en fonction de a :

Soient a € R et (wy,), la suite définie, pour tout n € N, par "
Wp+1 = a4 XWp.

Q) WL = oviriiiiniiiiniiaeeeed | C) W T e

b) wa

Calculs plus avancés
(D

Calcul 1.17] — Suite et fractions.

Soit (uy)n la suite définie par u; = 1 et, pour tout n € N, u, 1 =

Calculer la moyenne des trois nombres us, us et uy

Calcul 1.18

Dans chacun des cas suivants, donner la valeur de n € N pour laquelle on a u,, = 4.

R

a) La suite (uy)n définie pout tout n € N par u, = —6n+64 ............coou....
. A@ n? — 20
b) La suite (uy), définie pout tout n € N par u,, = B S
n

Réponses mélangées

5%% 4x +5 —1
8 4n? —2 = 2a+ 1 7 10 63 -
e 6 6 @t o+ 1
1 1
an? + 2n 13 — 1 6 729 1622 — 242+ 9 3 —6* —32
36 omn
1 1
24 6 3 4 12 - dn —1
a a a+3 0 2 in 3 0 n
3z 42 11 1 7 )
o — 1 2 1 1 = —~
n—3 5 1 n 3 5 3 n“+n
105 15 3 3
—_ 2 2 1 = z 1 z
T a 7 5 1 5 6 8a+7
16a + 15 13 922 + 6z + 1 22 -1 4 320 -1 on+1

» [Réponses et corrigés page 149
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1re-SUIT-02 Fiche de calcul n°2 Suites

Suites arithmétiques

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 2.1] — Des fractions. 4
Ecrire sous forme de fraction irréductible les nombres suivants.

2 1 1 2 2 2

e b) - —= ..... 24— ..., d 2—=......
9 373 ) 375 ) 2+7 ) 2-3
Calcul 2.2| — Des petites équations. 4
Résoudre les équations suivantes, en donnant la valeur de leur unique solution.

2 1 2 1 2z 1 =z

=6 ... b) - ——-x=4......... ——— =——+4 -
@) 3 ) 375° ) 375573
Calcul 2.3 4
Résoudre les équations suivantes, en donnant I’ensemble de leurs solutions.

2
1 2
a) (:L‘—g> =2 socaavooosc c) z°—6x+9=0..........
1\? 2 2

b) (21;_5) 4 Q) @-1P=(+2? ...

Premieéres suites
(G

0

Soit (un)nen la suite arithmétique de raison 4 et de premier terme ug = 6.

Fiche n° 2. Suites arithmétiques 7



Soit (un)nen~ la suite arithmétique de raison 3 et de premier terme u; = —5.

calcul 2.

Soit (un)nen la suite arithmétique de raison 3 telle que us = 8.

Secondes suites

c)

)

U101 =

U201 =

Soit (un)nen la suite arithmétique de raison r telle que uz = 23 et ug = 7.

Calcul 2.9

. . . " . 4 17
Soit (un)nen la suite arithmétique de raison r telle que uy = 3 et u13 = 9
T L
b) 0 T
8 Fiche n° 2. Suites arithmétiques



00
Soit a € R. On considére (uy,)nen la suite arithmétique de raison a telle que ug = a.
Exprimer en fonction de a et de n :
Q) ULO = e D) Up = i
00
Soit a € R*. On considére (uy,)nen+ la suite arithmétique de raison r définie, pour tout n € N*, par
a’?+(n—1)
n— .
a

A) T D b) w1 = oo
00

. N . o 3+ dan
Soit a € R. On considére (uy,)nen la suite définie, pout tout n € N, par u,, = 5
Déterminer la valeur de a pour que la suite (uy,)nen soit arithmétique de raison 2 ..........
00

On considére la suite (uy,)neny définie par ug = 1 et, pour tout entier naturel n, par :

Unt1 = /3 +u2.

On admet que la suite (u,)nen a tous ses termes positifs.

Puis, pour tout entier naturel n, on pose v,, = u2. On admet que la suite (v, ), est arithmétique.

a) Déterminer la raison de la suite (vy,)p

b) Exprimer v, en fonction de n

Réponses mélangées

% —5—65 T 5 (etDa % % 53 {%—\/5%4-\/5}
(3} g 1430 -2 296 g 406 596 —% {_Z, Z}
6 1 12 1
18 10  1la -4 . % 8 - - 1 {_§i7
3009 22 M = —p 1 4 2 - o

» [Réponses et corrigés page 151f
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1re-SUIT-03

Fiche de calcul n°3

Suites géométriques

Quelques calculs généraux pour commencer
O

Suites

Calcul 3.1 — Des développements. 44
Développer les expressions suivantes.
a) (26—3)% ... c) —3(—x+2)(6—>5z)
1\* 3
b) (7—8z)8x+7) ...... d) 5 -3 +4_1 .......
Calcul 3.2 — Des factorisations. 44
Factoriser les expressions suivantes.
4 25

472 —49 ...l d 2
a) 4z ) 9 1
b) (5-32)2—16 ........ e) 1212% — 1102425 ....
c) —gxz —6z ...........
£) Bz—=7)(x4+5)— Bz —T7)(—4Z +3) «erriiri
Calcul 3.3 — Images. 44

3

On consideére la fonction f définie par f(x) = g — g pour tout réel x.
Calculer les images de :

3 2v/2
a) S b) L reasansasnsnsanns

4 5
Calcul 3.4 — Antécédents. 44

1
On consideére la fonction f définie par f(z) = —2% + 5 pour tout réel z.
Déterminer les antécédents de :
3

0 o b) ——
) ) -5
10 Fiche n° 3. Suites géométriques



Calcul de termes
"~

0

La suite (u,)nen est une suite géométrique de raison ¢ = 2 et de premier terme uy = 3.

Q) CAlCULET Uy« et

D) Calculer Us ..o

00

La suite (un)nen est une suite géométrique de raison ¢ = V/3 et de premier terme ug = —

5l-

a) Exprimer u, en fonction de n ..... ... ..

D) CalCULEr 1193 « .o vne ettt

00

3
On cousideére la suite (uy,)nen géométrique de raison ¢ = 3 telle que ug = 16.

a) Donner 'expression de u, en fonction de n ...

b) Combien vaut ujg ?

On donnera le résultat sous la forme d’une fraction de puissances.

Calcul de raisons et de termes
D

00

On consideére la suite (un)nen géométrique de raison q telle que uz = V2 et ug = 27V/2.

a) Déterminer la valeur de la raison de la suite ......... ...t

D) CalCUler 1y .o vvee et

Fiche n° 3. Suites géométriques 11



00

Soit (uy)nen une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme ug telle que ug =

w

— et =12.
46 Uy

a) Déterminer les deux valeurs possibles de la raison ¢ ................ ... ...

D) CAlCULET U0+ .ot e

000
Soit ¢ un nombre réel.

On considére (up)nen une suite telle que ug; = a, ugo = a — 2 et ug3 = a+ 1.

a) Déterminer la valeur de a pour que la suite (u,)nen soit géométrique ............

b)  Calculer dans CE CAS U -+« v vttt et

4

Soit ¢ € R. On consideére la suite géométrique (u,)nen de raison g telle que ug = —5 et ug = 10v/2.

a) DELErminer § .......oooi i

D) CALCUIET U« v eveee et

¢) Exprimer ug, en fonction de n ... ...

d) Exprimer ug, en fonction de n ....... ...

Réponses mélangées

V2 20 5\ (2 b . V2-3 T
% 3 (F-3)(F+y) tem-t 3 5 —se(3+2)
4 (2
3(1 —32)(3 —x) 192 (11z — 5)? 4o® — 122 +9 —z X <§> 49 — 64a2” -3
3\"° -1 3 5
CqEn2 _ (=)t x5 9 2 _ n—3
1522 + 48z — 36 26 48 o3 5 /3" 0 522 — 5z + 2 5% 2

» [Réponses et corrigés page 153
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1re-SUIT-04 Fiche de calcul n°4 Suites

Calcul de sommes I
Prérequis
Dans cette fiche, on utilisera la notation suivante : si u1, ..., u, € R, on note

Zukzm—l—uz—l----—l—un.
k=1

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 4.1] — Quelques simplifications. 4

Ecrire sous la forme a\/l_), avec a € Z et b € N, les nombres suivants.

a) VA5 —TV5 .o ¢) 5—(V3-v2)? ...

b) 3vVO8—5vV2 ... ...

Calcul 4.2] — Avec la quantité conjuguée. 4

Ecrire sans radical au dénominateur les nombres suivants.

A) e e c)

b) 2 -6 a0 V2 -1
g Py 1
— Quelques fractions. 4

Soit m € R un nombre réel différent de —1, 1, 0, et 2.

Effectuer les calculs suivants.

2) m—l_ 1
- ] 0099850505000503C00508000058a0505850 00 3E00008 0090580090 5800C0E0005800505C0¢
m—3 3
b eSS AU
) 2m—4  2m
) 4m m+ 2
c M1 D) T
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Premiéres sommes
(G

Rappel
Sin €N*, ona k:n(nT—i-l).
k=1
— Sommes d’entiers consécutifs. 00
Calculer les sommes suivantes.
n+1 n
a) D ko d) D(k=1) oo
k=1 k=1
n 2n
b) koo € D> ki
k=2 k=n
n+1
c) Z koo
k=2

Secondes sommes
(G

Rappel

e La somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique vaut

nombre de termes X (premier terme + dernier terme)
5 .

e La somme des termes consécutifs d’une suite géométrique de raison g (ot ¢ # 1) vaut

( __ _nombre de termes)

premier terme X
1—¢q

4
Soit (uy)y une suite arithmétique de premier terme ug et de raison 7.

Dans chacun des cas suivants, calculer :

15
a) E Uk, SLUY =2 €0 T =4 ot
k=0

18
b)Y uk, Siug=—Leb =3 .
k=5

14 Fiche n°4. Calcul de sommes I



Soit (), une suite géométrique de premier terme ug et de raison q.

Dans chacun des cas suivants, calculer :

8 12
a) Zuk,siUO:Qetqzél ....... b) Zuk,siu():fletq:fi}....

k=0 k=5
Calcul 4.7| — Utilisation du symbole de somme (I). 00
Ecrire & I'aide du symbole Z les expressions suivantes.

2 22 23 210
a) 3724‘373""3*4""’—@ .............................................................
D) 2ty

2 tmto s RV TrER KR LR R LR LR E YRR T RESRRRRTLIRRRLS
c) —142-2242% 2t 4. 0
d) 1422 20 4 20 o b 22
Calcul 4.8 o
Soit n € N*. Calculer :

n 2n
a) Y 1 dy Mook

k=1 k=n
by Y2k e) Y o3F

k=1 k=0

2n 2n+1
o) Y 2P I N § L

k=0 k=0
Calcul 4.9 — Utilisation du symbole de somme (II). 00
Ecrire & I'aide du symbole Z les expressions suivantes.

1 1 1 1

-+ -4+ =44+ —, ot N
a) 2+4+8+ +2n,oun€
b) 1 =244+ -+ (=2)", 0unEN L.

ya_lylo1y 1

d 57371 on T o PO P EN

2 4 8 2n+l
d) o+ —F+ =4+ —— 0unEN

) 3+15+7+ +3><5” oun

Fiche n®4. Calcul de sommes I 15



Soit n € N*. Calculer :

Calculer la somme de tous les entiers impairs compris entre 1 et 2 000

Réponses mélangées

"L gktl 3 7—2y10
2n(2ntl — 1 —4 1+ =(3" -1 —
n ( ) ,§3x5k VE o 1)+ 53" 1) 3
5 m? — 6 3n(n+1)
1 000 000 on+2+-(3"F -1 —398 520
245 ) 2m(m — 2) 2
3n+1 1 35
— (—(=2)F) 16v2 22" —1)+=(3"—1) 2ntl 9
k=0
n 10
(n+1)(n+2) 1 n?+n—2 m?—m—1 2k
AEA A — 0 —497 -
2 ; 2k 2 m(m + 1) ; 3k+1
n n 2n+1 k+1 2
2v/3 — 32 -1 - 2
k=0 k=0 k=1 m(m +1)(m — 1)
2/2 -1 1—47t1 5 1
\/_T 422" 1) 174762 n+l+—g n("2+ )
9
21—k -1 2
3 2 2 2

» [Réponses et corrigés page 150|
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1re-SUIT-05 Fiche de calcul n°5 Suites

Calcul de sommes 11

Prérequis
Dans cette fiche, on utilisera la notation suivante : si u1, ..., u, € R, on note

Zuk=U1+UQ+"'+un
k=1

e Pour une suite arithmétique (un)n, on a

ny
Zunz(nl_noJrl)X(“"O—;’“"l).

n=ng

" B l_qn+1
e Pour ¢ # 1, on a Zq =Tq.
k=0

Quelques calculs généraux pour commencer
S

4

Développer, réduire et ordonner par puissances croissantes de = les expressions suivantes.

a) (z+1)(x—2) cooiiiiii b) (2—x)<§+gaz> ..............

Calcul 5.2] — Quelques fractions. 44
Soit 2 un réel distinct de 1. Ecrire les expressions suivantes sous forme d’une seule fraction simplifiée.
1 (z-5)(2+=z)
1— —— b —4 - ...
2 @ 11—z ) @ z—1

Sommes et écritures littérales
(D

0

On considére deux réels a et b.

4
a) Combien y a-t-il de termes dans la somme Z afbtke
k=0
4
b) Ecrire Z a*b*=* sous sa forme développée ..................
k=0
4
c) Calculer (a —b) Z aPVITR
k=0
o

Fiche n° 5. Calcul de sommes II 17



On considere deux réels a et b.

6
a) Combien y a-t-il de termes dans la somme Z(fl)kaG*kbk ?7 .
k=0

6
b) Ecrire 2:(—1)]’%16*’“17”C sous sa forme développée ................
k=0

6
c) Calculer (a +b) Z(—l)kaﬁ_kbk ................................
k=0
L
On considere un réel a.
6
a) Combien y a-t-il de termes dans la somme Z a(=1)k7
k=0
6
b) Ecrire Z a®(—1)57% sous sa forme développée ..................
k=0
6
c) Calculer (a+ 1) Z e G )
k=0
alcul 5.6) — Une formule phare. 00
Calculer, en fonction de b et n, (1 — b) Z U
k=0

Somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique
N ——————.——.—.——.—.————

©
On considére une suite (uy,)n, qui est arithmétique, de premier terme uy = 1 et dont la raison vaut r = 2.

Calculer :

10
a) Z Upy + e e et et e e e
n=1

15
b) Z Tgy, « e ettt e e e
n=>5

N
c¢) Calculer Z un en fonction de N ..o i

n=0

18 Fiche n° 5. Calcul de sommes I1



Salcul 5.8 0o
3
On considére une suite (uy)n, qui est arithmétique de premier terme uy = —2 et dont la raison vaut r = 3
Calculer :
5 15
a) Z Uy weeeee e b) Z Uy weeeee e e
n=1 n=0
4N
c) Calculer Z un en fonctionde N ...l
n=0

Somme des termes consécutifs d’une suite géométrique
|

Calcul 5.9] — Un QCM. o
10

On considére une suite (uy,),, qui est une suite géométrique de raison ¢q avec ¢ # 1. On note S = Z U
k=5

Choisissez la bonne réponse :

17(111 17(]6 1*(]6 17q11
S = S = S = S =
@s=uil  ®s-wit  @s-w?  @s-t
— Des sommes de termes d’une suite géométrique. 00

On considére une suite (u,),, géométrique de premier terme ug et dont la raison vaut q.

Dans chacun des cas suivants, exprimer S en fonction de n.

n 2n
1 3
a) uozg,q:fQ,S:Zuk ..... c) wup =3, :5,5: Uk vvenns
k=2 k=1
2n+1 n
b) uo—l,q—\/i,S—Zuk d) uo—l,q—2p,S:Zuk ......
k=0 k=1
— Des calculs de sommes. 00

Calculer les sommes suivantes en fonction de n.

a) SZZW ................... o) S=) _(B"—2")
k=0

k=0
3n n n
32k 92 2k—1
b) S = Z 27 .................... d) S == Z 37]6 + Z 3k .........
k=1 k=0 k=0

Fiche n° 5. Calcul de sommes II 19



Cas des suites arithmético-géométriques
N ——————————————

Calcul 5.12| — Une somme arithmético-géométrique (I). 00

On considere (uy )y la suite définie par up = 1 et la relation de récurrence

4
Un+1 = gun +1,

pour tout n € N.

Les différentes questions de ce calcul sont liées.

4
a) Déterminer le réel o tel que a = g L

On admet que la suite (v, ), définie par v, = u, — « est géométrique de raison 3

b) Déterminer l'expression générale de v,, puis celle de wu,, en fonctionden ...............

c¢) Calculer Z Uk ettt e

k=0

d) Calculer Z A
k=0

Réponses mélangées

9/ /9430 14 -2
a®—d®+at—at+a®—a+1 — (—) -1 1 —pntt r
7 2 x—1
5 15 7 4\ 77 4 1 ntl
3, 3! 2P(1 —2"P) 1— 2t
231 242 gn+2 Sl 14 s
3 5+ 73 — 7 8 —
9 1427 4\ n+1 3\ 2n
4 3 212 3 4
b+ ab’ b atb bt D 20(z) -20 9((5) —1)
6 5 442 313 274 5 6 2 25 2 ntl
a® — ab+ a*b? — a®b® + a®bt — ab® + b 5 12N?-5N-2 120 2 1—(5)
2 14 5 4\ n+1 22
2 2 2
© 2-eta? Segr-at - 15+20(5) N+1?

» [Réponses et corrigés page 159
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1re-SUIT-06 Fiche de calcul n°6 Suites

Calcul de produits

Prérequis
Siai,az,...,an € R, on note

n
Ilakzalxagx---xan.
k=1
Notez bien que l'indice k qui 1nterv1ent dans I’ expressmn précédente pourrait

porter un autre nom. Ainsi, on a I I ap = | I ;.
k=1 i=1

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 6.1/ — Trois calculs. 4

Calculer :

a) (=2)°-1.... b) = -1 ........ c) V(-3)*x4-3

Calcul 6.2 — Des carrés. 44

Soient a, b et ¢ des nombres réels. Développer :

a) (a+0b)? .... b) (a—0)* .... c) (a+b—c)?

Premiéres manipulations
)

Calcul 6.3] — Ecritures (I). L)

Ecrire les expressions suivantes a ’aide du symbole « H ».

a) 1 X 2 X3 X o X 00

b) 3% x4t x 5% x - x B0%

€) 35 x40 X BT x - x AT

A) 2X2X2X2X2X2X2X 2 ottt
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Calcul 6.4 — Ecritures (II).

Ecrire les expressions suivantes a l’aide du symbole « H ».

a) 21 X 5zg x 1023 X -+ x (9n® + 1)z,

b) (1‘1+I2)X($2+$3)X(x3—|—x4)x...

¢) (z14y1) X (w2 +y2) X (x3+y3) X -+ X (Tn + Yn)

)

— Un mélange de produits et de sommes.

Ecrire les expressions suivantes a 1’aide des symboles « H » et « E ».

a) 1+ 172 + T1T2T3 + - + (T1T2T3 -+ Ty)

b) z1 X (z1+x2) X (x1+ 23+ 23) X - X (x1 + 22+ 23+~

Déterminer la valeur de chacune des expressions suivantes.

k=0

o JIk=3)7
k=1
10

d) % ............................................................
k=1 +

— Un produit constant.

Soit n € N. Que vaut H 27

k=0
@ 2n
(b) 2(n+1)

(o +yn) X (1 + Yn—1) X (@2 + Yn—2) X -+ X (Tp—1+ Y1) X (Tn +Y0) ...

@ 2n+1

22
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0

4n
Soit n € N. Que vaut H 27 1l y a deux réponses possibles.
k=0

(a) 8n () 24+ (@©) 42
@ 2% x o @ 2 x 24 (f) 2t H!

Télescopage
(G
Calcul 6.9 — Principe du télescopage (I). 00
k
On considere des réels non nuls a1, as,...,a,. Pour 1 <k <n—1, on pose by = H aH_l.
i=1
a) Quevaut by? ............ c) Quevaut bg? ............
b) Que vaut by ? ............ d) Quevaut b,_1?7 ..........
Calcul 6.10] — Principe du télescopage (II). 00
On considere deux entiers naturels n et p tels que 2 < p < n. On considere également des réels non nuls
a1,0a2,...,0n.
L
A laquelle des expressions suivantes est égal H “k=lg
k=p ak
ar az ap—1 Ap—1
ok ® = ® :
an an Qn ap
® = @ = ® 5 ® -
Réponses mélangées
a 1 n n a n—1
2 4
(© o I [T +w) 11+ vns) o 11 @+ 2ei1)
k=1 k=0 k=1
2 ‘ k
H (k + 1)96’“ sz H K +2ab — 2ac — 2bc H K
k=1 k=11i=1 k=1 k=3
8
9 n
533 105 0 d*-sdlb+sa’-y 2 B ]2
8 ai a1
k=1
4 15 n k
k+2 2 2
- I+ STIz 120 (& (@Det(®  a®+2ab+b
k=3 k=1i=1

» [Réponses et corrigés page 164
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Term-LIM-02 Fiche de calcul n°7 Limites

Limites de suites

Théoremes de comparaison
|

Calcul 7.1 — Autour de (—1)". 0

Pour chacune des suites définies par les expressions suivantes, dire si « oui » ou « non », elle admet une
limite (finie ou infinie).

a) (=1)" ... d) n4(=D)" ... g) cos((—1)"7) ..

b) (—1)2*+ L. e) 2n(-1)" ..... h) sin((=1)"7) ..

c) n(=1)" ....... f) n(=1)* ......

00

Quelle est la limite des suites définies par les expressions suivantes ?

2) (ﬁ)ncos(n)
oo % ©1 @ o (@) +oo

Calcul 7.3] — Des inégalités. ]
_1)»
Soit la suite (uy,),, définie sur N par u,, = m
n—(=1)"
a) Lequel des encadrements suivants est-il vérifié ?
n—1 n+1 n—2 n+2
1<u, <1 < Up < < Up <
@ @n—i—l tn n—1 @n—l tn n—1
n+1 n—1 n—1 n+1
@ n—1 " n—+1 @ n o Un n
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Formes indéterminées
(D

Calcul 7.4] — Reconnaitre une forme indéterminée . o

Pour chacune des suites définies par les expressions suivantes, dire si « oui » ou « non », elle présente une
forme indéterminée.

a) nP4+3n4+1 ) (1,001)" X —5 ..o
3 7 49 1
b) \/ﬁ—n .................. d) 54-5 F &3

Calculs de limites
"~}

o

Déterminer les limites des suites définies par les expressions suivantes.

On pourra factoriser par le terme prépondérant pour lever les indéterminations.

on L 5" —1
a) 2L ) e
00

Déterminer les limites des suites définies par les expressions suivantes.

On pourra factoriser par le terme prépondérant pour lever les indéterminations.

a) 3n3 —n?—17 0 (%)”
SR Lo (%)n ...................
(B-m)2+ i) N

b) oz e d) 8 56"

Réponses mélangées

+00

@ @ oui non oui non oui oui +o0 oul @

» [Réponses et corrigés page 160|
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Term-DER-01 Fiche de calcul n°8 Dérivation

Révisions sur la dérivation

Quelques calculs généraux pour commencer
)

Calcul 8.1 — Quelques fractions. 4

Ecrire les fractions suivantes sous la forme d’une fraction irréductible.

2) 1 1 0) 25 4
S seeeeeessessiasiiiiiiia 5 seeeseesesssiisiiiin
1 1 1 16 2
b) -4+ =+ d) — 4+ =
) 3 * 6 + 2 ) 4 * 5
Calcul 8.2 4
Développer les expressions suivantes et les ordonner en fonction des puissances décroissantes de x.
a) (z—3)(2®*—2x+1) ......... c) (z+4)(z+5)—2*(xz+1) ...
b) (z—2)(z® +3z+4) ......... d) z2+6z+9—(z—-3)%.......
Calcul 8.3 — Quelques dérivées élémentaires. 4
Donner les dérivées des fonctions suivantes.
a) rr——4x ..... c) T VT ... e) T—>e .......
3 1
b) z+—5x+3 . d) z—e il @ => — coooo
x

Utilisation des regles de dérivation
|

Calcul 8.4 — Combinaisons linéaires de fonctions élémentaires (I). L]
Donner les dérivées des fonctions suivantes.
et —e "
a) x> 4a® + 5z ... c) x+—> g e
e’ +e” " 1
b) x+— G e d) z+—3e*+— ...
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Calcul 8.5 — Combinaisons linéaires de fonctions élémentaires (II).

Donner les dérivées des fonctions suivantes.

Calcul 8.6/ — Produits et quotients de fonctions (I).

Donner les dérivées des fonctions suivantes.

Calcul 8.7| — Produits et quotients de fonctions (II).

Donner les dérivées des fonctions suivantes.

Calcul 8.8 — Composition avec des fonctions linéaires (I).

Donner les dérivées des fonctions suivantes.

b) T i

Fiche n° 8. Révisions sur la dérivation
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Calcul 8.9 — Composition avec des fonctions linéaires (II). 00

Donner les dérivées des fonctions suivantes.

a) xr—— (B +2)%eMT

Dérivées secondes
(D

00

On considére la fonction f : z — ze®. Déterminer :

a) lexpression de f'(x) .. b) Texpression de f”(z) ..

Calcul 8.11 00

N . z , .
On considére la fonction f: 2+~ z+1— —. Déterminer :
e

a) lexpression de f'(x) .. b) Texpression de f”(z) ..

Calculs plus avancés
(D

Calcul 8.12| — Calcul d’une somme par dérivation. gtf

Soit n € N*. On considére la fonction f définie sur R par f(z) =14z + 22 +--- + 2™

a) Calculer f'(z) sous la forme d’une somme .............

b) Pour z # 1, exprimer f(z) sous la forme d’un quotient de polyndmes.

On utilisera une formule du cours.

n
¢) En déduire, pour x # 1, une expression de E kz*~1 sous forme de fraction.
k=1

28 Fiche n° 8. Révisions sur la dérivation



Calcul 8.13| — Dérivées successives d’une inverse. -t:? -t:? (? {f

Etant donné une fonction f, on note (sous réserve d’existence) f/, f”, f” puis f®, f© 7O etc. les
dérivées successives de f. En général, la dérivée n-itme est notée ().

On considere la fonction f définie, pour x € R, par

1
f@) = 3—2z
Déterminer les expressions de :
a) fl(z) ..ol d) @) .........
b) f(z) e) fO@) .........

Réponses mélangées

1 1 1—(n+1)z" + na"t! 5 2—z
Yo 12 1—2) T T Gryap A e
2e% (23 — 2% +x + 1) wi_)e“”—!—e_“” xi_)l—x"‘“ s 8
e (1+22)2 2 l1-2z (5 —2x)>
&W x — 2(3e* — 2%27) x — 42*(3 + 5z) 1 234 2?—2r -8
I x 2° 2
(x +2)e” x> (322 + 22 4 3)e>® (Z’?—X—Qa:)ﬁ (x +1)e” T &3 — e
1 e’ 23 e*  —1+z
z — —s 142 24 ... n—1 R
R A e R e 7 A o
22 T _ AT
v 0 T a5 2 6(Br+2) x»—>% 2 — 5% + 7w — 3
2 41 x 24 4
—3x 2x
— — — 4 — (2 —_
pr e v ro QrESet BTl oo T @ rep
3! x 23 1
—2® 4 92 + 20 (3_X—2m)4 T — 9e37 — = x — 2(3x + 2) (62 + 7)e* ™t
) 1
T— —— xi—>2(5€10””——2—2><34x3) z— 4(x +e)® + 27(3z + 2)?
x x

» [Réponses et corrigés page 168
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Term-DER-02 Fiche de calcul n°9 Dérivation

Dérivée des fonctions composées

Quelques calculs généraux pour commencer
O

Calcul 9.1] — Développer. 4

Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes.

a) 2z+3)(Bz—7) ... ¢) (z+1)%*(z-3) ....
b) (9z—-T7)% .......... d) (#*+3z+2)?2 .....
Calcul 9.2 — Mettre au méme dénominateur. 4
Mettre les expressions suivantes au méme dénominateur, puis réduire et ordonner les numérateurs.
2) 1 o 1
e eeeeeesesseesiiisiii i
22 + 3 3
D)
) r—4 r—7
o) 1 2x + 3
BT D)

Fonctions composées
)

Calcul 9.3 — Application des formules usuelles (I). 00

Déterminer I'expression de f’(x), oit f est définie, pour = € R, par :

a) f(x)= 217" . c) flx)=v1+er ....

b) f@)= ——— . Q) f@)=Vita® ...
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Calcul 9.4] — Application des formules usuelles (II). 00
Déterminer Pexpression de f'(z) ol f est définie, pour x € R, par :
a) flz)=(x®+ex)t ...

22 —2x+3 ?
b) f(x)= 5 ) e
¢) flz)=(a®+32+5)° ...
d) flx)=(B2> =5z 4+7)"2 ..
Calcul 9.5 — Ensemble de dérivation. o

s : [-1,3] ——R
On consideére la fonction f :
T ———222 + 32 + 5.
a) Pour x dans le domaine de dérivabilité de f, que vaut f'(x)? .......
b) Sur quel intervalle la fonction f est-elle dérivable ?
5 ) 5 5
~1,2 ~1,2 -1,2 ~1,2
ol ol el o]y
— Calcul numérique. 00
N . [_37 _%:I R
On considére la fonction f :
Th———> 23 + 222 — 42 — 1.

On admet que la fonction f est dérivable sur son domaine de définition.
a) Que vaut f'(—=1)7 .............. b) Que vaut f'(=2)7 ..............
Calcul 9.7 — Equation de tangente. 00

R
On considere la fonction g : { 0, +o0[ ———
€T ex_\/;f.

a) Rappeler I’équation réduite de la tangente & la courbe représentative d’une fonction f en un point

d’abscisse a ou elle est dérivable

b) Déterminer I’équation réduite de la tangente a la

courbe représentative de g au point d’abscisse 1.

Fiche n°®9. Dérivée des fonctions composées
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Plusieurs opérations

Calcul 9.8 — Produit avec une fonction composée (I). 00
Déterminer I'expression sous forme factorisée de f'(x) pour f définie par :
a) f(x)=(Bu+5)e™ T
b) flz)=(x—=3)V1+xZ
Calcul 9.9 — Produit avec une fonction composée (II). 00
Déterminer I'expression sous forme factorisée de f'(x) pour f définie, pour = € ]0, +o00], par :
a) () =a2eVT

1
b) f(r)=xexpl — | oo

x
— Une dérivée seconde. 00
On considere la fonction f : { R R R

T —> T —5x+7'

Donner une expression de f”(x) pour tout réel x ..........
— Produit de deux fonctions composées. 000

Déterminer I'expression sous forme factorisée de f'(x) pour f définie par :

32
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— Composition d’un produit ou d’un quotient. 000

Déterminer Pexpression sous forme factorisée de f’(x) pour f définie par :

a) f(z)=exp((z®+22+3)VZ) ..o

Calculs plus avancés
(D

Calcul 9.13] — Un peu de calcul formel. {f{?

On considere une fonction f définie et quatre fois dérivable sur un intervalle I, et telle que

fr=1-f%

a) Exprimer f” en fonction de f ....... ...

b) Exprimer f” en fonction de f ...

Réponses mélangées

1 . 1 ) 3—4dx 3 2_¢g 3
— Iy T° —x° —dr —
Y7975 B-2)(z—1) NW
(z —1)exp(+ 20° +32% + 1 — 4
122 — 2 =
@ 0 (x )z x+3) - 23z — 1)
(52% 4 6z + 3) exp((2? + 2z + 3)/) T _a2el —248f%2 —6f*
27 , V1+a?
2x° — 8x — 33 2
8la” — 1260 +49 T —— "% (da® =200 +27)e” M7
o G- TR
4422 +5
4(2z + e)(xz + egzc)3 2t + 623 +132%2 + 122+ 4 62% — bz — 21 _M
2(32% + 32 + 1)e*’ ) ) 3z(z® — 22 + 2)e"~°
3(8z+3)(42* + 3z +5 -
ire s 3 ) (@ = 2)"
1 _ —2(6z — 5) 3
VBT e v=l@e ot ) 27 +2f
2z -D(z-1) 5 e’ 2 “+3 2
ez —Lz—1) _2 - - 6 10z + 3)e” EZESTIv
Vit i asize (GO rietde (1+e20)2

» [Réponses et corrigés page 172
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Term-CONV-01 Fiche de calcul n°10 Convexité

Convexité

Reconnaitre une fonction convexe
]

0
Si f’ est croissante sur I, alors ...
@ f est positive @ f est convexe
@ f' est positive @ f! est convexe

L

Si f” est positive sur I, alors ...
" . /
@ f" est croissante @ f est convexe
@ f est convexe @ f" est convexe

Calcul 10.3| — Identification de courbes (I). 0

On considére f une fonction définie sur Pintervalle [—5, 2].

On donne ci-dessous trois courbes : €1, 62 et %3. Elles correspondent aux fonctions f, f' et f”, et il faut
déterminer quelle fonction correspond a quelle courbe.

Yy
/7 \\ %, T /

/ NS T

/ ////

61 _~ —
/ T
_5 _— T r

bo T
P gl
~ il

a) 61, o ou 63 : quelle est la courbe de f7 ..o

b) %1, 62 ou %3 : quelle est la courbe de f'7 ... .

¢) La fonction f est

1
@ convexe sur [—5, 2] @ convexe sur [—5,2}
@ concave sur [—5, —1]
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Calcul 10.4] — Identification de courbes (II). 0o

17
On considere f une fonction définie sur 'intervalle [5, 5} .

On donne ci-contre trois courbes : 61, %> et 65. / /
Elles correspondent aux fonctions f, f' et f”, et il faut : :
deviner quelle fonction correspond a quelle courbe. 1/2 / /2 x

a) €1, 6> ou 63 : quelle est la courbe de f7 ... .

b) 61, € ou €5 : quelle est la courbe de f7 ... ...

c) f est convexe sur .. d) f est concave sur ..

Etudes calculatoires
D

Calcul 10.5| — En utilisant I’expression de la dérivée (I). 00

Dans chacun des cas suivants, déterminer les variations de f’ et en déduire les intervalles sur lesquels f est
convexe.

» Pour f'(z) = 2® 4 2.

a) Variations de f/ ...

b) Intervalles sur lesquels f est convexe .............c..oviieeiinienn...

» Pour f'(z) = e?* — V7.

c) Variations de [ .. ...

d) Intervalles sur lesquels f est convexe ..............cooooiiiiiiiiii.
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Calcul 10.6)] — En utilisant I’expression de la dérivée (II). 00

Dans chacun des cas suivants, déterminer les variations de f’ et en déduire les intervalles sur lesquels f est
convexe.

» Pour f'(z) =2* — Ta.

a) Variations de [/ . ... ...

b) Intervalles sur lesquels f est convexe ........... ...t

» Pour f'(z) = —(2x + 6)2.

c) Variations de [/ ...

d) Intervalles sur lesquels f est convexe .............coooviiiuninennin..

Calcul 10.7| — Des calculs de dérivée seconde (I). 00

Dans chacun des cas suivants, calculer f”(x) et en déduire les intervalles sur lesquels f est convexe.

» Pour f(z) =e" +e7". » Pour f(z) =e® —e ™.
a) f'(x) ... c) f'(x) ...
b) Intervalles sur lesquels f est convexe d) Intervalles sur lesquels f est convexe

Calcul 10.8) — Des calculs de dérivée seconde (II). 00

Dans chacun des cas suivants, calculer f”(x) et en déduire les intervalles sur lesquels f est convexe.

» Pour f(z) = —em 32,
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Etudes graphiques
N

000

On considére f une fonction définie et dérivable sur [—6,4]; on note ¢ sa courbe représentative.

On donne ci-dessous la représentation graphique de sa dérivée f’.

U
B4

a)  f €St COMVEXE SUT .. .tutttt ittt

D) f €St CONCAVE SUT ...ttt

c) Déterminer I’abscisse des deux points d’inflexion de €5 ......

d) On note Ty la tangente & 6 au point d’abscisse 0. Quelle est la position de € par rapport a Tp ?

@ au-dessus de T sur [—6,0]
@ au-dessous de Ty sur [—2, 2]
@ au-dessus de Tp sur [—2, 2]
@ au-dessous de Tj sur [0, 2]

e) On note A et B les points de €5 d’abscisses respectives —1 et 1.
Quelle est la position de € par rapport & la sécante (AB)?

@ au-dessus de (AB) sur [—3,2]
@ au-dessous de (AB) sur [—1,1]
@ au-dessous de (AB) sur [—3, 2]
@ au-dessus de (AB) sur [—1,1]
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~alcul 10.10

On considére une fonction f, définie et dérivable sur [—5, 5].

On donne le tableau de variations de sa dérivée f’.

variations de f’ \ / \

La courbe représentative de f, notée €, a deux points d’inflexion A et B.

On note za et xp les abscisses respectives des points A et B. On convient que za < zp.

a)  f €St COMVEXE SUT .. .ontttti ittt

D) f €St CONCAVE SUT ...\ttt

c) Déterminer Tao €t TR «.ovoriiiii

On note T et Ty les tangentes a € respectivement aux points A et B.

d) Quelle est la position de €5 par rapport & Tx ?

@ au-dessous de T sur [—5, —2]
@ au-dessus de T sur [—2, 2]
@ ni I'un ni l'autre

@ les deux & la fois

e) Quelle est la position de € par rapport a Ty ?

@ au-dessous de T sur [—2, 2]
@ au-dessus de T sur [2, 5]
@ ni 'un ni l'autre

@ les deux a la fois

f) € est au-dessous de (AB) pour z dans ........................

38
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Calculs plus avancés

(D
Calcul 10.11] — Une étude théorique. FFF

Soit f une fonction deux fois dérivable et convexe sur I. On pose

)1 R
9 z ——> ef (@),

a) Calculer ¢'(z) en fonction de f(z) et f(z).

c) Sur quel intervalle la fonction g est-elle convexe ?

@ jamais @ I

@ une partie de I @ on ne sait pas

Réponses mélangées

7

—3et 2 [0, +o00[ [1, 2] f(x)ef @ % () [—6,—3] et [2,4] ©

Croissante sur |—oo, —3]

e’ +e " e’ —e™ " Croissante sur R @ [—2,2]
décroissante sur [—3, +o0|

—2.2] Décroissante sur ]—oo7 %]

’ croissante sur [Z, 400 2’

[
© @ R (© (© \/%\H (f"(2) + f'(2)?)ef @ 2t 2

Croissante sur R R @ |—00, —3] [—5, —2] et [2,5] R 6> [;, —i—oo[

© @  [-372 [1 1] 6(1 — 622)e 3" +2

» [Réponses et corrigés page 175|
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Term-PRIM-01 Fiche de calcul n°11 Primitives

Primitives 1

— Quelques calculs rapides (I). (]

Déterminer les primitives des expressions suivantes.

— Quelques calculs rapides (II). 00

Déterminer les primitives des expressions suivantes.

1 -2
a) F ....................... C) F ......................
b) ! +4 d *—6
— Lo —
NG ) 5e® =6 ...
— Primitives de fractions rationnelles . 00
Déterminer les primitives des expressions suivantes.
2 6
=S b) ————
R P ) Gy
Calcul 11.4] — Avec des fonctions composées . )
Déterminer les primitives des expressions suivantes.
z? 2
a) we® L ) (x—1)" .o
b) . d) (3z—2)°
\/2:)5—_“ """"""""" ) ( T — ) ................

Réponses mélangées

-1 1 -3
x i —9)6 <
5e” — 6z 4+ C 22 +C 18(3:1: )P+ C 202z 1) +C
1 2
-2 1 1 1
—+C Zet 1 C —xt— a4 240 2z + 222+ C
r—2 2 8 2

» [Réponses et corrigés page 17|
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1re-PROB-01 Fiche de calcul n°12 Probabilités

Probabilités - Révisions

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 12.1 4

Calculer :

a) 0,3x0,04 ....... b) 1—(0,0740,2) .. )

=

Calculer :

a) 0,3x0,6+0,7x0,1 ............ b) —2x—-+4+15x=-4+10x = .....

Calcul 12.3 4

Soient p et a des nombres réels. Simplifier les expressions :

a) px0,05+(1—p)x0,6 ......... b) —a(l—a)+(1—a?) ............

Calculs de probabilités
|

— Avec un tableau de probabilités. o
On donne le tableau de probabilités suivant :
A | A
B {045 10,15
B | 0,07 0,33

Calculer les probabilités suivantes. On donnera les résultats sous forme décimale.

a) P(A) ... d) P(AUB) ...
b) P(B) oo e) PANB) ..o
c) P(ANDB) cooooiiiii i, f) P(ANDB) .ccooiiiiiii i,
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— Avec un tableau d’effectifs. 00
On donne le tableau d’effectifs suivant :
A | A | Total
B 125 | 225 | 350
B 100 | 50 150
Total | 225 | 275 | 500

Calculer les probabilités suivantes. On donnera les résultats sous forme de fraction irréductible.
a) P(A) ......... c) P(AnB) .... e) P(ANB) ....
b) P(B) ......... d) P(AUB) .... f) P(ANnB) ....
00
On consideére deux événements A et B tels que P(A) = 0,3 et P(AN B) = 0,15.
Calculer :
a) P(AUB) ................ b) P(A) ...

Avec des probabilités conditionnelles
e —————————————————————~—

Jalcul 12.7) — Avec un tableau dans un cas concret.

On a interrogé 500 personnes sur leurs loisirs. Les choix proposés étaient le ski et la randonnée. Parmi les
personnes interrogées, 125 personnes font du ski, un cinquiéme des skieurs font aussi de la randonnée et
300 personnes ne font ni ski ni randonnée.

On note R : « la personne fait de la randonnée » et S : « la personne fait du ski ».

Calculer les probabilités suivantes. On donnera les résultats sous forme de fraction irréductible.

)
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Soit n € N*. On donne le tableau d’effectifs suivant :

A A
B | n? | 2n+ 2n?

Bl n n+n2

Calculer les probabilités suivantes.

On s’efforcera de simplifier le plus possible les résultats.

Calcul 12.9] — Avec un arbre.

On donne 'arbre pondéré :

D
i
D
2
D
_
C
D
1
Calculer :
a) P(C) ......... c) Po(D) ....... e) P(D).........
b) P(CND) d) P(D) ......... f) Pp(C) .......

Calcul 12.10] — Avec des probabilités conditionnelles (I).
On donne P(A) = 0,45 et P 4(B) = 0,6.

Calculer :

Calcul 12.11] — Avec des probabilités conditionnelles (II).
On donne P(A) = 0,05 ainsi que P(B) = 0,1 et P4(B) =0,8.

Calculer :

a) Pp(A) ....... b) P(ANB) .... ¢) P(AUB) ....
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Calcul 12.12] — Avec un arbre dans un cas concret. 00

On a interrogé un grand nombre de personnes sur leurs habitudes musicales. 30 % de la population interrogée
est composée de mineurs. 20 % des mineurs écoutent de la musique sur support physique alors que 55 %
des majeurs écoutent de la musique en streaming.

On note J : « la personne interrogée est mineure » et S : « la personne écoute de la musique en streaming ».
On interroge une personne au hasard.

Calculer les probabilités suivantes.

On donnera les réponses sous forme de fraction irréductible.

a) La probabilité que la personne soit majeure .................ooiiiiiiiiiiiiiia...

calcul 12.13 )
On considére A et B deux événements indépendants tels que P(A) = 0,8 et P(B) = 0,2.

Calculer :

a) P(ANB) .... b) Pa(B) ....... ¢) P(AUB) ....

Salcul 12.14 00

On considere l'arbre pondéré suivant.

>

0,3

o o

o o

—
\

0,3
0,6 /
\

0,4
—

0,7

]

Calculer les probabilités suivantes.

On donnera les résultats sous forme décimale.

44 Fiche n° 12. Probabilités - Révisions



Jalcul 12.15)

On considére A et B deux événements indépendants tels que P(A) = 0,75 et P(A N B) = 0,36.

Calculer :

Calcul 12.16

Soit > 0. On considere I’arbre pondéré :

Calculer :

Variables aléatoires

Sy

W

ol

Calcul 12.17) — Une loi de probabilité incompléte.

On donne la loi de probabilité d’une variable aléatoire X :

S

0,1

0,15

0,2

0,01

Calculer :
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calcul 12.18 o

On donne la loi de probabilité d’une variable aléatoire X :

P(X = ;) | 1/10 | 2/10 | 3/10 | 4/10

Calculer :

Calcul 12.19 )

On donne la loi de probabilité d’une variable aléatoire X :

i 1 |23 4 5 |6
P(X <) | 5/28 | 1/4 | 1/2 | 17/28 | 23/28 | 1

Calculer, sous forme de fraction irréductible :

Exercices bilan
(D

salcul 12.20 ]
Soit X une variable aléatoire qui prend les valeurs —g, 0, 2 et 3. On suppose que
3 1 1 1
P(X=—2)=—, P(X=0)=- P(X=2)=-.

Déterminer :
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Calcul 12.21] — Une question de cours. o

Une professeure pose une question a un éleve et elle lui demande de choisir la réponse parmi trois réponses
possibles, une seule étant juste. L’éléve ne connait que 60 % de son cours.

e Si la question est dans la partie du cours qu’il connait, il répond juste.
e Sinon, il choisit aléatoirement la réponse parmi les 3 proposées.

On définit les événements :

C : « La question fait partie du cours que I’éleve connait »

J : « L’éleve répond juste a la question ».

a) En utilisant I’énoncé, déterminer (sans justification) Po(J) ............

b) En utilisant I"énoncé, déterminer (sans justification) P&(J) ............

c¢) Exprimer P(J) en fonction de P (J) et Pe(J) «ovvvvvioiooii iy

d) Calculer P(J) oo

Calcul 12.22) — Une urne et des boules. o
Une urne contient trois boules dont deux sont rouges et une est noire.

On tire, sans remise, deux boules de I'urne. On définit les événements :

R; : « La premiére boule tirée est rouge »

R, : « La seconde boule tirée est rouge ».

a) En utilisant '’énoncé, déterminer (sans justification) P(Ry) ............

b) En utilisant I’énoncé, déterminer (sans justification) Pg, (R2) ..........

¢) En utilisant I'énoncé, déterminer (sans justification) P—(R2) ..........

d) Exprimer P(R») en fonction de Pg, (R2) et P-(R2) -t

e) Calculer P(Ra) «.vntii it
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— Trois urnes.

Une éleve se trouve face a trois urnes numeérotées de 1 a 3.
e L’urne 1 contient une unique boule numérotée 1.
e L’urne 2 contient deux boules numérotées 1 et 2.
e L’urne 3 contient trois boules numérotées 1, 2 et 3.

L’éleve choisit aléatoirement, avec la méme probabilité, une des trois urnes, puis tire une boule de 'urne.
On note X le numéro de la boule tirée.

Déterminer :
a) P(X=3)........ c) P(X=1)........ e) V(X) ...
b) P(X=2)........ d) EX) ...l

Réponses mélangées

3 7 1 1 117
51 0,23 30,39 5 91 10,7 1 o 02 ol ;,O?R )P%R | =
io7 1 M 11 T 0 )
1 3 3 2 3
0012 o 9 = 9 - 3 icrg();(&)@) 4 015 06 —2 ) x0,87
. 0,73 X 16 X 17 fr?4f4 43+ ) 3’27 X 5 30’7 ) 0,84 3+zx
5 3 3 ﬁ 0% = 5 15 085 0I5
0,6 —055p 048 % 1 % 1-a % % 055 045
. 3n7:-j8 0’16 31 ; ;21_?1 % % ; % - nj—l 1_70
S = 1 5 o048 o1l T 046 06

» [Réponses et corrigés page 179
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Term-PROB-02 Fiche de calcul n°13 Probabilités

Autour de la loi binomiale

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 13.1| — Développement d’expressions polynomiales. 4

Soit & € R. Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes.

a) (B2 43241222 = —2) oo

b) (2 22 +4) (22— 1) o

€) (224 1) 2(22 432 —2) teiii e

d) (+D)(@EH+2)(@2 =3 1) o

Calcul 13.2| — Factorisation d’expressions polynomiales. 4

Soit & € R. Factoriser les expressions suivantes.

a) 422 -9 ... c) 22-3z+2 ..o,

b) 922 4+6x4+1 .............

d) (@2432) (@ =2)FT(Z43) o

Premiers calculs
(G

— Définition de la loi binomiale. o
Soit n € N* et soit p € [0,1]. Soit X une variable aléatoire de loi binomiale Z(n,p) et soit k € [0, n].

Quelle est expression correcte pour P(X = k) ?

@ (Z)pk(l—p)k_n ®) <Z>pk(1—p)"_k (© (Z)(l—p)’“p’“‘” (@) <7,z>(1—10)’“p””c
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— Valeurs particuliéres. L]
Soit n € N* et soit p € [0, 1]. Soit X une variable aléatoire de loi binomiale Z(n, p).

Calculer les probabilités suivantes.

a) P(X=0).......... d) P(X=n—1) .....
b) P(X=n) ......... e) P(X=2)..........
o) P(X=1).......... ) P(X=n—2) ...
Calcul 13.5 — Cas p = % o

1
Soit n € N*. Soit X une variable aléatoire de loi binomiale % (n, 5)

Soit k € [0, n]. Calculer les expressions suivantes.
a) P(X = k) o
b) P(X=0-P(X=n) .......... c) P(X=k)-PX=n—-k) ......
d) P X L) e
1
Calcul 13.6) — Cas p = 1 ]

1
Soit n € N*. Soit X une variable aléatoire de loi binomiale %4 (n, Z)

Pour chacune des questions suivantes, choisir la bonne réponse parmi les propositions.
a) Que vaut P(X =0)7? b) Que vaut P(X =n)?

oF F @ ®F O O

S
—

Sl
Sles
|

¢) Quevaut P(X =1)7
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Reconnaitre une loi binomiale
(G

|[Entrainement 13.7] — Détermination des parameétres d’une loi binomiale. o

Dans chacune des situations suivantes, la variable aléatoire X suit une loi binomiale.
Donner le couple (n,p) de ses paramétres.

a) On lance cing fois une pi¢ce de monnaie équilibrée et on note X le nombre de « pile » obtenus.

b) On lance trois dés équilibrés & six faces et on note X le nombre de « 1 » obtenus ...

c) Une urne contient deux boules bleues, cing boules vertes et une boule jaune, indiscernables au toucher.
On tire successivement, avec remise, six boules de cette urne et on note X le nombre de boules bleues
obtenues.

|[Entrainement 13.8) — Lancer de dés. o

Soit un entier n > 2. On lance successivement n dés équilibrés a six faces. Dans chacun des cas suivants,
la variable aléatoire X suit-elle une loi binomiale ?

Si X ne suit pas une loi binomiale, on écrira « non » dans le cadre-réponse.
Sinon, on donnera le couple (n,p) tel que X suive la loi binomiale B(n,p).

a) X est le résultat du premier lancer ............. ... ..,

b) X est la somme des chiffres affichés par lesdés ...........................

c) X est le nombre de « 6 » obtenus .......... ... oo

d) X est le nombre de chiffres pairs obtenus ...............c..ciiiiii

|[Entrainement 13.9| — Tirages dans une urne. o

Une urne contient trois boules rouges et cinq boules bleues, indiscernables au toucher. Dans chacun des
cas suivants, la variable aléatoire X suit-elle une loi binomiale ?

Si X ne suit pas une loi binomiale, on écrira « non » dans le cadre-réponse.
Sinon, on donnera le couple (n,p) tel que X suive la loi binomiale B(n,p).

a) On tire successivement 4 boules avec remise et b) On tire successivement 4 boules sans remise et
on note X le nombre de boules rouges tirées. on note X le nombre de boules rouges tirées.
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Mise en ceuvre pratique

calcul 13.10] — Relecture d’un texte.

Un texte comporte 10 erreurs. Lors de sa relecture, un correcteur reléeve chaque erreur indépendamment
avec une probabilité p = 0,9. Pour tout & € [1, 10], on note Xy = 1 si la k-iéme erreur a été corrigée apres

relecture, X = 0 sinon.

On note enfin X = X; + X5 + --- 4+ X109 le nombre d’erreurs corrigées apres la relecture.

a) Donner la loi de X7 ...... b) Donner la loide X .......

Calculer les probabilités suivantes.

c) P(X=0) ................ f) P(X=9) ..cooooiviiii.
d) P(X=1) .c.oooeiiinn.. g) P(X=10) .....oovennn.
e) P(X=2) ................ h) Calculer E(X) ...........

On suppose maintenant que le texte est soumis a deux relectures indépendantes.

i) Calculer P(X7 =0) dans Ce CaS ....c.uiruiiiiiie e

j) Donner la loi de X dans ce Cas .........o.uuuiuiie ittt

k) Calculer alors E(X). ..o

calcul 13.11) — Tirages dans une urne.

Une urne contient trois boules rouges et cinq boules bleues, indiscernables au toucher. On tire successive-

ment, avec remise, 10 boules de cette urne. On note X le nombre de boules rouges tirées.

a) Calculer P(X = 0) ..o

b) En déduire une expression de P(X > 1) ...

¢) De méme, donner une expression de P(X >2) ...

d) Donner une expression de la probabilité conditionnelle P(x>)(X >2) ...........
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Calculs plus avancés

(D
Calcul 13.12| — Réponses au hasard dans un QCM. ¥ O &

Dans une interrogation de mathématiques, un questionnaire a choix multiples comporte n questions.
Pour chaque question, quatre réponses sont possibles et une seule d’entre elles est correcte. Une bonne
réponse rapporte 3 points, une mauvaise réponse retire 1 point, I’absence de réponse n’apporte ni ne retire
aucun point.

a) Un éléve A n’a pas révisé avant I'interrogation et ne connait pas du tout son cours. Il décide de répondre
a toutes les questions, en choisissant au hasard la réponse.

On note X le nombre de bonnes réponses qu’il obtient. Quelle est ’espérance de X 7 .......

b) On note N la note finale de ’éleve A. Quelle est 'espérance de N7 ....................

Réponses mélangées

3
(0,1)*° non 0 <4, 8) zt — 62 — 3z +2 (0,9)*° o (0,9)°
4ot +162® + 52° ny 1 z® — 2z* 4 22° 5\" )
—br — 2 k)on +3z% —dx +4 @ 3 (10; 0,9)

10 10 10
1 1-7x(3

(Go+1)?  1-7x @ 1_@ " <3,6> LT @)
1-(3)

<6, 1) z(z+3)(z —1) (z —1)(z —2) 2(10; 0,99) 0,01 np" (1 —p)

4
45 x (0,9)% x (0,1)® (n é) non (n ;) 1-p* 0o (@  9x%x(0,1)°
® 99 9 @e-32r+3) (@ Wﬁ(l —p)? @p””(l —p)?
(5.3) wen I @09 p 0 waop

» [Réponses et corrigés page 134
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Term-LIM-01 Fiche de calcul n° 14 Limites

Limites de fonctions et continuité

Quelques calculs généraux pour commencer
e

4

Soit x € R*. Simplifier les expressions suivantes.

) x3 + 2 ) 23 + 22 + z*
) i C) e
i x?
1 1
b) 23 —-+=) ..
) @ <a: + m3>
Calcul 14.2 4
Soit z € R. Simplifier les expressions suivantes.
e2x+1
a) e xe ™ .. C) —— i
efz
3z
b) TR d) T Tl et
e(E

Fractions, polynémes et racines
|

calcul 14.3 o
Déterminer les limites suivantes.

On mettra en facteur des termes dominants pour lever l'indétermination.

. 22 +1 . 32 —2
a) lim —— ..o c) lm ———
T—+o0 x z—+oo T4+ x
3 +1 T+ 3
b Im —— d li e
00

Méme exercice.

. Va?z+ ) Vot + 323
a) lim ——— ... b) lim ———— ...
z—+oo —2x2 47

4

Déterminer les limites suivantes.
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1_3
li T
1 2
d) lim ((x + 7) —xz(x+ 1)>
r—r+00 €T

Chercher des facteurs communs afin de simplifier la fraction, pour lever 'indétermination, puis donner la

limite des expressions suivantes.

Coz?—1
a) iliﬂll‘—l .....................
x? -1
b) Ilm —— ...
UL e s o

Méme exercice.

On cherchera au préalable a factoriser les polynémes

2 —1

a) e I

b)

Autour du taux d’accroissement

au numérateur et au dénominateur.

— Limites de taux d’accroissement. 00
. . L. . z)— f(a
Rappelons que si une fonction f est dérivable en a, alors on a | lim M = f'(a).
T—a Tr—a
et — . . . o f@) = f0)
Par exemple, pour déterminer hr% , on introduit f : z —— e®, et on reconnait Q0 D’ou
T—> €T T —
e —1
lim =f(0)=¢e"=1.
lim — f(0)
En reconnaissant des taux d’accroissement, déterminer les limites suivantes.
. cos(z)—1 . sin(x
a) lim cos@=1 b) lim sm(@)
z—0 X z—0 X
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Continuité
)

— Continuité sur R. o
Rappelons que si une fonction f est continue en a si et seulement si elle admet une limite en a et on a

lim f(z) = f(a)

a) Soit la fonction f définie sur R par b) Soit la fonction g définie sur R par
fz) = 22 —1siz<2 () = r—2siz <4
Tl —x+5siz>2 I = 22 —5siz>4
Est-elle continue? .................. Est-elle continue? ..................
Jalcul 14.10] — Corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires. L)

On considére une fonction f, définie et dérivable sur [—5, 5].

On donne le tableau de variations de f.

variations de f’ \ / \

L’équation f(z) =1 admet une unique solution sur lintervalle [2,5].
Compléter les phrases suivantes afin de le justifier :
Sur [2,5] ,

¢) De plus la valeur 1 appartient & ................

Réponses mélangées

2 3 dérivable donc continue. —00 Non 1 —% 400
—0 0 —0 e” strictement décroissante sur [2,5]. 21
+00 % 2tz r+1+22 1 e?® 0 Oui —i

Vintervalle [f(5) , f(2)] +o0 ghrtt g edrtt -2 0

» [Réponses et corrigés page 188|
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Term-ESP-01 Fiche de calcul n° 15 Géométrie dans I'espace

Droites dans I’espace

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 15.1 — Des sommes de puissances. 44

Soit n € N. Calculer les sommes suivantes.

a) 1+2+2242°+... 42" |

Calcul 15.2

Résoudre les inéquations suivantes.

c)

1422424 420... 4927

On attend la solution sous la forme d’un intervalle ou d’une réunion d’intervalles.

Remarque

c)

A

Dans toute la fiche, on travaille dans I’espace muni d’un repére orthonormé (O, 7, 7, l_<:>)

Vecteurs dans ’espace

— Sont-ils colinéaires ? o
Les vecteurs @ et v suivants sont-ils colinéaires, « oui » ou « non » ?

2 -1 e 1
a) Ul 4 JetT| 3| ..ol d) W1 |etT|O) coovniiiiiiit.

—6 2 e? 2

3 -2 o2 o3
b) W| 6 |etT|[—4| ..., e) ul 1 |et@|e]| ..ol

-9 6 e ! 1

1 V3—1

) W|1+V3]et? 2 ] .

1-V3 2v3 — 4
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Calcul 15.4] — Coplanarité (I). 00

Les vecteurs u, v et W suivants sont-ils coplanaires, « oui » ou « non » ?
) b

1 -1 0
a) W2 et T 1 | et @[ 3] ooirii
1 2 3
-2 1 1
b) W 1 et T 1] et@| 1 | coorre e
1 -3

— Coplanarité (II). 00

5 —1
Dans chacun des cas suivants, les vecteurs @ [ 4 |, [ 1 | et @ sont-ils coplanaires, « oui » ou « non » ?
1 1

18 1
a) Wl 3| e b) Wl 1 | o

4 -3
Calcul 15.6| — Coplanarité a parameétre. 000
Déterminer la valeur de m pour que les vecteurs @, U et W suivants soient coplanaires.

1 -1 0
a) W 2] et T 1 Jet@| 3| overi

1 2 m

-2 1 m
b) W[ 1 Jet T 1] et@| 1 | cooirii

3 1 -3
0000

0 1 2
a) Les vecteurs @ | 1|, U| 1] et @] 2| sont-ils coplanaires? .....................
0 2 3
1
b) Déterminer un triplet (a,b,c) tel que | 1| =a¥@ +bT +cW ....oovviiiiiin...
1

Points dans ’espace
)

Calcul 15.8) — Une question d’alignement (I). 00
On consideére les points A(1,—-2,1), B(3,—1,2), C(a,b,0), E(0,4,3), et F(—4,x,1).

a) Déterminer (a,b) pour que les points A, B, C soient alignés ......................

b) Déterminer z pour que (AB) et (EF) soient paralleles ...........................
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Calcul 15.9] — Une question d’alignement (II). 00
On consideére les points A(—2,1,1), B(1,3,2), C(a,5,2) et D(—5,0,b).

a) Peut-on déterminer a pour que A, B, C soient alignés ?

Si oui, préciser la valeur de @ ........c...

b) Peut-on déterminer b pour que A, B, D soient alignés ?

Si oui, préciser la valeur de b ... ...

¢) Peut-on déterminer (a,b) pour que B, C,D soient alignés ?

Si oui, préciser la valeur de (a,D) ........ooi i

Calcul 15.10] — Coplanarité de points (I). 000

Dans chacun des cas suivants, les points A, B, C, D sont-ils coplanaires, « oui » ou « non » ?

a) A(2,—1,3), B(2,1,1), C(5,0,3) et D(8,1,4) ....vomeirei i

b) A(2,2,0), B(1,1,-1), C(0,6,2) et D(1,1,—1) .....ooiieiiiii

¢) A(1,-7,1), B(5,2,—2), C(7,3,0) et D(1,2,—=8) . .ouveeeeeeeaae e

Calcul 15.11] — Coplanarité de points (II). 000
Soient A(2,1,3), B(4,2,2), C(—2,-2,2) et D(a,2,3). On suppose que A, B, C,D sont coplanaires.

Déterminer la valeur de @ ..........o i

Droites dans 1’espace
N

salcul 15.12| — Une mise en jambes. 0 o
On consideére la droite (d) passant par A(1,2,3) et dirigée par le vecteur o
1

a) Donner la réprésentation paramétrique de (d) .........c.cooiiiiiiiiiiiiiiii.

Dire (« oui » ou « non ») si les points suivants appartiennent a (d).
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calcul 15.13] — Une deuxiéme mise en jambes. 000
1
Soit A(1,6,—3). On considere la droite (d) passant par A et dirigée par le vecteur u [ —2
1

Déterminer, dans chacun des cas suivants et quand cela est possible, les valeurs des réels = et y pour que
le point considéré appartienne a la droite (d).

A) B(L,0, ) oot

A) BT, L2 Y)

salcul 15.14] — Intersections. 00

Soit A(1,6,—3). On considere la droite (d) passant par A et dirigée par le vecteur u [ —2
1

Dans chacun des cas suivants, déterminer les points d’intersection de (d) avec les droites suivantes, définies
par un point et un vecteur directeur.

1
a) B(2,6,=2) et T 1 | coiii
-1
1
b) C(11,10,7) et @[ 0| woore
1
2
c) D(8,13,4) et T 4 | ii
-2
-2
A) EG,2,-3) et @] 0 | e
3
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Calculs plus avancés
(D

£

1
On considere la droite (d) définie par le point A(1, —2,—3) et le vecteur @ | 1
1
t

a) Déterminer les valeurs du parameétre m pour que l'intersection de (d) et de la droite (d') définie par
1
le point B(6,—5,m) et le vecteur ¥ | —3 | ne soit pas vide, et préciser alors les coordonnées du ou des

POINt(8) A INEETSECEION . ..ttt e e e

b) Déterminer les valeurs du parameétre m pour que l'intersection de (d) et de la droite (d') définie par

—1 1
B[ 4 | etlevecteur ¥ | 0 | nesoit pas vide ...........ccviiiriiniiiiiiiiaiin...
0 m

Réponses mélangées

gqnt+l _q
! oui m = 3 S e non -2 (5,2) non non x=2
2 8 3
3" -1
3 x 5 [—4,10] non m =4, M(4,1,0) 3 non (2,—2) et (—4,—8)
non oui (—1,-3) %) (0,-1,1) zeR 1 1) oui non

1 0

oui 7 oui non non oui -3 Al2]+¢x (o 1) [-1,7]
3 1

entl —1
]—o00, —=3] U [2, +00] oui e M(-1, 10, —5) impossible ontl _q oui
o —

» [Réponses et corrigés page 192
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Term-LOG-01 Fiche de calcul n°16 Logarithme

Propriétés algébriques du logarithme I

Quelques calculs généraux pour commencer
O

Calcul 16.1] — Quelques simplifications. 4

Ecrire sous forme d’une fraction irréductible les nombres suivants.

a) % ..... b) ;x% c) ?Z%Z.... ) %

— Quelques équations. 4
Résoudre les équations suivantes en donnant la valeur de leur solution.

a) 20+4=52—-3 .................... c) g:c—%:%x—i—% .................

b) 24+ -=6x—5 ..., d) gzc:?la:—i—% ......................

Propriétés du logarithme
)

>alcul 16.3] ]

Simplifier les expressions suivantes.

2) ln(3)+ln<é> b) In(10) — n(2) ¢) 2(VT) ......

00

Exprimer les quantités suivantes & 'aide de In(2) et In(3).

a) In(32) ... d) 3In(6) —2In(4) —In(9) ..........

62 Fiche n° 16. Propriétés algébriques du logarithme I



— Autour de la constante « e » d’Euler.

Simplifier les expressions suivantes.

a) In(e?) ... c) In(ve)
b) 1n(£1> ................. d) In(VeT)

— Logarithme et fonction exponentielle.

Simplifier les expressions suivantes.

a) eln(7)7ln(5) L b) eB In(10)

Calcul 16.7] — Simplifications remarquables.

Simplifier les expressions suivantes.

Equations et inéquations

—In(In(3)) L

Jalcul 16.8] — Bien défini ? o
Indiquer pour quelles valeurs du nombre réel x les quantités suivantes sont bien définies.
a) In(1+z) ..... b) In(z? —3z) .. ¢) In(In(z)) ....
L
Quel est le signe de chacune des quantités suivantes ?
a) In(2) ......... ¢) In(0,8) ....... e) In(0,8%) ......

1 2

b) In 1) d) (In(0,8)) f) Im@3)—-1.....
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“alcul 16.10] — Bien défini ? 00

a) Pour quelles valeurs du réel x la quantité In(1 — In(x)) est-elle bien définie? ...........

b) Soit z € ]0,1[. Quel est le signe de In(1 —In())? ...oooieiiiiiiiiii i

Remarque
Pour les inéquations suivantes, on donnera les solutions sous la forme « x < a », « a < z < b », ete.

Calcul 16.11| — Des inéquations (I). L)

Résoudre les inéquations suivantes.

a) m(5+2x)=20 ............... ¢) m(@*) =0 ...,
b) In(z—1)<1 ............ ... d) 0<In(2x+5)<2...........
Calcul 16.12] — Des inéquations (II). 00
Résoudre les inéquations suivantes.
a) In(z+3)>mn2x—-1) ....... ¢) In(z)+In(z—1)<In(2) ....
b) In(z)+In(z+2) <In(3) .... d) In(@?) <1 oo

salcul 16.13] — Des équations. 00
Résoudre les équations suivantes.

1

a) ln(3a;+ 5) =0 i b) In(z)> -=3In(z)+2=0.........
Calcul 16.14] — Des inéquations (III). 00
Résoudre les inéquations suivantes.
a) In(z)><1 ... b) (2 +3)>1 ...,

Calcul 16.15| — Une derniére inéquation. 000

243

Résoudre I'inéquation ln( i x) O oo

On donnera la solution sous la forme d’une union d’intervalles.
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Calculs plus avancés
(D

Calcul 16.16] — Une somme de logarithmes. C? (? C?

2 1
a) Soit k > 1. Ecrire 1 — z comme une fraction .............. ...

, 1
b) Soit k > 2. Ecrire ln(l — E) comme une somme ou une différence de logarithmes.

c) Soit n > 2. Calculer 1n<1 = %) +ln<1 — %) +-~'+ln<1 — l) .......................
n

£

Soit € R. On admet que z + v/ a2 + 1 > 0 et on note f(z) = 1n<:17 +vaz2+ 1).

Simplifier I'expression ef ®) — e=/®) .

Réponses mélangées

11 24 k—1 1
<0 — In(k —1) —In(k = — —11 —_— >0 <0
10 (k= 1) =In(k) o= k n(3)
6 1
0<zx<1 0 r=eouz=e’ 2 7 3 l<z<l+e r=3
4 1

[—4,-3[uU]0,1] In(2) 2 >0 z € [—Ve,0[U]0, e - In(3) — In(2)

5 2
6 1 1
E x>-—1 —In(n) 0<z<e ggxée >0 2In(2) + 1n(3) §<x<4
2
)
-2<z< ¢ 5 In(5) tous les réels 5In(2) 2x r<0ouxz >3 In(7)
1
<0 x>1 g 0 x> —2 ;ln(?)) In(5) ?5 l<z<2
7 7 1 1
>0 r>=2loux<—1 3 3 1 000 3 In(2) + 3 In(3) —41n(3)

» [Réponses et corrigés page 195|
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Term-LOG-02 Fiche de calcul n°17 Logarithme

Propriétés algébriques du logarithme 11

Quelques calculs généraux pour commencer
O

Calcul 17.1 4

Ecrire le plus simplement possible les nombres suivants.

a) VA5— 20 ... ) ——— ... ¢) 2V5+ Va5 ...

Calcul 17.2 4

Calculer les nombres suivants.

8 1 4 6 5
a) ‘—Xg“i“——lo‘ ....... b) ‘ﬂ—?‘—‘ ‘

Propriétés algébriques du logarithme
|

o

Exprimer les quantités suivantes en fonction de In(2) et 1n(5).

a) In(8) ..o ¢) In(12) +1n(9) — In(27) ..........
b) I(0,01) .ooviiiiii d) In(v8) —In(16) + =In(2) .......
— Avec racines et puissances. 0

Exprimer les quantités suivantes en fonction de In(3).

a) ln<4+ \/1_3) —|—ln(4— \/1_3) ...........................................................

b) ln<(\/1_0 - 1)5) + 1n((\/ﬁ+ 1)5) .....................................................

— Des encadrements. 00
On donne 0,69 < In(2) < 0,70 et 1,60 < In(5) < 1,61. En déduire des encadrements de :
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— D’autres encadrements.

On donne 0,69 < In(2) < 0,70 et 1,60 < In(5) < 1,61. En déduire des encadrements de :

Avec la fonction exponentielle

d) In(5+v5)+In(5—5)

— Avec le nombre d’Euler e.

Simplifier les expressions suivantes.

— Logarithme et exponentielle.

Simplifier les expressions suivantes.

a) exp(—In(ln(2))) ...t

e) ln( exp(— ln(\/é))> .................................................................

f) exp<21n(\/3+f \/3%’?)) ....................................................

Soit € R. A quelle expression est égal In(e® +1)7?
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Equations et inéquations

calcul 17.10
On considére 1'équation In(xz — 2) + In(z — 1) = In(2).

a) Sur quel intervalle cette équation a-t-elle un sens? ........................

b) Donner la solution dans R de In(z —2) +In(z — 1) =In(2) ................

Calcul 17.11

Donner la solution dans R des équations suivantes.

a) n(2z—-1)=In(x+3) .......... b) In(e®* +3)=7 ..coooeiiiin..

calcul 17.12
On considére I'équation In(z — 1) +2In(z + 1) — In(z® — 1) = 1.

a) Donner 'ensemble des valeurs de x pour lesquelles cette équation a un sens .....

b) Simplifier Iexpression In(z — 1) + 2In(z + 1) —In(2® — 1) .............

c¢) Donner I'ensemble des solutions dans R de In(z — 1) + 2In(z + 1) — In(2* — 1) = 1.

alcul 17.13

Résoudre dans Z D'équation In(2%) =In(4*"") ...

alcul 17.14

Résoudre dans R les équations suivantes.

a) (In(2))? = I(22) =1 oo
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calcul 17.15] — Deux inéquations. 00

Soit un réel p > 1. Donner 'ensemble des solutions dans R des inéquations suivantes.

b) In(pz +1) <In(@ 4+ D) «oorii

Logarithmes dans d’autres bases

Pour tout réel a > 1, on définit le logarithme de base a par log,(z) =

calcul 17.16] — Logarithme décimal. 00

Simplifier au maximum les nombres suivants.

a) 10810(100) ..

b) logio(4) +10g,0(250) .

c) log;5(120) —1ogio(12) ..o

d) 5logi(2) —10g15(3200) ...

alcul 17.17] — Logarithme en d’autres bases. 00

Simplifier au maximum les nombres suivants.

d) (14 1log5(0,25)) x (logs(200) —1085(25)) +vvveneneni e
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Calculs plus avancés
(D

Calcul 17.18 — Une somme de logarithmes (I). Fi P

Soit n € N*. Calculer ln<g> +ln<§) +1n(il> + .- +ln<n+ 1) .................
1 2 3 n

Calcul 17.19 — Une somme de logarithmes (II). &&

Calculer Z e

k=1

Réponses mélangées

-1
4 2,29 < In(10) < 2,31 —2 V3+1 —<z<1 1,61 < In(5,12) < 1,70
p
1
In(z + 1) e 2,98 <In(5+V5)+In(5—V5) < 3,01 12, 400[ 2 3
1 1 5
- ~1,61 <In(0,2) < —1, Z 1 1
1 61 < In(0,2) 60 3 @) 3 V5 n(n+1) 3
8 1
0,46 < ln<5> < 0,50 —2,254 < In(25) ln(i) < —2,208 —21n(2) — 21n(5) r=1loux=e
-1
2 242 3 -3  l4oo] 2I(2) 1 2 g 45
1) In(2
17 @) -2 9 M 3n(2)  10In(3)  —In(2)
-8 In(e” — 3) »
2 — 3 3 1 — (© 5V6 x>el -1 e—1

» [Réponses et corrigés page 200
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Term-LOG-03 Fiche de calcul n°18 Logarithme

Fonctions logarithmes

Quelques calculs généraux pour commencer
e

=

Soient x et t des réels. Simplifier les écritures suivantes.

a) el xed™ 2 c) % ............
b) () xe .............. d) W:;(# ..........
4
Ecrire les nombres suivants sous la forme aln(b) ol a et b sont des entiers et b est le plus petit possible.
a) 3In(2)+In(4) ....oooii. ¢) In(7—2v6) +In(742V6) ......
b) In(100) — In(28) + In(21) — In(3) d) 4In(9) —2In(27) +61In(V3) .....

Remarque

Dans I’ensemble des calculs de cette fiche, on ne se souciera pas des domaines
de définition et de dérivabilité.

Dérivation du logarithme népérien
|

Calcul 18.3] — Au méme dénominateur (I). L4

Déterminer Pexpression de f’(z) sous la forme d’un quotient pour f définie par :

a) f(z)y=2zx+1-In(z) .... b) f(x):4ln(x)—xi+1 .....
Calcul 18.4] — Au méme dénominateur (II). 00

Déterminer P'expression de f’(z) sous la forme d’un quotient pour f définie par :
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— Application des formules usuelles.

Déterminer I'expression de f’(x) pour

f définie par :

— Composition et logarithme.

Déterminer I'expression de f'(z) pour

f définie par :

Fonctions de la forme In(u)
S ———

Calcul 18.7| — Composition et logarithme (II).

Déterminer I'expression de f’(x) pour

f définie par :

Calcul 18.8) — Au méme dénominateur (IIT).

Déterminer I'expression de f’(z) sous la forme d’un quotient pour f définie par :

a) f(r) =42 +1—In(22% + 3z +7)

b) flz)=3z+1+m(l+vz).......

¢) f(z)=In(1+2z)—In2z* +x+1)

72
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— Logarithme d’un quotient. 00

J3, +00] ——R

On considere la fonction f : | T —3 On admet que la fonction f est dérivable.
Xt n xz _ 2 .
a) Soit x € ]3,+o00[. Calculer f/(&) ...ooouiiii
b)  Que vaub f(4) 7 oo
Jalcul 18.10 — Compositions successives. 00

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

a) f(z)=ln(z+ Va2 +1)... ) f(z)=In(l+e" ). ... .

b) f(;v):ln( 115) ..... d) f(z) = n(n(ln(z))) .......

Calcul 18.11] — Compositions successives (II). 000

Déterminer Pexpression de f(x) pour f définie par :

a) f(z)=1In(1+ xew_zs) ..................................

Fiche n° 18. Fonctions logarithmes 73



Autour des limites

“alcul 18.12| — Détection de forme indéterminée.

Pour chaque expression suivante, dire s’il s’agit d’une forme indéterminée, auquel cas on ne cherchera pas
a calculer la limite et on écrira « FI » dans le cadre-réponse; s’il ne s’agit pas d’'une forme indéterminée,

on donnera la limite en question.

Croissances comparées

c) ln(x)’ EN 00 ..t
x
1
d) n(a:)’ en 0" ... .
x

Calcul 18.13| — En factorisant (I).

Calculer :

calcul 18.14

1
En posant X = —, déterminer les limites suivantes.
x

Calcul 18.15( — En factorisant (II).

Calculer les limites suivantes.

r—+00
b)  lim z+In(z)

o (In(x))2 -7
z—+oo 34 21n(x)

|
8=

b) lim o

z—0+ 23

74
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calcul 18.16/ — Une limite classique. ]

Quelle est la limite de z +— xIn(z) en 0T ?

“alcul 18.17] — Une puissance de puissance. 000

Pour @ > 0 et b € R, on définit a® = e*(®),

1
a) Que vaut z” pour z = B /S

1
b) Que vaut ¥ pour x = 1 /S

c) Déterminer Hm ¥ ...
z—0t

alcul 18.18 000

En mettant en facteur 'exponentielle, déterminer hrf (In(e® +4x) — ) vovvvrviiiiin...
Tr—+00

Jalcul 18.19 0000

a) Déterminer lim ( ln(x)—ln(x)) .............................................

r—+o0

b) En écrivant = @) en déduire lim ——— ...
Tr—+o0 €T

Autour du taux d’accroissement
(D

Calcul 18.20| — Limites de taux d’accroissement. 00
Rappelons que si une fonction f est dérivable en a, alors on a| lim M = f'(a).
T—a Tr—a
T _ 1 — (0
Par exemple, pour déterminer lin%) ¢ , on introduit f : z —— e”, et on reconnait M D’ou
T— xT xr —
e —1
li =f(0)=¢e"=1.
My =/ O=e

En reconnaissant des taux d’accroissement, déterminer les limites suivantes.

) O ) OB
T x r—2 x—2
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Calculs plus avancés
. _____________________________________________________________________________________J

Calcul 18.21| — Détermination d’une équation différentielle. C? C?

Soit f une fonction définie, dérivable et strictement positive sur |0, 4+o0[ telle que, pour tout réel z > 0,

f'(@) = f(2)(1 = In(f(x)).

On pose g = In(f). Donner une équation reliant g et g’. .......... ...,

Calcul 18.22] — Logarithme intégral. (?(?

On définit la fonction « li » (appelée logarithme intégral) sur |1, +oo| par li(e) = 0 et 1i’(z) =

a) Soit & € ]1,+o0[. Calculer 1" (). «..oovue et

10, +oo[ —— =R

b) Soit f : Calculer f/(z)...covveiiiiiiiiiinn .
) Soit f o> 1i(32% + 2 + 2). aleuler f'(z)
; 10, +00] —R ,
¢) Soit g : Calculer ¢/ (). ..oovviiii i
x ——> li(e®).

Réponses mélangées

1 1 —In(z) — 623 31n(z)? 1 oo (1+ 2z — 323’ e’
xIn(z)? x? x 2 1+ zer—2° 1+e”
@ 0 6x +1 2ze”” 2z —1)In(z) —xz+1 e
In(3z2 + = +2) (1+e**)(1+ In(1 + e?)) (In(x))?
1 1)e” 2
681-0-3 FI W gl =1-— g g 51n(3) —+00 FI +00
2
1 4 2ze® T1
1 1 —8z43 _ _ exe”
0 oo ¢ x?2—1 o zln(z)d 1+ e+l
3 In(z) + 2 1 RO 6z + 6/ +1 1
7 2z 2x/In(z) 2(x + x) xIn(z) In(In(x))
1 —In(x) 42% + 11z + 4 1622 + 2422 + 522 — 3 2 — 1 e® V2
— — — 21In(5)
x? z(r +1)2 202 + 3z 47 x x 2
2x(x + 2) _7 32 1
5In(2 — 21In(5 3 -_— 1 e
n(2) (1+2z)(2224+2+41) n(5) ¢ 1—2a3 VaZ+1 oo
In(z) 1 2z —4 2?2 — 6z + 2 1 n 0 1
n S M —
v xIn(z) x? —dx+7 (x —3)(x2—2) xln(x)? >

» [Réponses et corrigés page 200|
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Term-ESP-02 Fiche de calcul n°19 Géométrie dans I'espace

Produit scalaire dans ’espace

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 19.1| — Evaluation d’un polyndéme. 4
1 1
On consideére le polynéme P = X2 + §X + 3

Donner les valeurs exactes de :

Calcul 19.2] — Des suites entrelacées. 4

Soient (tn)n, (Vn)n €t (wy), les suites telles que ug = vg = wg = 4 et telles que, pour tout entier n > 0 :
Upt1 =Unp +N+ 1, Vpr1 =0 + 1, Wpy1 =wy, —n+ 1.

Calculer :

a) up .. b) us .. c) vs ... d) ws ..

Remarque
Dans toute cette fiche, I’espace est muni d’un repére orthonormé.

Vecteurs orthogonaux
|

— Test d’orthogonalité. o
On consideére les vecteurs suivants :

0 (14 2 L1

a| 3 bl -1 cl4 d| -2

—4 -8 3 2
Dans chacun des cas suivants, dire si « oui » ou « non » les vecteurs proposés sont orthogonaux.
a) detb ....... c) detd ....... e) betd .......

— — - — —

b) det?¢ ....... d) bet¢ ....... f)y Cetd .......
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— Avec des racines. 000
On considere les vecteurs suivants :
4 -2 2 -2V/3
@|-Vv6 b|vV3++v6 (V3 d| 3-V2
3v2 1-3v2 1 V3+ V6
Dans chacun des cas suivants, dire si « oui » ou « non » les vecteurs proposés sont orthogonaux.
a) detb ....... c) detd ....... e) betd ...
b) et ....... d) bet? ....... f) CTetd .......
Calcul 19.5| — Avec un paramétre (I). 00

Dans chacun des cas suivants, déterminer I'ensemble des réels ¢ tels que ¥ et @ soient orthogonaux.

4 t+3 2t t
a) vl2t|etw| 3 | ...... b) V| 2+t]|etw|2—1t
1 4 5 -1

Calcul 19.6] — Avec un parameétre (II).

Dans chaque cas, déterminer 'ensemble des réels t tels que U et W soient orthogonaux.

4 t t—1 t+1
a) vlt]etw|1] ...l b) T(t+2]etw|t+2
4 t t—3 3—1

Autour de la bilinéarité du produit scalaire

Calcul 19.

Soient ¥ et W deux vecteurs. Exprimer chacun des produits scalaires en fonction de || 7|, || et ¥« w.

Soient U et W deux vecteurs. Exprimer chacun des carrés scalaires en fonction de || 7|, ||| et ¥« w.

c)

d)

(3T — @)+ (2T +3T) ...

(—> —

U+ 3w

)3T —7) ....

—

—
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— Avec des vecteurs orthogonaux. o

Soient 0, ¥ et W des vecteurs orthogonaux deux a deux et tels que : ||| = V2, || 7] = 1 et ||| = 3.

Calculer :

a) (27 —3W)- (37 + 2W) d) 2T +3@|°> ...
b) (2T — 3%) - (3T + 2@) e) Hﬁmw” ............
¢) (T+W): (27 —2T) ..... ) |[2+T+3|° ...........

Equations cartésiennes de plans
)

Salcul 19.10) 00
Dans chaque cas, donner une équation du plan P passant par le point A et de vecteur normal 7.
2
a) A(2,5,6) et T =1 ] oouiii
2
2
b) A(1,=2,3)et [ =1 | «oovriii
2
5
€) A(2,—4,5) et W[ 6] oouiii
0
Calcul 19.11 o

On consideére les points A(1,0,2) et B(2,1,0). Indiquer I’équation du plan passant par A et perpendiculaire
a la droite (AB) parmi celles proposées ci-dessous :

(@) 2+22+3=0 (©)z+y+2:-5=0
@x+y—2z+3:0 @x+2z—5:0
Calcul 19.12 o

On considere les plans P1, Po, P3 et P, d’équations respectives :
Piix+y+2+3=0, Pr:2x0—y+5=0, Ps:z—2y+2z—3=0, Py:x+2y+2+2=0.

Dans chacun des cas suivants, dire si « oui » ou « non » les plans proposés sont perpendiculaires.
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Projetés orthogonaux et calculs de distances
)

Calcul 19.13] — Distance d’un point a une droite. 000

On considere les points A(3,4,12), B(3,0,2) et C(1,2,3). On souhaite déterminer la distance du point A
a la droite (BC).

—
a) Déterminer les coordonnées du vecteur BC ....... ... i

b) Donner une représentation paramétrique de la droite (BC) ...................

¢) Donner une équation du plan P passant par A et de vecteur normal BC

d) Déterminer les coordonnées de H, le projeté orthogonal de A sur (BC). ..........

e) Calculer la longueur AH .. ...

calcul 19.14) — Avec une représentation paramétrique. 000
Soit d la droite de représentation paramétrique :
r=3+t
y=5+2t ,tekR
z=1—-1

On souhaite déterminer la distance du point A(5,0,3) a la droite d.

a) Déterminer une équation du plan P perpendiculaire & d passant par A ..

b) Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal H du point A sur la droite d ...

¢) Déterminer la longueur AH .. ... oo e
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Calcul 19.15] — Avec un peu d’analyse. 000

r=t+1
Soit d la droite de représentation paramétrique < y = 2 pour t € R.
z=2—t

On souhaite déterminer la distance du point A(2,4,0) a la droite d.
A tout réel t, on associe le point M de d de coordonnées M(t+1,2,2 —t).

Soit f la fonction définie sur R qui, & tout réel ¢, associe f(t) = AM.

a) Calculer f(t) ............. b) Calculer f/(t) ............

¢) Déterminer la distance de A & d ... ..o

Calcul 19.16/] — Distance d’un point & un plan. 00
Soit P le plan d’équation cartésienne x — 3y + 2z + 3 = 0.

On souhaite déterminer la distance du point A(2,4,0) au plan P.
Soit H le projeté orthogonal de A sur P.

a) Donner une représentation paramétrique de la droite (AH) ......................

Déterminer :

b) les coordonnées de H .. ... c) ladistancede AaP .....

Calculs plus avancés

— Cas général. F&f

Soient A(xa,ya,za) un point et P le plan d’équation
axr+by+cz+d=0, ou a, b, c et d sont des réels avec a, b
et ¢ non simultanément nuls.

On souhaite déterminer la distance de A au plan P. A A
M,

Soit A la droite perpendiculaire a P passant par A.
A tout réel ¢, on associe le point M (za + at,ya + bt, za + ct).

On admet que la droite A est I’ensemble des points M; avec t réel. 1z

a) Soit ¢ un réel, exprimer la longueur AM; en fonction de ¢, a, bet ¢ ..............

b) En utilisant I’équation de P, déterminer le réel ty tel que My, appartienne a P .

c) En déduire la distance de A & P ..ottt
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Calcul 19.18/ — En perdant les repéres. (?c?(?

H G
Soit ABCDEFGH un pavé droit avec AE =EH =1 et AB = 2. E i
Soit P le projeté orthogonal de F sur la droite (BH). D 1 F
o mmmmm oo do- o
On se propose de calculer la distance du point F & la droite (BH). // s C
// P ‘.v‘
A B

a) Exprimer BF - BH en fonction des longueurs BP et BH ...................

b) Calculer BH a ’aide du théoréme de Pythagore ....................c.o....

¢) Calculer BF-BH en décomposant BH en une somme de vecteurs qui sont ou bien orthogonaux a ﬁ‘),

. . 7’ . N ===
ou bien colinéaires & BE ... ... ..

d) En déduire BP ... o

e) En déduire la distance de F & (BH) a l'aide du théoréme de Pythagore . ...

Calcul 19.19] — Une aire de triangle. (?(?C?

On consideére les points A(1,1,1), B(4,2,2) et C(2,3,3). On souhaite calculer 'aire du triangle ABC.

a) Donner une représentation paramétrique de (BC) ................oou....

b) Déterminer la distance de A & (BC) ..ot

¢) En déduire Paire de ABC ... oottt
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Réponses mélangées

54 8  H(—1,4,4) INZIP+ D) —6T @  oui 4
2t2 — 6t + 9
> - 6 V30
22 — 6t + 9 {-5,0} 67-w—2|7|>° BPxBH % PF = ~= ()
8 . ara +bya +cza +d
non 10 {_5} T+2y—2—-2=0 {-1,1} oui - R C
4\/3 3\/5 —>12 —> 2 - — \/_ \/_
55 TP 4@ +aTw 1 {—5— 31,5+ 31} non
-2
1 4
48 non N TP +s|T-avET T 2 oui H(-,§,§>
3 1 3°'3°3
—12 —> 12 —> — 55
7 13 407N + 3|8 +4V3T @ non H 5,5,1 2r—y+22:-10=0
61T - |ZIP+T-@  —2w4+2y+z—-14=0  6||T) -3 |D*+77-@
b d 11 2
laxa + bya + cza +d| oui NG i oui AM, = [tV a2 + b2 + 2 M
V2 + 02+ 2 6 2
r=3—-2t Vi
y=2t ,teR —14 non 20 —y+22—-11=0 5 oui oui 12
z=2+t
rT=2+t
3 — -
non oui %_ b +6y+14=0 y=4-3t ,teR non 91> - |17
z =2t
r=4-2¢
7 1 43 5v3
) oui S+ V2 - y=2+t ,teR non oui i
3 2 3 3
z=2+t

» [Réponses et corrigés page 213|
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Term-ESP-03 Fiche de calcul n°20 Géométrie dans I'espace

Plans et spheres dans ’espace

Quelques calculs généraux pour commencer
O

Calcul 20.1] — Intersection de droites dans le plan. 44

Déterminer I'intersection éventuelle des droites déterminées par les équations suivantes.

1l s’agit de résoudre des systemes de deux équations d deux inconnues.

a) 2r+y+5=0ety=—2zx+4 ... ¢) 2x+y+3=0ety=-3x+6 ..

1
b) 2x—2y:1ety:x—§ .......

Calcul 20.2] — Signe d’un trinéme. 44
Résoudre les inéquations suivantes.

On donnera les solutions sous la forme d’un intervalle ou d’une réunion d’intervalles.

a) (20 = 3)(TF 1) >0 oot

Remarque

Dans toute la fiche, on travaille dans 'espace muni d’un repére orthonormé (O, 7, 7, 7;)

Autour des équations cartésiennes
|

Calcul 20.3] — Pour s’échauffer (I). o

Pour chacune des équations cartésiennes de plan suivantes, donner un point appartenant a ce plan.
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Calcul 20.4) — Pour s’échauffer (II). ]

Déterminer une équation du plan passant par le point A(1,2,1) et normal au vecteur indiqué.

1 2
a) |0 ..o, c) ma3) i,
0 0
0
b) na| 0 | .coennn.
-2

— Pour s’échauffer (III). L)

Pour chacune des équations cartésiennes de plan suivantes, donner un vecteur normal a ce plan.

a) TH2Yy=3 ... €C) T=06 .ot
b) y—3z=4 ... d) o4+y—22=18 ..................
— Des vecteurs remarquables. o

En déterminant un vecteur orthogonal aux deux vecteurs @ et ¥, déterminer une équation du plan passant
par A(1,2,3) et dirigé par les deux vecteurs ¥ et .

Dans chacun des cas, on pourra remarquer qu’il existe un vecteur orthogonal & U et U « remarquable ».

1 0 1 1
a) w|0)etT(1| ..co.... c) Ww|O0fetw| O] ......
0 0 1 -1
1 0 0 0
b) W|0]et T (O] ........ d) @|lfetd| 2] ......
0 1 3 -5
— Vecteurs orthogonaux a deux vecteurs. 00
Dans chacun des cas suivants, déterminer un vecteur 7 orthogonal aux vecteurs @ et ¥'. On cherchera un
x
vecteur 72 de la forme 7 | y
1
1 -1 -2 1
a) ul2fetd| 1 | oo, b) Wl 1 JetT|1] «oovvriiin...
1 2 3 1
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Calcul 20.8] — Equations cartésiennes de plan (I). 00

Déterminer une équation cartésienne du plan passant par A(1,2,—3) et dirigé par les vecteurs U et ¥
: 7 . — > —>
ci-dessous. On commencera par déterminer un vecteur 7 orthogonal & u et .

4 0

a) Wl 2 | et T4 ] oo
-2 2
1 2

b) W 5] et Tl 4| oo
1 0

Calcul 20.9| — Equations cartésiennes de plan (I1). 000

Déterminer une équation cartésienne du plan passant par A(1,2,—3) et dirigé par les vecteurs U et ¥
. z . —> > —>
ci-dessous. On commencera par déterminer un vecteur n orthogonal & u et v.

4 2

a) Wl 1 et T =2 oo
-5 -5
2 4

b) W 3| et T8 oerreiie
1 3

Avec des points
e ————————————————————.———~—

Calcul 20.10, — Equation de plan (I). 000

Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation cartésienne du plan défini par les points A, B, C de
la forme ax + by + cz = 1.

1l s’agit de résoudre des systémes de trois équations a trois inconnues.

a) A(1,0,1), B(2,—1,0) et C(3,=2,0) ..ovoeeieii i

b) A(1,0,1), B(2,—1,0) et C(3,=2,2) o vererii

¢) A(1,0,1), B(2,—1,1) et C(3,—1,1) ..oovirii i

Calcul 20.11] — Equation de plan (II). 0000

On consideére les points A(«,0,0), B(0,3,0) et C(0,0,~) ot a, 8,y sont trois réels non nuls.

Déterminer une équation cartésienne du plan défini par les points A, B, C de la forme azx + by + cz = 1.
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salcul 20.12] — Plan médiateur. 00

Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation du plan P passant par le milieu du segment [AB]
et orthogonal & (AB).

a) A(2,0,0) et B(—4,0,0) ..ot

B) A(2,1,—3) et B4 —1,—3) vttt

Intersections
(G

Calcul 20.13| — Intersection d’une droite et d’un plan (I). 00

1

On considere la droite (d) définie par le point A(1,2,—1) et le vecteur directeur u [ —1 |. Dans chacun
2

des cas suivants, déterminer l'intersection de (d) et de P.

On utilisera une représentation paramétrique de la droite.

C) P 2B — 2=

Calcul 20.14] — Intersection d’une droite et d’un plan (II). 00

1

On considere la droite (d) définie par le point A(1,2,—1) et le vecteur directeur u [ —1 |. Dans chacun
2

des cas suivants, déterminer U'intersection de (d) et de P.

B) P i@ — Y22 =0 o

D) P i 2 — 2 =

Calcul 20.15 — Intersection de deux plans (I). 000

Dans chacun des cas suivants, déterminer 'intersection des deux plans P; et Ps.

On attend pour la réponse un point et un vecteur directeur de la droite d’intersection.

a) Pr:x=letPoiy=—1 ..........

b) Pi:x4+z=1letPy:z=-1 ......
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c) Pr:x+2y=1letPy:ax=—-1.....

Calcul 20.16| — Intersection de deux plans (II). 000

Méme exercice.

a) Prix4+y—2z=6etPr:y+2=12 ...........

b) Pi:at+y—2z=06etPy:x—y+2z=12 .......

c) P1:204+y—22=10et Py:x—2y+2=-5 ...

d) P1:3x—2y—6z2=5et Py:2x—3y+5z2=0 ..

Spheéres
|

Calcul 20.17| — Equations de sphére. L)

Dans chacun des cas suivants, donner ’équation de la sphére de centre 2 et de rayon R.

On donnera l’équation sous forme développée et ordonnée.

a) QL,2,3) et R="T ..0ooeiiiii i

b) Q1,—2,1) et R=2 ..o

Calcul 20.18] — Eléments caractéristiques d’une sphére (I). 00

Identifier les ensembles définis par I’équation cartésienne ci-dessous. En particulier s’il s’agit de spheres,
préciser leur centre 2 et leur rayon R.

Q) 224124+ 2 —dy —62+1=0 .o

Calcul 20.19] — Eléments caractéristiques d’une sphére (II). 00

Les équations suivantes décrivent des spheéres. Déterminer leur centre €2 et leur rayon R.

5
a) x2+y2—|—z2—x—3y—|—z—120 .....................
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b) x? +y* + 2% — 2cos(a)r — 2sin(a)y —3 =0 ...........

Réponses mélangées

0
y=2 Ti¥iE z4+y=1 nl 1 r=1 (d) z=1
a B v -3
0 3
A(2,0,—-1)et @ |1 la droite A(6,0,0) z=3 |—o0, —1[U] §,+oo[
0
1 ! 51
A(18,0,0) [——,5[ {1(0,3,-3)} w2 A(3,0,0) %) {I(—,—,2>}
2 0 2°2

5
]—3, [ x=1 Q(cos(a), sin(a),0) et R =2 3x —2y+4z=-13 2r+3y =38

A(=1,1,0) et @ o r—2y+4z=-15  A(0,4,0) A(3,4,0), T

_ o O

3
4
5
4yt +22 -2 — 4y —62—-35=0 r+y=1 x=-1 A(lv_]-vo)etﬂ(

1 1 1
wl -1 w1 Q(—1,2,3) et R=+/13 A(9,-3,0), 73 I} {M(9, —21)}
1 -2 2
1 13 1
7|0 z=1 2(0,0,0) et R=2 3r —2y+22=-7 Q(—,—,——) et R=2
0 2°2 2
3 28
20 —y+32=-9 Al2],d]27 24yt 22 -2 Ay —224+2=0
0 5
2
3 11 1 5
w| o r—y=3 I —,-,§ y=2 A(—6,12,0), 7 | —1
3 47472 L
1

» [Réponses et corrigés page 219
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Term-ED-01 Fiche de calcul n°21 Equations différentielles

Equations différentielles I

Quelques calculs généraux pour commencer
S

Calcul 21.1] — Calculs avec des exponentielles. 4

Simplifier les expressions suivantes.

a) e xe 6 ... c) eFxe T ...

b) (e )’ x (eF)° ... ) ‘33::;;2)?1 ........

— Résolution d’équations du premier degré. 4
Donner la solution de chacune des équations suivantes, ou x est I'inconnue réelle.

a) Tz—8=2lz—12 .............. c) 12__213 =5

S .

Equations différentielles homogénes
|

— Formes générales. L)
Déterminer la forme générale des solutions des équations différentielles homogenes suivantes.

a) ¥y =2y ............ c) 2y —3y=0 .......

b) ¥ +7y=0 ........ d) 2y + 3y =8y + 9y

Calcul 21.4] — Equations homogénes avec condition (I). 00

Dans chacun des cas suivants, déterminer la solution f de I’équation différentielle donnée vérifiant la
condition donnée.

a) ¥ =—1lyavec f(0) =5 «ouuieiii e

b) 2y —3y=2y+3y avec f(0) =T «.overiii
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Calcul 21.5| — Equations homogénes avec condition (I1). 00

Dans chacun des cas suivants, déterminer la solution f de I’équation différentielle donnée vérifiant la
condition donnée.

1
3V~ y avec f(3) =e !

b) ¥ +V2y=0avec f(V2) =1

Equations différentielles avec second membre
|

On considere I’équation différentielle (E) : y

Yy =y -3

a) Déterminer une solution particuliére constante de 1'équation (E)

b) Déterminer la forme générale des solutions de 1’équation y' =y

c) Déterminer la forme générale des solutions de I'équation (E)

On considére Iéquation différentielle (E) : v2y' = V6y — 1.

a)

Déterminer une solution particuliére constante de ’équation (E)

b) Déterminer la forme générale des solutions de 1’équation \/iy' =

c)

Déterminer la forme générale des solutions de 1’équation (E)

Réponses mélangées

V6y

1 18
ml—)Ce‘/gw—i—% I3 r— 3 z— Ce @ 0”3
% T e85 z —s CeV3® T —s e27 V2 et -2
1
T —> e 5% el T— — x —3 He 117 = z — Ce”
V6 7
x —s Ce5%/7 z+— ke +3 o3 x — Ce37/2 z —> Ce?®

» [Réponses et corrigés page 223
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Fiche de calcul n°22 .
Term-ED-02 Equations différentielles

Equations différentielles II

Prérequis

e Pour ’ensemble de la fiche, « résoudre une équation différentielle » signifie « donner la forme
générale des solutions » de I’équation proposée.

e La dérivée d’une fonction composée f = v o u est donnée par la formule

[ =@wou) =@ ou)xu.

Equations différentielles du type y' = ay + b
]
— Trouver 1’équation différentielle connaissant une solution. o

Quelle est 'équation différentielle dont la fonction f : { est solution ?
x

T 1
P 64 — 1
! 1 A
@y =4y-7 (©y =—d4y-2
-1 r_
® v - @ =
Calcul 22.2 o
Quelle est la fonction qui est solution de 1’équation différentielle 3/ = —y + 3 ?

rH——>¢e* —3 r——> —3e % +3 TH——> —e*+3

Calcul 22.3] — Résolution d’une équation différentielle (I). L)
2
On note (E) I'équation différentielle y' = —3¥ + 5.

2
a) Résoudre sur R : 3y = TRY e

b) Pour quelle valeur K € R la fonction constante z — K est-elle solution de (E)?

c) Résoudre (E) sur R ..o

Calcul 22.4] — Résolution d’une équation différentielle (IT). L)

2 1
On note (F) Iéquation différentielle ?y’ =y +2.

a) Les solutions de (E) sont les solutions de
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1

b) Résoudre sur R : 3 = QY e
, ;1

¢) Résoudresur R:y' = TY e

d) Déterminer une solution particuliére de (E)

e) Résoudre (E)sur R ...
Calcul 22.5/ — Résolution d’une équation différentielle (III). L4
2
On note (E) léquation différentielle 4y’ + A 1=0.
a) Les solutions de (E) sont les solutions de
1 1 1 1 1 1 3
r_ I = - r_ - r_ = 9
T T ©v=-5v+53 O A
1l y a une unique bonne réponse.
b) Déterminer une solution particuliere de (E) ..................
c¢) Résoudre (E)sur R ... ...
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— En autonomie.

Résoudre sur R les équations différentielles suivantes.

a) BY = 22U = T
b) 20 =3y =19 —8
c) y'——y:ly’—l—y—i—l .............................
2 3
A 1y +3y=y+ oy — >
3  RRARRRERRRRIETEERPREIRPRERPY

Avec des conditions initiales

Pour chacune des équations différentielles suivantes, déterminer la solution sur R vérifiant la condition

initiale indiquée.

)

b)

alcul 22.8)] — Des conditions initiales variées.

Soient b et ¢ des nombres réels.

a) Résoudre sur R I'équation différentielle 2y’ + 3y = b

Pour chacune des équations différentielles suivantes, déterminer la solution sur R vérifiant la condition

initiale indiquée.
b) 2y +3y=0bet y(0)=>
c) 2y +3y="bety0)=c

d) 2y +3y=bety(c)=">

94
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Equations différentielles du type y' = ay + f
|

salcul 22.9 o
R
Quelle est I’équation différentielle dont la fonction f : 1 9 est solution 7
@)y =-y+z-2 (b) y =3y+2° -1 (¥ =3y+22-1 (d) y =2y —2z+3
alcul 22.10 o

On note (F) léquation différentielle y' = 5y + 2z — 3.

a) Résoudre sur R I’équation différentielle ¢y =5y .....................

b) Déterminer le couple de réels (a,b) tel que ¢ : {

c) Résoudre (E)sur R ...

Calcul 22.11 00
On note (E) I'équation différentielle y' — 3y = 4sin(z).
a) Parmi les expressions suivantes, déterminer celle qui définit une fonction solution de (F).

@ %4 cos(z) @ %COS(QC) - %sin(x)
~4 —2 6

@ = sin(x) @ 5 cos(z) — ¥ sin(x)

b) Résoudre (E) sur R ... ..o

¢) Déterminer la solution de (E) sur R vérifiant y(0) = v2 ............
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Salcul 22.12 00
On note (E) I'équation différentielle 3’ + 2y = ¢~ 2% cos(x).

a) Parmi les expressions suivantes, déterminer celle qui définit une fonction solution de (E).

@ 2e™ 2% cos(z) @ e " sin(x) @ —e™?® sin(x) @ eoos(@)

b) Résoudre (E) sur R ...

¢) Déterminer la solution de (E) sur R vérifiant y(0) =1 ..............

calcul 22.13 00

. . . . R———R . . ) .
Déterminer une expression de f telle que la fonction ¢ : soit solution de 1’équation
T 2e" 4+ 3e™ 7

différentielle (E) : 7y’ +3y = f(z), sur R ..ot

Réponses mélangées

—92 13 5 2
21— Ce3® — 14, ot C € R ( ) T xHCe%z—g,oﬁCER

5725
— 2 cos(x) sin(x)
T —z -z 15
5 52 x»—)Ce*§Z+?,oﬁC’ER @
+(\/§+ g)e?w
b 2 1 9
x> (sin(z) + C)e ™, ou C € R T g + ge_%x T o= §e2z
b 8
xH§+Ce*%z,oﬁC’€R T — =7+ Te 2% @ x»—>0e3m+§,oﬁC’€R
2 6
_Zz _ 2 1
s CEnncer T TEEE-gmE B g G
+Ce** ou C e R
2 1
x»ﬁCe_%”—%,oﬁCeR x»—)—gm—l—%—i—CeM,oﬁCeR x— 20e” — 12e7°
b b
z+— Ce 3% on C €R T o+ (c— g)e_%“C x> (sin(x) 4+ 1)e 2" (©
1o . I R
@ x+— Ce? ouC eR x— —14 @ x— Ce 10””+§,0uC€]R

7 b 2

$|—>Ce§”—§,oﬂC€R x»—>Ce%$,oﬁC€R m»—>§+§e%‘je_%m

» |Réponses et corrigés page 225|
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Term-PRIM-02 Fiche de calcul n°23 Primitives

Primitives 11

Calculs de primitives
)

— Primitives usuelles . o

Donner I'expression des primitives des fonctions définies par les expressions suivantes.

1
b) f(z) =2z — 4e® + AR CEERL L REEOPRERPREERPRERPRILS

— Primitives usuelles (III). 00

Donner I'expression des primitives des fonctions définies par les expressions suivantes.

d T) = — e
) f@)=-5+ 3-S5+
— Trouver une primitive particuliére. 000

Donner expression de la primitive F' de f telle que F'(a) = b dans les cas suivants.

a) fx)=2x+1,a=1etb=0 ..o,
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Calcul 23.4) — Composition avec une fonction affine (I). 00

a) Donner 'expression des primitives de f définie par f(x) =exp(z) .............

En déduire 'expression des primitives des fonctions définies par les expressions suivantes.

b) fi(z) =exp(2z+3) .... c) fo(z) =exp(—bzr+2) ..
Calcul 23.5| — Composition avec une fonction affine (II). 00

a) Donner 'expression des primitives de f définie par f(z)=— .................

En déduire 'expression des primitives des fonctions définies par les expressions suivantes.

1 1
b) fl(x)_g;—?, ........ c) folz) = il
Calcul 23.6)] — Reconnaitre les formules des dérivées usuelles (I). 00

Donner I'expression des primitives des fonctions définies par les expressions suivantes.

2z 43
b T o e
) 1@ 2Va?+3x+1
Calcul 23.7| — Reconnaitre les formules des dérivées usuelles (II). 00

Donner I'expression des primitives des fonctions définies par les expressions suivantes.

a) f(x) =6(8r—2)x (427 — 22 —3)% ...

6z + 5
b) f@) =55 1

Réponses mélangées

1 3 1 1 1
exp(z?) + C §x3—em+3x+§ §x4+2x3—§x2+x+0 51n(|2x+1|)+0

1 2 1
ﬁ—@+ﬁ+2ln(|x|)+0 2In(|z]) + 3

1
5exp(2x+3)—|—C’ In(|32* 4+ 52 — 1[) + C (42? =22 - 3)° +C vaz+3z+1+C

-1
5 exp(—bx +2)+C

1
In(lz —3|)+C 23 + In(|z]) + 2y + C 31n(|x|)—ﬁ+6\/§+0

1 P 1
(e +C exp@)+C  —— 2tr-2 a2’ —de”— —4C
X

» |Réponses et corrigés page 229
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Term-PRIM-03 Fiche de calcul n°24 Primitives

Primitives 111

Primitives de fonctions élémentaires
(D

Calcul 24.1| — Fonctions élémentaires (I). 00

Déterminer I’expression d’une primitive des fonctions suivantes.

1
a) T2t 4+2 ... d) 2 —
x
b) zr— =
x 3 e) T —gg
c) xT+—— ! f L
T ) T g e

Calcul 24.2| — Fonctions élémentaires (II). 00

Déterminer I’expression d’une primitive des fonctions suivantes.

3 23+ 5x? — 4
a) e’ .. ) T ———— ...
x
b) x> 3e5” —a? ... d) z+—2sin(2z) ........

Primitives de formes remarquables
|

Dans les exercices suivants, on fera apparaitre des expressions de la forme

ou u'(z)e"®

pour primitiver les fonctions proposées.

Calcul 24.3| — Fonction puissance (I). 00

Déterminer I’expression d’une primitive des fonctions suivantes.

a) r+— 2z +1)(2*+2)° ..... ¢) xr—— (2 + 1) (2 +3x+4) .
2 10 d 82
b) Jf’—>(2$+3)($ +3x—|—12) ) me .............
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Calcul 24.4] — Fonction puissance (II). 00

Déterminer I'expression d’une primitive des fonctions suivantes.

a) x> (e 4+ 1) 3 .. .. c) zr—ax\V1-—222 . ...

b) z+— (" +1)(e” +z)* d) z— —%

Calcul 24.5| — Fonction inverse (I). 000

Déterminer I'expression d’une primitive des fonctions suivantes.

) 1 Q) S5zt + 322 +1
a) T ——— ... T —
2x — 3 2+ ad+ax+12
423 + 322 e’ +1
b) = B e) Tr— —— ...,
x4+ 23 e’ +ux
) 322 + 4x ) e’ —e™"
c) T —————— ...
234222 +1 e +e7®
— Fonction exponentielle. 00
Déterminer I'expression d’une primitive des fonctions suivantes.
1
a) x> <3:E2 + —>e$3+ln(w) ........ ¢) x> sin(z)e” @
x
b) z+— (2% +2+ 5))63534'%’”2"’15’”_12 d) zr— exp(x)exp(e®) ...,

Réponses mélangées

1 2 —4/3 4
w'—>ln|x3+2m2+1{ x — — cos(2x) x'_)(n(—x)) :L’n—>—/ v T 4oy
2 (23 + 2)2 4
1 3 3 2 3 12 11 3
T — §1n|a:| T — gew - % T — @ +3r+12)7 fl—’— ) x —s e~ cos(@)+3 T 5352/3
2 6 3 3 4 2 —12x
wa T —> ze” wa x +— In+/|22 — 3| xn—)—el2
1
T — “’2—2 + 5z + 4 z+— In(e” +e77) T — ge”ﬁ*%ﬁ“sw*lz x — exp(e?)
1 1 T 23
m|—>—6(1—2m2)3/2 T =g x»—)ln’x4+m3| z— ez xH—(e ;—396)
1
z— In|z® +2° + 2 + 2| x — Inje” + x| xl—)—m T 2z

» [Réponses et corrigés page 230
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Term-INT-01 Fiche de calcul n°25 Intégration

Intégration I

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 25.1) — Des fractions. 4

Calculer, en donnant le résultat sous forme de fraction irréductible :

1 1 1 2 3

1—=+-= b) =—= ........ = — = ...
A ) 373 9 373
Calcul 25.2| — D’autres fractions. 4
Exprimer les nombres suivants sous la forme « 2°5° » (avec a,b € Z).

102 1 1 1

— e b) ——— ...... - — — ...
2 ) 2xZ 9 5 10

Premieres intégrales
|

0

Calculer :

— Une formule générale. o

1
Soit n € N. Combien vaut / thdt?
0

@n—i—l @n—l @% @n—li—l @n—l

— Variations autour d’une puissance. 000
Soit n € N. Calculer :
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00

V2 t2n

Soit n € N. Calculer / —dt
0o 2"

Secondes intégrales
|

— Variations autour d’une fraction.
Soit n € N tel que n > 2 et soit a > 0. Calculer :

Soit n € N*.

2 73\ "
a) Calculer/ () de ...
0 2

Calculs plus avancés
(D

Calcul 25.9| — Une somme d’intégrales.

2 2 2 2
SoitneN*.Calculer/ 2tdt+/ 3t2dt+/ 4t3dt+~--+/ (n+ 1)t"™dt
0 0 0 0

2n
b) Calculer / nt?tdt ...
0

Calcul 25.10, — Une fraction de fractions, integrée entre deux fractions. '3 (? (?

Soit n € N tel que n > 2. Calculer +

n 1
[
1 gn

2n
Réponses mélangées
1 9-15-1 @ 92n°—1 1— (=1t 1 (n—1)
6 n+1 (n+1)2n+1 nn=2(2n—1 — 1)
2n+1 -1 é \/5 _§ 22n+1 2_252 1 on _ \/§ 2 1
4n+l(n+1) 6 2n+1 6 3n+1 2n—1 /2 3 2
1 a®"2-1 1 1 1 (=™
22572 = —— (2"t 1 42" -1 o=t 1
n—1 an1 2 n—l( ) n+1 ( ) n—l( )
» |Réponses et corrigés page 232|
102 Fiche n° 25. Intégration I




Term-INT-02 Fiche de calcul n°26 Intégration

Intégration 11

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 26.1 44

Calculer et donner le résultat sous forme de fraction irréductible.

2 1 141
2) 3x b A B o) 213

Calcul 26.2 44

Calculer :

a) 1-3x(=5—(-1)*x4) ....... b) —13x025x (=3 x4 .........

Calcul 26.3 444

Ecrire sous la forme d’une seule puissance.

28 + 28 ) (277" x 83
QI3 e C 3 % 16

a)

Calcul 26.4 44

—3z2 4+ 22 —

1
On note, pour z € R, f(z) = 71 . Calculer f(z) dans chacun des cas suivants.
i

a) siz=1...... b) siz=-1 .... c) siz=-2 ....

Calculs d’intégrales
)

Calcul 26.5| — Fonctions usuelles (I). 0o

Calculer :

3 0
b) / udu ...l d) / efdr ...l
-1 —1
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Calcul 26.6| — Fonctions usuelles (II).

Calculer :

calcul 26.7] — Puissances.

Calculer :

a) /1(3x2—5w+1)dm .....

—2

Calcul 26.8) — Divers (I).

Calculer :

Calcul 26.9] — Divers (II).

Calculer :

14
—3 570 28 317 n
-17 1 1 45
- “(e—1 1—= -
5 =1 e 1
39 50 5
? 37T ﬁ 2 —

1
—5 e—\/g 1(64—1) 9—3\/§
17 512 14 31 2 1 -1
30 3 10
2 1 1
= 2715 - <e3 - -) 27 -3
4 e

» [Réponses et corrigés page 234
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Fiche de calcul n°27

Intégration III

Term-INT-03 Intégration

Calculs d’intégrales
)

0

Calculer les intégrales suivantes.

0

Calculer les intégrales suivantes.

4
a) / dexp(264+2)dt ..o
—1

3 9

00

Calculer les intégrales suivantes.

4
2%+ 1
A
@) /_2t2+t+1

-

b) / (2 4 1) exP(2U% + 68) b oo oo
0

Réponses mélangées

» [Réponses et corrigés page 230|
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Term-INT-04 Fiche de calcul n°28 Intégration

Intégration par parties I

Quelques calculs généraux pour commencer
)

Calcul 28.1 4

Calculer f'(z) pour chacune des fonctions f définies par les expressions suivantes.

On ne se souciera pas du domaine de dérivabilité.

a) flx)=ae® ... i d) f@)=eV® ...
b) f(z)=zln(z) .......cc.ooiit. e) flz)=v4z2+3 ...............
@ 1
c) f(x):; ...................... f) flz)= e IRTUCCCCPPITEEPRI
4

Factoriser puis simplifier chacune des expressions suivantes.

a) (1—=Tz)(Bx+5) — (92 4+ 15)(T —4) «oereiiii e

b) xe® —3e” ... d) e +4e®+4 ...,

¢) 3ln(x) —In(z?) ..........

Premieéres intégrations par parties
)

>alcul 28.3] ]

Calculer a l’aide d’une intégration par parties :

00

Calculer a l’aide d’une intégration par parties :

a) /1 e 11(;) A oo, o) /0 Pt netar

b) /1 S In(t)dt ............. d) / 1(4—3t)e3t+1 dt .......

3
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Primitives du logarithme et de ses puissances
S ———————.——.—.—.—.———.———

00

Calculer a ’aide d’une intégration par parties :

Doubles intégrations par parties
|

salcul 28.6 000

Calculer a 'aide de deux intégrations par parties :

000

a) /1t2e2t+1dt ............. b) /7 (In(1))* dt oo
0 1

3

Intégrales paramétrées
)

alcul 28.8 00
1
tn
Pour n € N, on pose I, = / dt.
o 141
a) Calculer T ..o
b
b) Trouver a et b tels que Sl T
1+¢ 14t
€) Calculer Iy ...
d) Exprimer I, 41+ I, enfonction de n ...
e) En déduire la valeur de I3 ..........o i
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Calculs plus avancés
. _____________________________________________________________________________________J

Calcul 28.9] — Limite et intégrations par parties (I). ‘ &C?C?

xT

2
Calculer lim B3ETET AE
x——+00 0

Calcul 28.10| — Limite et intégrations par parties (II). Fhd

A
Pour n € Net A € R, on pose I(n, A) = / t"e~tdt. On admet, pour tout n € N, I'existence de :
0

A
J(n) = lim t"e~ " dt.
A—+oo Jo

a) Calculer J(0) ...t e

b) Exprimer J(n + 1) en fonction de J(1) «..ooviiniiiiii i

¢) En déduire une expression de J(n) en fonctionde n ............co i,

Réponses mélangées

1 2
— (= (n7 1 1 2% +1
98< (In7) 212 —ed— e B J(I”j 1) et 51n(5)% — 101n(5) + 8
~In7+24) 4 4 = (n+1)J(n) 9
5In(5)* — 15In(5)? w - 2 4
! _ _ =
n! +30I(5) - 24 e’ (z — 3) (3z 4+ 5)(13 — 10x) (e® +2) s
5 e +1
1 6 In(2) (x 4+ 1)e” 1 5In(5) — 4 In(z) zln(z) —z
1 e—2 5e 62°
3—23e 10 1—In(2 In(2 = -2 _—
¢ n(2) n+1 n(2) e 3 (26 4 3)2
1 5 2 e’(x —1)
1 -2 VT =1 -1 1 1 232 cew—1
e 2\/56 a et b n(z) + 57¢ ~ 37 3

» [Réponses et corrigés page 237|

108 Fiche n° 28. Intégration par parties I



Term-INT-05 Fiche de calcul n°29 Intégration

Intégration par parties 11

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 29.1] — Des logarithmes et des exponentielles. Ad4

Simplifier les expressions suivantes.

) In(VeF) — 5+ el ) = Call
a) In(Ved) — —e C) ———— ...

2 e2 % (6—1)2
b) 4In(2) —2In(4) .......... d) (e—6)2 <« Vet
— Un peu de dérivation. 444
Calculer f’(x) pour f définie par les expressions suivantes.

1
a) fl@)=(@+Dx .......... c) f(z)= T
1

b) f(x)_l—}—aﬂ ........... d) flx)=vV1l—z ...........

Avec une seule intégration par parties
|

— Deux premieéres intégration par parties. o

Calculer les intégrales suivantes a 'aide d’une intégration par parties.

Calcul 29.4] — Avec un parameétre. 00

On considére un entier relatif a différent de —1.

4
Calculer, par intégration par parties, / 2In(z)dx ...l
1
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Avec plusieurs intégrations par parties successives

Calcul 29.5

Calculer les intégrales suivantes a I'aide de plusieurs intégrations par parties successives.

2
b) / (2° —2z+1)e* da ...
1

— Un calcul d’intégrales classiques.

Pour n € N*, on consideére les intégrales

! 1 ! T
I, = —— n = ——w dz.
/0 ) dx et J, /0 0129 dx

a) Exprimer J,;1 en fonction de I, et I, 41

b) A Taide d’une intégration par parties, exprimer I,, en fonction de J,1 et de n.

¢) En déduire une relation de récurrence entre I,, et I,,11

d) Sachant que I; = %, calculer I3

e) Calculer I,

Réponses mélangées

3m+8 1 2n—II 9 3 1 4o+t n 4o+l In(4)
= — — _—— — n
32 LT et T e (a+12 (a+12 " a+1
et —e? 1 15m + 44 _
1 In = 2_n + 2an+1 T Jn+1 = In — In+1 (§ 5 0 1
—2z -1 1 )

» |Réponses et corrigés page 241|
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Term-DENO-01 Fiche de calcul n° 30 Combinatoire et dénombrement

Cardinaux et coefficients binomiaux

Prérequis
Le cardinal d’un ensemble E est le nombre d’éléments de cet ensemble.
On le note Card(E).

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 30.1)] — Des fractions de fractions. 4
Ecrire sous forme d’une fraction irréductible :
2 1
2 376 et
a) —— .. b c
) 1 7 ) 3 1 ) 1 . 3
5 15 5 6 5 7
Calcul 30.2 44

Ecrire les expressions suivantes sous la forme a\/l_), avec a et b entiers et ou b est le plus petit possible.

a) V32 ... b) V45 ..... ¢) V1200 ... d) V432 ....

Cardinal et opérations ensemblistes
)

Jalcul 30.3|] — Formule d’inclusion-exclusion pour deux ensembles. 0

Soient A et B deux ensembles finis. On rappelle que

Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(AN B).

Cette formule est appelée formule d’inclusion-exclusion.

a) On suppose que Card(A) =5, Card(B) = 10 et Card(AN B) = 2.
Déterminer Card(A U B) ..ttt

b) On suppose que Card(A) =7, Card(B) = 8 et Card(AU B) = 12.
Déterminer Card(A N B) oottt

c) On suppose que Card(A) =3, Card(AU B) =8 et Card(AN B) = 2.
Déterminer Card(B) . ...ouiini e
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Calcul 30.4] — Des équations avec des cardinaux.

Soient A et B deux ensembles finis.

a) On suppose que Card(B) = 2 x Card(A), que Card(AN B) =4 et que Card(AU B) = 8.
Combien vaut Card(A) 7 ...
b) On suppose que Card(A) = 3, que Card(AU B) = 13 et que Card(AN B) = 1.

Combien vaut Card(B) 7 ..ottt
¢) On suppose que Card(AN B) =2, que Card(AU B) =9 et Card(A) = Card(B) — 5.
Combien vaut Card(B) 7 ...

Factorielle et coefficients binomiaux
(D

Calcul 30.5| — Des multiplications a foison.

On rappelle que la factorielle de n est définie par n! =1 x 2 x 3 X --- X n pour n € N*.

Donner les valeurs des factorielles suivantes.

— Des simplifications a foison.

Calculer les expressions suivantes.

La réponse attendue est un entier ou une fraction irréductible.

5!
a) 5 ..............................
101!
b) ——
) 99!
7!
C) ﬁ .............................

Calculer les expressions suivantes.

La réponse attendue est une fraction irréductible.

|
oL by 2x%_5

724 I...

LU
e) 5! ... g) 7!
£) 6 ... h) ol
00
3! x 6!
FTEON RRRELRRRREREREERRREERPPPY
e) Al=3l L
f) TI—6! o
00
7  3x31?
I e
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Calcul 30.8] — Calcul littéral avec la factorielle (I).

On rappelle que les factorielles de deux entiers naturels consécutifs n et n + 1 sont reliées par la formule :

(n+1)!'=(Mn+1)xn!

Soit n un entier naturel non nul. Simplifier les expressions suivantes.

2)! 2n + 2)! 2_ 1p!
g @42 b 212 o @2 =Dn
(n—1)! (2n)! (n+2)!
Calcul 30.9] — Calcul littéral avec la factorielle (II). 000
Soit n un entier naturel non nul. Simplifier les expressions suivantes.
1 1 (n+1)! nl
a) n'i(n—f—l)' ............ b) W*QT’H ...........
0 1 1 1
a D) T DD mxnl e
|
d) Pour tout n € N, on pose u,, = n—n Simplifier Yntl .
n n
salcul 30.10] — Calculs explicites de coefficients binomiaux. 00
Calculer les coefficients binomiaux suivants.
4 7 45
a) (2) ......... c) <3> ......... e) (44) ........
9 125 9
by () ......... d () H () .........
(5 (V) ()
calcul 30.11] — Calcul littéral avec le coefficient binomial. 000

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3. Simplifier les expressions suivantes.

o (1) + ()
0 (5)+ ()

Dénombrement

o ()0

calcul 30.12] — Des fruits !

Une corbeille de fruits est composée de trois fruits. Pour la former, on dispose d’une pomme, d’une poire,
d’une banane, d'un kiwi et d’une orange.

Combien y a-t-il de corbeilles possibles ?
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Calcul 30.13] — Mains au poker. 0000

On tire 5 cartes d’un jeu de 52 cartes; on obtient ce que 'on appelle une main. On rappelle qu’un tel jeu
est composé de 13 cartes de chacune des quatre couleurs (cceur, carreau, tréfle ou pique) et qu'il y a 3
figures (valet, dame et roi) pour chaque couleur.

Déterminer le nombre de mains vérifiant chacun des critéres suivants.

On exprimera les réponses d l'aide de coefficients binomiauzx, qu’on ne cherchera pas a calculer.

a) Cing cartes qUElCONQUES ... ... ...ooiii e

b) Cing cartes d’'une méme couleur .............. .. ...

¢) Uniquement des figures ............ooiiiiiiiiiiiii

d) Deux piques, un coeur et deux Carreaux ..................ooioao....

e) Exactement un tréfle ...... ... .

f) Aumoins un valet ........ ...

Indication : faire le lien avec les mains sans valet.

g) Au moins une dame et unneuf ........ ...

Indication : faire le lien avec les mains sans dame et celles sans neuf.

h) Exactement deux rois et deux coeurs ..................

Indication : on pourra distinguer les mains selon la présence ou non du roi de ceeur.

Calcul 30.14)] — Anagrammes (I). 00

On appelle anagramme d’un mot tout autre mot composé des mémes lettres mais dans un ordre quelconque.
Par exemple, le mot « MSCOIONIBNA » est une anagramme du mot « COMBINAISON ».

Combien les mots suivants ont-il d’anagrammes ?

On exprimera les réponses a l'aide de coefficients binomiaux, qu’on ne cherchera pas da calculer.

a) & MAISON » .............. b) «RADARY» .......cooonn..

Calcul 30.15( — Anagrammes (II). 000

Combien les mots suivants ont-il d’anagrammes ?

a) « MISSISSIPPI » .......... b) « ABRACADABRA » .......
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Calculs plus avancés
(S

Calcul 30.16| — Formule d’inclusion-exclusion pour trois ensembles. {?&@

On rappelle que si A et B sont deux ensembles finis, alors on a

Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(A N B).

Soient A, B et C' trois ensembles finis. Donner une formule analogue pour Card(AU B U C)

Calcul 30.17] — Monotonie d’une suite. (?@@

2n
Pour tout n € N, on pose u,, = 22”< )

n

u
a) Simplifier le quotient SRR

n

b) La suite ((n+ 1)ui)n>0 est-elle : @ croissante ? @ décroissante ? ..............

Calcul 30.18 — Produit d’entiers pairs consécutifs. -@-@

Soit n un entier naturel non nul. Expliciter le produit des entiers pairs consécutifs de 2 a 2n a I’aide d’une
puissance de 2 et d'une factorielle.

2 XA X e X (21— 2) X 20 oo

Calcul 30.19] — Produit d’entiers impairs consécutifs. (?{F&

Soit m un entier naturel non nul. On note respectivement I le produit des entiers impairs consécutifs de 1
a 2n + 1 et P le produit des entiers pairs consécutifs de 2 a 2n :

I=1x3x5x---x(2n—-1)x (2n+1) et P=2x4x---X(2n—2) X 2n.

a) Exprimer le produit I x P a l'aide d’une factorielle ......................co.o...

b) En déduire une expression du produit I ......... ...t
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— Une somme remarquable. FEdd

Soient n et p deux entiers naturels, et (ax),s, une suite de réels.
=

n

a) Sip < n, expliciter la somme Z(ak — ak+1) en fonction de an4+1 et a,
k=p

1
b) Pour tout k € N*, simplifier la différence (p S ) = (p + k)
p+1 p+1

On pourra utiliser la formule de Pascal.

= k
¢) En déduire une simplification de la somme E (p + )
p
k=0

a3 B O e ()
HOE) ) ) e () w o ()
(2n 4 1)! (Z)@):?’O 20 3 () 20V3 (zgn—w 1 ; 10 100

nat 1 59 1><3><12(326)

B O e
(5)_2(5> o2n+1 (13)(39)

2(n+1)(2n+1) - ap — Uny1

1
2 3v5 4 320 123 4< 3)

(44) 2n+1) 1)\4 5
_|_
)
n(n? — 3n + 8) 11\ (6 (4 (2
L N AR R R I
n n—1 (n —3)n! 52 48 11
72 =172 — 14 — =
CE T 0 o=720 22(n+1) 0 (5) (5) 12
1 —1
45 1 —— 120 4v2 1 —_— 5 040 35 24
30 v2 n(n+1)(n+1)!

» [Réponses et corrigés page 243|
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Term-DENO-02 Fiche de calcul n°31 Combinatoire et dénombrement

Dénombrement 1

Quelques calculs généraux pour commencer
e

Calcul 31.1] — Des fractions. 4
Simplifier :

Calcul 31.2) — Un peu de factorielles (I). 4

On rappelle que la factorielle de n est définie parn! =1 x2 x 3 X --- X n pour n € N*.

Calculer, en simplifiant autant que possible :

P p HxBx6xd

Calcul 31.3]| — Un peu de factorielles (II). 4

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Simplifier :

n! (n? —1)n!
a) (n — 2)' ................. C) m ...............
(n— 1)! (31)4 x 4!
b) G ) S

Des dénombrements élémentaires
(D

alcul 31.4] — Une corbeille de fruits. o

Une corbeille de fruits est composée de pommes et/ou d’oranges et comporte cinq fruits.

a) Déterminer le nombre de corbeilles possibles ............ .. i

b) Déterminer le nombre de corbeilles comportant au moins une orange ...................

c) Déterminer le nombre de corbeilles comportant plus d’oranges que de pommes .........
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Remarque

Dans cette fiche, pour les exercices de dénombrement, quand les réponses seront des expressions
faisant intervenir des coefficients binomiaux, des puissances, des produits ou des factorielles, on ne
cherchera pas a les calculer explicitement.

Par exemple, si la réponse est

15%x14%x 13 ou 26* ou (160>,

on la laissera telle quelle.

— Peinture. L\

Une maison possede trois chambres. Son propriétaire dispose de quinze couleurs de peinture possibles. On
souhaite peindre les trois chambres de trois couleurs différentes.

Déterminer le nombre de fagons d’associer une couleur a chaque chambre .....

— Un aérodrome. o

Les aérodromes de loisir sont identifiés par un code & quatre lettres. La premiére lettre indique la région
du monde et la deuxiéme le pays.

Combien peut-on identifier d’aérodromes :

a) Si toutes les lettres de 'alphabet peuvent étre utilisées? ..................

b) En Europe (la premieére lettre serait alors « E»)? ....... ... ............

¢) En France (la deuxiéme lettre doit étre « F»)? ...,

Calcul 31.7] — A I’hippodrome. 0o

On organise une course de chevaux dans laquelle quinze chevaux participent. Déterminer :

a) Le nombre de tiercés dans I'ordre possibles ...............cocoiiiii.

b) Le nombre de quintés dans l'ordre possibles ........... ...l

¢) Le nombre de tiercés dans 'ordre dans lesquels le cheval « Etalon Noir » apparait.

d) Le nombre de quintés dans 'ordre dans lesquels le cheval « Etalon Noir » n’est pas présent.
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— Une urne. o

Une urne contient n boules. Elles sont rouges ou vertes, toutes de couleur unie et de méme taille.

a) Déterminer le nombre d’urnes possibles ............. ... oo

b) Déterminer le nombre d’urnes contenant au moins deux boules rouges . ...

— Un groupe d’amis. 0

Dans un ensemble de dix personnes dont trois garcons, on s’intéresse a un groupe d’amis comportant six
personnes.

a) Déterminer le nombre de groupes possibles .........................

b) Déterminer le nombre de groupes ne comportant pas de gargon.

d) Déterminer le nombre de groupes comportant autant de gargons que de filles.

Calcul 31.10] — Un jeu de lettres. o

Au Scrabble, on a tiré sept lettres différentes. Un mot est une succession de lettres. On ne tiendra pas
compte du sens des mots.

Déterminer le nombre de mots de quatre lettres que 'on peut former .........

calcul 31.11] — Un week-end entre amis. o0

Un groupe de sept amis part en week-end. Déterminer le nombre de fagons de choisir un responsable de la
vaisselle, un responsable du rangement et un responsable du ménage.

a) Siaucun membre ne peut cumuler plusieurs fonctions ................. ... ...

b) Si un méme membre peut cumuler plusieurs fonctions ........................

¢) Siun méme membre ne peut cumuler au plus que deux fonctions .............
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calcul 31.12] — Des codes.

Un cadenas est sécurisé par un code a quatre chiffres. Calculer le nombre de codes :

a) BN toub ..o

b) Avec des chiffres tous différents ............. .. ..

¢) Avec des chiffres pairs uniquement .......... ... .. .o i

d) Se terminant par le chiffre « 9 » ... .

e) Avec des chiffres tous différents et rangés dans 1’ordre croissant .........

Calcul 31.13| — Anagrammes.

On s’intéresse aux anagrammes du mot « FICHE », qu’elles aient un sens, ou non.

Combien d’anagrammes peut-on former :

a) En tout ? ..o

b) Silon commence par les voyelles? ....... .. ... . i

¢) Sile mot se termine par Un « E» 7 ...

d) Sil’on souhaite qu’il y ait alternance entre les voyelles et les consonnes ?

Jalcul 31.14] — Organisation d’un dressing.

On dispose de cing jeans différents qu'on veut ranger dans un meuble a trois tiroirs.

Déterminer le nombre de fagon de ranger ces jeans :

a) Entoub ...

b) De sorte que tous les jeans soient dans le méme tiroir ..............

¢) De sorte qu'un seul tiroir soit vide ............ ... oo

d) De sorte qu’aucun tiroir ne reste vide ........... ... .o
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Calcul 31.15] — Une association. 00

Douze personnes constituent une association et doivent choisir un bureau, composé d’un président, d’un
trésorier et d’un secrétaire.

Déterminer le nombre de bureaux :

b) Sachant que Pierre et Jean ne veulent pas siéger ensemble .......

c¢) Ne contenant pas les deux personnes les plus jeunes du groupe ..

d) Contenant le doyen et la personne la plus jeune du groupe ......

calcul 31.16] — Pour les amateurs de poker. 00

Le poker se joue avec un jeu de 52 cartes, composé des cartes de 2 & 10 puis valet, dame, roi et as dans les
quatre couleurs (carreau, cceur, pique et trefle).

Déterminer le nombre de mains de cinq cartes :

a) Entout ...

b) Contenant un carré (une méme carte dans les quatre couleurs)

c) O toutes les cartes sont de la méme couleur ................

d) Contenant au mMoOINS UN TOI . ..vvivieneniniii e,

e) Contenant au plus Un roi ..........covuiuieiinnniiaan ..

f) Contenant trois rois et deux as ...,

g) Contenant un full (deux cartes identiques et trois autres cartes identiques).
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Calculs plus avancés
(D

&

Soient p et n deux entiers naturels.

Déterminer le nombre de facons de ranger p + n éléments en deux groupes de n éléments et p éléments
respectivement.

Calcul 31.18] — Deux limites. S PF

Soit p un entier naturel.

n
a) Déterminer lim M

b) Déterminer Hm —— ... .. .
n—oo 2N

Réponses mélangées

11 52\ /48 1 1 5
R - =3 3 (25 — 2
n 2 (5) (5) 30 m+3)n+n+ On x(2°-2)
4 x 13 35 3 X ’ Tx6x5x4 5! 16 ntp
5 3) 3 n

10 10 3 4 4 4

— 1
<6> 7 90 <6) 7 <3)><(2> 0x9x8 5 5 7
4! Tx6x5 262 7 15 x 14 x 13 12 x 11 x 10 3x14x 13

2 1
(5) 3 0 3x2x10 10% (O> n—1 0 15 x 14 x 13

5 4
4 4
n—1 13 x 48 14 x 13 x 12 x 11 x 10 13><12><<3>><(2> 3X2x2
48 48 3 3 12 x 11 x 10
243 (5>+4>< <4) 26 10 n(n—1) 9% 10
10x9x8x7 26 15x14x13x12x11  2!x3!  3°-3x2°43 6

» |Réponses et corrigés page 251|
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Term-DENO-03

Fiche de calcul n° 32

Dénombrement 11

Remarque

Dans cette fiche, on ne simplifiera pas entiérement les résultats qui sont des
valeurs numériques. Par exemple, on pourra laisser tels quels des résultats

comme 20 X 19 x 18.

Quelques calculs généraux pour commencer
s

Calcul 32.1

Combinatoire et dénombrement

Exprimer les nombres suivants sans utiliser ni coefficients binomiaux, ni factorielles.

4

On pourra écrire les coefficients binomiauz a l'aide de factorielles puis faire les simplifications nécessaires.

Calcul 32.2| — Quelques fractions. 4
Calculer :

(10) 51
) T C) o e

(1) i

11

10! a &)
b) g ............................. ) 140)
Calcul 32.3] — Des simplifications. A4
Simplifier les factorielles suivantes.

| 1)2

a) WHEDR . c) (e DY°

(n+2)! (n!)2
b) (Dt d) (pt+ixm+2t

n! n! x (n+ 3)!
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Pour commencer
(G

— Quelques propriétés des coefficients binomiaux. o

a) Soit n € N tel que n > 4. A quel réel est égal (Z) ?

©L) o) () el

o) o) el o)

N 2 2
c) A quel réel est égal (Z i 1) + (”Z > ?

®Gn) o) o) e(h)

Dénombrements : cas pratiques
)

Calcul 32.5| — Dénombrements de tous les jours. 00

a) J’ai deux pantalons, trois chemises et quatre chapeaux.

De combien de facons différentes puis-je m’habiller ? ...... .. .. .. .. i

b) Jai six chansons préférées.

De combien de fagons puis-je les écouter les unes apres les autres (une seule fois chaque) ?

¢) Jai cinq pantalons différents et j’en choisis deux pour remplir ma valise.

De combien de fagons puis-je la remplir 7 .. ... ..

d) Jai trois fléchettes (une rouge, une jaune et une verte), que je lance sur une cible possédant quatre
secteurs différents. Combien de résultats différents puis-je obtenir (en supposant que je touche toujours
I'un des secteurs) ?
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— Codes secrets.

a) Mon antivol a cing roues crantées, chacune déterminant un entier de 0 a 9.

Combien y a-t-il de codes possibles pour mon antivol ? ........ ... ... ... ... ... ...

b) Mon digicode est un mot de trois lettres différentes, parmi les lettres A, B, C, D, E.

Combien y a-t-il de digicodes possibles? ...... ...

¢) Un numéro de téléphone est composé de dix chiffres de 0 a 9.

Combien y a-t-il de numéros de téléphone commencant par « 06 » 7 ........................

alcul 32.7] — Nombre de tiercés.

Une course de chevaux a lieu & Longchamp : vingt chevaux sont au départ.

a) Combien y a-t-il de tiercés dans lordre? ...... ... .. . i

(c’est-a-dire si l'ordre d’arrivée des trois premiers chevaur compte)

b) Combien y a-t-il de tiercés dans le désordre? ......... .. .. .. . i,

(c’est-a-dire si lordre d’arrivée des trois premiers chevauz ne compte pas)

— Choisir des fromages.

a) J’ai cinq fromages différents, je décide d’en prendre un.

De combien de fagons puis-je remplir mon assiette? ........... i

b) Jai cing fromages différents, je décide d’en prendre trois.

De combien de fagons puis-je remplir mon assiette? ........ ... . . i

c) Jai cing fromages différents, de combien de fagons puis-je remplir mon assiette ?

(Eventuellement, en m'en prenant GUEUN) .. ...................ccoieeeeeeeiiiieaaeaini.,

— Fromage et dessert.

J’ai cinq fromages différents et trois desserts différents.

a) Je décide de prendre un fromage et un dessert.

De combien de fagons puis-je remplir mon assiette? ........ ... ...,

b) Je décide de prendre trois fromages et un dessert.

De combien de fagons puis-je remplir mon assiette? ........ ... ... i

c) Je peux prendre ce que je veux (y compris rien).

De combien de fagons puis-je remplir mon assiette? ........ ... .. i
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Jalcul 32.10) — Anagrammes. o

a) Combien d’anagrammes peut-on former avec le mot « LAPIN » 7 .................

b) Combien d’anagrammes peut-on former avec le mot « CAROT;T2E » 7

Les deux « T » sont distincts car numeéerotés T1 €t To ...,

¢) Combien d’anagrammes peut-on former avec le mot « CAROTTE » ?

Les deux « T » SONE GAEMEIQUES ..o oottt e

Dénombrements : cas théoriques
N ——————.——.—.——.—.————

Calcul 32.11] — Nombre de segments. 00
On considere n points Ay, Ao, ..., A, deux a deux distincts.

Combien peut-on tracer de segments (non réduits & un point) dont les extrémités sont parmi ces points ?

Calcul 32.12] — Nombre de diagonales. 000

On considére un polygone régulier & n sommets, c’est-a-dire un polygone dont tous les cotés et tous les
angles sont égaux.

Combien ce polygone possede-t-il de diagonales?

Calculs plus avancés
. ____________________________________________________________________________________J

Calcul 32.13| — Palindromes. C?{:?

Un palindrome est un mot qui est identique s’il est lu de la gauche vers la droite ou de la droite vers la
gauche. Par exemple, « RESSASSER » est un palindrome; « LAPIN » n’en est pas un.

On considerera que « ZZZz » est un palindrome méme s’il ne figure pas dans le dictionnaire.

a) Combien y a-t-il de palindromes de quatre lettres? ...............c.coiiiiiioa..
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~ Au poker. PP

a) Au poker, un brelan est une main de cing cartes dont trois sont de méme hauteur, et les deux autres
différentes. Par exemple trois rois, un « 7 » et un « 2 » forment un brelan.

Avec un jeu de 52 cartes, combien de brelans peut-on former ?

b) Au poker, une double paire est une main de cing cartes composée de deux couples de cartes de méme
hauteur (mais distinctes) et d’une cinquiéme carte différente. Par exemple deux rois, deux « 10 » et un
« 7 » forment une double paire.

Avec un jeu de 52 cartes, combien de doubles paires peut-on former ?

— Dénombrements de suites. FffF

Quel est le nombre de suites strictement croissantes de p éléments & valeurs dans [[1,n] ?

Réponses mélangées

13 4 4
9 )" \2) 2
64 = 5 60 — 263

n+1 7! 1 >
n+3 2 42 11 4 @
X X
1 1
n(n —3) 1 1 n+3)(n+2)(n+1)
2 M2 1 2 — 1
720 2 0 o6 10 0 (n+2) 6
20 11
7! 10 x 9 =90 10° 1)? = 32
x @ (n+1) <3> 5
13 4 12
n(n — 1) 1)7\3) "2
| 2
120 5! 20 x 19 x 18 5 24 26 <4> (4>
X X
1 1
-1
@ 15 <") ntl 10 n+2 30 "("T)
D

» [Réponses et corrigés page 250]
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Term-PROB-01 Fiche de calcul n°33 Probabilités

Somme de v.a. - Concentration

Quelques calculs généraux pour commencer
)

Calcul 33.1 4

Ecrire sous forme d’un produit de puissances de nombres premiers les expressions suivantes.

49 x 64 81 x 51

2

a) 27°x12 ..... b) TR c) A

Calcul 33.2 4

Soit # un nombre réel. Factoriser les expressions suivantes.

Calculs d’espérances et de variances
N ——————————————

o

Soit X une variable aléatoire dont la loi est donnée par

k -2 | =110 1 2
P(X=k)|1/10 | 1/5|1/2|1/10 | 1/10
Déterminer :
a) P(X<0) oo c) E(X) oo
b) P(X<2) covviiiiiiii, d) V(X) oo
o
Soit p > 0. On considere X une variable aléatoire dont la loi est donnée par
k —-3/21 0 |5/2
P(X=k)| 1/4 |1/2]| p
Déterminer :
Q) D o b) E(X) ............ c) V(X) .ooooiiiin.

128 Fiche n° 33. Somme de v.a. - Concentration



0

Soit a > 0. On considére X une variable aléatoire dont la loi est donnée par

k 112 ]3| 4
PX=k)|a|2a]|3a| 4o

Déterminer :

Fonctions et sommes de variables aléatoires
(D

L
Soit X une variable aléatoire d’espérance 12 et de variance 4. On pose Y = 3X + 4. Déterminer :
a) lespérancedeY ................ b) lavariancede Y ................
alcul 33.7 o
. . . . . -X+2 _, .
Soit X une variable aléatoire d’espérance 3 et de variance 5. On pose ¥ = . Déterminer :
a) lespérancedeY ................ b) la variancedeY ................
L
4
Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de parametre 5 On pose Y = 10X — 3.
Déterminer :
a) lespérancedeY ................ c) les valeurs prises par Y .........
b) la variancedeY ................ d) PY=T) oo
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o

Soit X une variable aléatoire dont loi est donnée par

P(X=Fk)|2/3]1/3

X+5
On pose Y = % Déterminer :

a) Densemble des valeurs prises par ¥ .. ... ..o

Jalcul 33.10] — Des lancers de dés. 00
Soit n € N. On considere un dé équilibré dont les six faces sont numérotées de 1 a 6.

Le dé est lancé successivement n fois. On note X1, ..., X, les résultats des lancers successifs et indépendants.

a) Déterminer espérance de X1 .....oouiuiniiii i

b) Déterminer la variance de X7 .....c.ooiiiiin i

n
On note S,, = Z X = X1+ -+ X, la somme des n résultats obtenus.
k=1

c) Déterminer espérance de Sy . ...oouiiiiniiiii

d) Déterminer la variance de Sy, ..o

calcul 33.11 ]

Soit X une variable aléatoire d’espérance 3 et de variance 5. On pose Y = X2,

a) Exprimer V(X) en fonction de E(X?) et de E(X) «ovvvvviiieeiiiinii...

b) En déduire E(Y) ..o
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Espérance, variance de lois binomiales
|

Calcul 33.12 — Propriétés de 1’espérance. o
Soit n € N* et soit p € [0, 1]. Soit X une variable aléatoire de loi binomiale #(n, p).

Calculer les espérances suivantes.

a) E(X) oo c) EBX4+1) oo
b) EBX) ciiii d) EGX —2) coiiiiiii
Jalcul 33.13] — Propriétés de la variance. o

Soit n € N* et soit p € [0, 1]. Soit X une variable aléatoire de loi binomiale Z(n,p).

Calculer les variances suivantes.

a) V(X) oo c) VBX+1) ..ot
b) VBX) «.oiiiiii. d) VBX —2) ..ol
— Fréquence d’apparition. 00
On lance 100 fois un dé équilibré a six faces. On note respectivement X le nombre d’apparitions du « 1 »
et Y la fréquence d’apparition du « 1 », c’est-a-dire Y = 100"
a) Donner 'espérance de X ....... ¢) Donner la variance de X ........
b) Donner lespérance de Y ........ d) Donner la variancede Y ........
Jalcul 33.15] — Variable centrée réduite. 00

Soient n € N* et p € [0, 1]. Soit X une variable aléatoire de loi binomiale #(n,p). On note

X —np

Vrnp(1—p)

a) Donner 'espérance de Y ........ b) Donner la variancede Y ........
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Calculs plus avancés
(D

Calcul 33.16 &

Soit X une variable aléatoires & valeurs dans {0, 1}.

Déterminer E(X) — E(X2) ..

£

Soit X une variable aléatoire réelle. On note
R— =R
/ r——E((X —2)?).

a) Soit z € R. Développer l'expression f(x) et I’écrire sous la forme d’un trindéme

b) Déterminer le point en lequel f atteint son minimum ........................

¢) Exprimer le minimum de f en fonction de V(X) ...,

Calcul 33.18/ — Une variable aléatoire centrée réduite. (?(?
Soit n € N, soit m € R et soit o € R’

On considére X1, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes d’espérance m et de variance o et on pose

a) Déterminer espérance de Sy «..o.iuiii i

b) Déterminer la variance de Sy, .......ioii i
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— Etude d’un sondage. CPC?C?

Lors d’un scrutin, des électeurs doivent choisir entre deux candidats A et B. Avant le vote, un institut de
sondage appelle n = 500 personnes et leur demande leur intention de vote afin d’estimer la proportion
inconnue p d’électeurs qui donneront leur voix au candidat A.

On note X le nombre de personnes interrogées lors du sondage qui voteront pour le candidat A. On admet
que X suit la loi binomiale #(n, p).

On rappelle I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev : si Y est une variable aléatoire d’espérance p et de variance

1%
V alors, pour tout réel § > 0, on a P(|Y — pu| = 9) < 52

X
a) Soit 6 > 0. Donner un majorant de la probabilité P (‘g — p‘ > 6).

S

d) En déduire un intervalle I tel que P(p g I) >1—a.

Un tel intervalle est appelé intervalle de confiance pour p au niveau 1 — «.

e) A Tissue du sondage, sur les 500 personnes interrogées, 220 personnes ont indiqué qu’elles voteront
pour le candidat A.

Donner un intervalle de confiance pour p au niveau 95% ..................

Réponses mélangées

4 1
R ( x2) 2E(X)z + E(X?) 3° 77” % T 0 np(l — p) 3np
p(l—p 9 125 4 1 33
- 14 Inp(1 — — == = — = V(X
o2 wl=p) 1 9 5  2/na 16 (%)
5np — 2 1 10,34, 0,54] 3np + 1 oui =0 25np(1 — p) E(X?) - E(X)?
2 1
E(X) 40 1 1 22 x 37 3 1 np 16 (x — 1) (z+1)(z” +1)
7 35 1 35n 1 1
- = Z 25 —3)2 - _Z Z —
3 5 D 3 x 7 5 (x—3) B E 1 3et 7
X_ 1
1 n  2vna’ 1 109
Oet1 0 Inp(1 — - — 36 0
10 X 1 ¢ w=-p) 5 o0
ZJF 2/ na

» [Réponses et corrigés page 259
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Term-TRIG-01 Fiche de calcul n° 34 Fonctions trigonométriques

Fonctions trigonométriques

Révisions générales de trigonomeétrie

|[Entrainement 34.1] — Pour commencer. o

Quel est le sens direct dans le cercle trigonométrique ?

©.1) o —|— 0,1)
dh i
N N2
— Degrés et radians. )

a) Parmi les propositions suivantes, laquelle est vraie ?

@ﬂ'radzlo @ﬂrad:60° @ﬂ'rad:180° @ﬂrad:(wo)

b) Parmi les propositions suivantes, laquelle est vraie ?

@1°:§7rorad @1°:%rad @1°:7rrad @1021807rrad
— Angles remarquables. o

Donner la valeur de :
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— Angles associés. 00

Pour tout z € R, exprimer en fonction de cos(x) et sin(x) les expressions suivantes.

a) cos(—x) ...... d) sin(m—z) .... g) cos(g_x) y

b) sin(—z) ...... e) cos(m+a) ... h) sm(g_x) ..

¢) cos(r—x) .... £) sin(r+a) ...

— Des inégalités. )

Choisir les bonnes réponses.

Plusieurs bonnes réponses sont possibles.

T
a) Pour z € [0,5},ona b) Pour z € {W,%],ona

NN VNV
S o O o

EEE®
g5
&
EEE®
&
NNV
S o O o

calcul 34.6 o

Soit 2 € R. Parmi les expressions suivantes, laquelle est égale & cos?(z) ?
@) /1= sin’(a) (© ~1+sin*(2)
@ 1 + sin®(z) @ 1 — sin®(z)

Premiers calculs

00

V3-1
YR

Soit « € [0, F] tel que cos(z) =

a) A-t-on : @ sin(z) >0 ou @ sin(x) <O?7 oo

b) Calculer SIn(Z) .....ooni

000
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Soit k € Z.

45
a) Soit x = TW + 2k7. Pour quelle valeur de k a-t-on 0 < . <277 ................

71
b) Soit x = ?ﬂ- + 2km. Pour quelle valeur de k a-t-on —m <o <77 ...

00

Dans chacun des cas suivants, déterminer la mesure principale (celle appartenant a Uintervalle |—m, 7))
corresponsant a la mesure donnée.

1527 75T 1537
—_— b) —— ... —_—
) 5 ) 4 ) 6
salcul 34.10 00

Donner la valeur de :

0 eos( M) 0 (M)
) 6(22) 0 e 2
0 e I D

Autour des fonctions cosinus et sinus
(G

calcul 34.11 )

Parmi les affirmations suivantes portant sur la fonction cosinus, laquelle est correcte 7

@ Sa courbe est symétrique par rapport a 'axe (Oy).
@ Sa courbe est symétrique par rapport & l'axe (Ox).

@ Sa courbe est symétrique par rapport a lorigine.
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calcul 34.12] — Croissante ou décroissante 7

Pour chacune des questions suivantes, choisir la réponse correcte.
a)

T
@ La fonction sinus est croissante sur [O, 5]

T
@ La fonction sinus est décroissante sur [O, 5}

b)

. . . T
@ La fonction sinus est croissante sur [75, 0]

T
@ La fonction sinus est décroissante sur [75, 0}

. ™ .
@ La fonction x — cos (:r + Z) est croissante sur [0, 7]

. T . 3T
@ La fonction x — cos (J} + Z) est croissante sur i ™

Calcul 34.13| — Paire ou impaire ?

Pour chacune des fonctions f suivantes, choisir la réponse correcte parmi ces trois propositions :

@ f est paire @ f n’est ni paire ni impaire

@ f est impaire
a) frxr——sin(2x) ... c) fixr——4cos(z)sin(z) .........
b) x+——5—2cos(x) ..., d) frx——a2%cos(z) ...
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Calcul 34.14] — Des périodes.

« Vrai » ou « faux » ?

a) La fonction & — cos(z) est 4m-périodique ............ooiiiiiiiiiiii i
x
b) La fonction z — sin(E) est 2m-périodique .. ...

¢) La fonction x — 3sin(27rz) est 1-périodique ........ oottt

d) La fonction x — 4cos(4x) — 1 est g—périodique

calcul 34.15] — Deux courbes.

a) Quelle est la fonction représentée par la
courbe ci-contre ?

@ T sin(g) i
@ T — —2Sin<§>

b) Quelle est la fonction représentée par la
courbe ci-contre 7

00
00
Y
2 u.
1 i
1 1 1 1 1 1 d [
—2r 37 —-mwm T T T 3 prm
Ty 2 2 9
14
91
Y
1 4
)’ 1 1 1 z
™ ™ 3m m 5
V2 4 2 4 4
2

138
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Jalcul 34.16] — Deux autres courbes. 00

a) Quelle est la fonction représentée par cette courbe ?

&

o
4
ot
@xr—>—\/§sin<x—%) @xr—>\/§sin<x—?§>

@ ajl—)\/iSll’l(J?—F%) @ $|—>\/§COS<SL‘—g>

b) Quelle est la fonction représentée par cette courbe ?

y
1 4
= : —=
-7 -7 T T
2 2
1|
@ x +— 1+ cos(z) @ x — 2cos(x)

@ x +— 2 —sin(x) @ x> 1+ cos®(x)
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Equations et inéquations trigonométriques
|

calcul 34.1 000

Résoudre dans |—m, 7] les équations suivantes.

b) sin(z) = g et
1
c) cos(z) = SRR R L L R L T EPT L REEPTERPRERRRIRRLRPILS
000

Résoudre dans [0, 27| les équations suivantes.

a) sin(z) = g et
b) —cos(z) = U RRTTRUUUROS

Jalcul 34.19 000

Résoudre dans [0, 27| les équations suivantes.

Salcul 34.20 0000

Résoudre dans |—m, 7] les inéquations suivantes.

1 V2
a) cos(z) = g e c) |cos(z)| < = e
b) sin(z) < —\/73 ..... d) sm(m - —) >0
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Calculs plus avancés

Calcul 34.21] — Tangente. P
T _ sin(x)
Pour z € ] —505 [, on pose tan(z) = cos(z)’
™
a) Calculer tan(0) .......... ¢) Calculer tan(z> .........
s s
b) Calculer tan(g) ......... d) Calculer tan(g) .........
T . 5 :
e) Pour tout z € ] 55 [, exprimer 1 + tan”(z) en fonction de cos(z) .............
Réponses mélangées
. T . T
cos(x) — sin(x) @ @ et @ —cos(x) {—g, g} sin(z) [—g, g]
3m
1 ] -, _] U T br V2 V2
- 4 e ye _ve
cos?(z) @ [z W} {67 6 } @ 2 © 2 0
47
{71' 117 13w
3 V3 18 18 7 18"’ V3
f: t - — —
w @O @O T ST e e 2
187 18 7 18
T 37 Sw Tw T 3T T T s 51 .
GrTT 0T ® @ G5 o (5T v
2 . \/§ 2 ow 1 . V3
+ @ vrai —5 @ —6 } —3 73 [ cos(x) 3 vrai 3
643 4 dm T 3m 5w
® 2 EE e o 0 0 57 o (3%
[ 3m U
=z )
@ 1 -1 —sin(x) —cos(x) —sin(x) 4 {F él,m @ —3
T 4}

» [Réponses et corrigés page 264
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Fiche de calcul n°35
Term-TRIG-02 Fonctions trigonométriques

Dérivation des fonctions trigonométriques

Quelques calculs généraux pour commencer
)

Calcul 35.1 4

Développer les expressions suivantes.

a) (x+y)(2®—2zy+y?) ... b) (:c—l)(l— L ) .....

c) (—1)(@®—1)(@>—=1) .

Calcul 35.2 4

Factoriser les expressions suivantes.

a) Ta*b—4ab® ........... b) a+1l+b+ab.........

Calcul 35.3 4

Donner I’ensemble des solutions des équations suivantes.

) |42 =T oo b) o2l =]E =T eernernnnn.

Calculs de dérivées
(G —
L4
Dans chacun des cas suivants, donner la réponse correcte.

a) Soit f:x +— sin(x) + cos(z). Alors, on a f'(z) =

@ 2 cos(z) @ 2sin(z) @ sin(x) — cos(x) @ cos(z) — sin(x)

b) Soit f : x — zsin(x). Alors, on a f'(z) =

@ sin(x) — x cos(z) @ xsin(z) — cos(z) @ sin(x) + x cos(z) @ xsin(z) + cos(z)

calcul 35.5 00
Dans chacun des cas suivants, donner la réponse correcte.

a) Soit f:a — x?cos(z). Alors, on a f'(z) =
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@ 2z cos(z) — x° sin(z) @ 2z sin(z) — 22 cos(z)
@ 2z cos(z) + x° sin(z) @ 22 sin(z) + 22 cos(z)

sinx

b) Soit f:z+— . Alors, on a f'(z) =

@ x cos(x) + sin(z) @ x cos(z) — sin(z) @ xsin(z) + cos(z) @ x sin(z) — cos(z)

2 2 2

“alcul 35.6 00

Déterminer I’expression de la dérivée de chacune des fonctions suivantes.

b) f:xz+—— cos(—bx+3) ...

Calcul 35.7 00

Sans tenir compte du domaine de définition, déterminer ’expression de la dérivée de chacune des fonctions
suivantes.

¢) fraxr— (143sin(2r)* ..o

00

Sans tenir compte du domaine de définition, déterminer 'expression de la dérivée de chacune des fonctions
suivantes.

a) froz— sin(x/:r2 +5) ...............................

sin(x)
cos?(3x)

b) f:xz+—
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Autres calculs
G

00

On considere la fonction f : z — e “sin(x). Calculer f”(z) + 2f'(x) + 2f(x) .......

“alcul 35.10 00

On définit sur R la fonction f : 2 — xsin(z). Calculer zf(z) — 2f'(x) + zf"(z) ....

Calcul 35.11] — Des limites. 00
En utilisant la définition du nombre dérivé, déterminer les limites suivantes.
sin(x) — sin(a
a) lim sin(z) = sin(a) oltaest un réel ...
T—a Tr—a
sin(x
by dim S
x—0 x
sin(2z — 2¢
¢) lim ( _3 TR
T3 T — 3

Calculs plus avancés
(D

Calcul 35.12 — Une fonction mystérieuse. €§§

On désigne par g la fonction définie sur |—1, 1] par

1

9(0)=0 et ¢'(2)= i

pour tout z € |—1,1[. On ne cherchera pas a expliciter g(z).

On considére alors la fonction composée h, définie sur |—m, 0] par h(z) = g(cos(z)).

a) Pour tout réel z de |—m,0[, calculer A/ () .......cooiiiiiiiiii

b) Calculer h(—g) ................................................................

¢) Donner Iexpression de A(Z) .......ooninon it
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— Dérivée de la tangente. FEPF

sin(x)

La fonction tangente est définie sur ]—E, T [ par tan(z) = .
272 cos(x)

Calculer une expression de la dérivée de la fonction tangente ..................

— Autour de la tangente. C?C?(?&

Sans tenir compte du domaine de définition, déterminer I’expression de la dérivée de chacune des fonctions
suivantes.

a) frxr—tan(3z)+2tan(z) ...

4
c) f:xz+——8y/tan(3z) + —

sin(y/)

Réponses mélangées

ab(7a — 4b) W2t a 1 cos(z) cos(3z) + 6sin(x) sin(3x)

cos3(3x)
—2x sin(2?) 24 cos(2x)(1 + 3sin(2x)) ® 2 0 cos(a) cos;w
12 _ 4 cos(v/) — T T e”(cos(z) — sin(z
TS T {-9,5) +3 © @ (cos(x) — sin(x))

a:cos( 2 4 5)

r—1 1 5sin(—5z + 3) (a) (14+a)(1+40b)

) A x2+5
00823(3:6) * cos?(x) ey C(t;z;((;)) ! cos(a)e™*(*) — sin(z)
5 cos() sin(z) osin(s 22 22 cos(z)
0 {2} \/sin(z) * \/cos(z) 2sin() k sin(z) + 24/sin(x)

» [Réponses et corrigés page 269
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Term-INT-06

Fiche de calcul n° 36

Intégration

Intégration des fonctions trigonométriques

Premieres intégrales

Calcul 36.1] — Pour commencer.

Calculer les intégrales suivantes.

™

— Avec des bornes plus compliquées.

Calculer les intégrales suivantes.

a) /027r sin(¢)dt ...

alcul 36.3] — Composition avec des fonctions affines.

Calculer les intégrales suivantes.

™

a) /j cos(3t)dt ...,

6

Secondes intégrales

b) /% cos(37rt + g) de ........

1

“alcul 36.4] — Reconnaitre la dérivée d’une composée .

Calculer les intégrales suivantes.

b)/0

sin(t) cos(t) dt

146
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alcul 36.5| — Une formule générale. 000

™

3
Soit n € N tel que n > 2. Combien vaut / cos(t) sin™(t) dt?

@ n (B) n+1 @On—l @ - © — @ —

n—1

Calcul 36.6) — A I’aide d’une intégration par parties (I). 000

Calculer les intégrales suivantes. On pourra intégrer par parties.

™ ™

b) /05 tsin(t)dt ... d) /Oi(t2 +t+1)sin(t)dt ......

Calcul 36.7] — A l’aide d’une intégration par parties (II). 0000

Calculer les intégrales suivantes. On pourra intégrer par parties.

™ ™

Réponses mélangées

-2 8

3— 23
13

» |Réponses et corrigés page 272
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Réponses et corrigés



. - ——— .
Réponses
118) e, 30| 1Ay 1A20).
1 1 b) ................... _32 1‘7 b) ............. ’)’L2 +‘TL 1.12 d) .................. 729
1) e 6] 1t o 113a) i
e 1.13b) oo
X
L2a) s 6 18a).....ooooiiiin., o 1.13¢C) i
5z — 113 d) i,
1 2 b) .................... F 1.8 b) ............ 2 1 1
T n 114a) oo E
1.2¢) oo Tt 1
5 1.8¢C) i, — 3
Al qa4b) [
1.38). ... ... 922 + 62 + 1 T 4
1.8d) ..o 5
1.3b)........ 1622 — 242 4 9| 2] 114¢) . <
14a) i L9a) o o
LA D) oo [6] 1.9b) oo Lldd) T6
14C) e 1.90) i 15 8)0e e,
1.4d)...o 1.9d) oo LABD) e,
1.5a). ... 1.10a) oo @ 115C) e
1.5b) i E LAOB) oo 1.15d) ..o 16a + 15
E 110 )i o] 116 &)
1.5 C) ...................... E 1.10 d) ................... 1.16 b) .................... @
1 5 d) 11 1.11 a) ..................... 1.16 C) ...................
4 111 D)eiiiiiien 6] 16 &)
1.62) ... 1A1C) i, 3
1.6D)..o 111d) e 20] P 36
16C) v, 1128) i 118 a). i
1.6d) ... 1A2Db) 1A8D) .
Corrigés
1.6 a) Onaups1 =2(n+1)—1=2n+2-1=2n+1.
1.6 b) Onaup—1=2n—-1)—-1=2n—-2—-1=2n—3.
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1.6 c) On a ugn, =2(2n) — 1 =4n — 1.

1 1 1
;U3 = 3 et ug = 1 La moyenne de usz, us et uq est : W = %

2
—2
1.18 b) Résolvons ’équation nn T 30 = 4. On a les équivalences suivantes :
o0, n?—20 = 4(n +3)
n+3 N

< n?—20=4n+12
< n®—4n—-32=0.

On reconnait une équation du second degré de discriminant 144. Les racines de X? —4X — 32 sont —4 et 8.

Le nombre n étant un entier naturel, on ne garde que la racine positive. C’est-a-dire n = 8.
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IF'iche n° 2. Suites arithmétiques|

Réponses
7 24 8) 1 16
2.18) 0ot g 2) 2.88). it —
2.4Db)
83
2.1b) . —1% 240) 2.8D) i 5
24d). 406
16 2.8 ¢) 3
2.1¢C) = 2.58) | =2 28C) z
T 2BbB) 28d) 163
21 ) To250) S 5
2.28) . @ 25d) 292 29a). . 5
54
55 2.6 a) é
2.2 b) .................. _uY A) e e e 3 37
6 29Db) i —
54
8]  2.6b) 22
2.2C) i o 3 210a) ... 1la
8 2.10b) ...l (n+1)a
1 1 2.6C) i ——
2.3a).... 4= —V2,24+V2 ) 3 —
3 3 1
44 2.11 a) .................... —
3 5 26d) ... -3 L4 |
2.3b) ... {—4,4} 211Db) o [a]
2.78) i oo 4]
2.3C) i B 27b) TR B
1 2.7C) i 296 2.138) i
23d) .. —=
) { 2} 2.7d). 596 2183 Db)..............
Corrigés
1\? 1
2.3 a) Ona(m—§> :2<:>(:r—§)::|:\/§.
2.3 c) Onaz’—6z+9=(z—3)° Ainsi,onaz’ —6r4+9=0 < z=3.
2.3 d) Ona(z—172=@+2)? < > —+1=2"+40+4 < —6r=3 < z=—=
....................... . 16
2.8 a) On sait que u, = up + (n —p) x r. Donc ug = uz + 5r. D’ott 5r = ug — ug. Ainsi r = = (us —us) = %
................................................................. u13_u7%7%%785
2.9 a) On auig —ur = (13—="T)r. D'our = 5 = 5 = =6~
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4 5 4%x18 35 72 35 37
2.9b 0] = 7r. D’ov =ur—Tr==—-TX — = —_—— ==
) Onawr=uodTrDobu=ur =Tr=g-TX & =2 R "5 "8 5 5
2.10a) Onawup=1uo+10x a=a+ 10a = 11a.
2.10b) SoitneN.Onau,=a+nxa=(n+1)a.
2 1-1 2 -1 2 —a?— 11
2.11 a) SoitnEN.Onaun+1—un:a+(n+ ) o+ )_a+n a n = —.
a a a a
2. (11 2
2.11 b) Onau1:a+( )—a——a
a a
1
2.12 SoitnEN.OnaunH—un:3+5a(n+ )—3+5an:5—a.Deplus,5—a:2 < ba=4 <— a:é.
2 2 2 2 5
2.13a) Soitn € N. Onavnﬂ—vn:ui_,_l—ui:3+ui—ui:3, Ainsi, (vn)n est arithmétique de raison 3.
2.13 b) Onavo:u?):l. Donc, pour tout entier n, on a v, =1+ 3n.
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I[F'iche n° 3. Suites géométriques|

Réponses
....... 4$2_12$+9 33b) \/5_3 3.93,)

5
........... 49 — 642 3
B4a). . 3.9b) . 7
<. | 150 4 482 — 36
34Db). 7
2
........ 5x* —bx + 2 35a) 310a) . ..ot E
----- \(296*7)(2:“7)\ 83.5b) . i [102 n
4 (2
..... ‘3(1—33:)(3—@‘ 3.68). 00 3t 3.10b) ........ —5><<3>
_a3.(* 61
......... so(3+2) | 361b). [ R .
n—6
20 5\(/2r 5 3
G-2)G )| 379 10X (2) BALD) oo -
~~~~~~~~~~~ (Lz =5 37b)........ 8] | -
311¢). ... —5 x 2"
..... (Be—T)Bz+2)|  38a).ccieii [3]
D"t x5
_91 38 VZIo3a14d).. (=)™ x5
................. 40 e s s e s ms e s reanmoeenna 27 X2 X 2

Corrigés
31a) Ona(2z—3)°=2x)°—-2x2rx3+3>=42>—-122+9.
3.1b) Ona (7—8z)8z+7)=(7—8x)(7+8z) =7 — (82)* = 49 — 64a°.
3.1¢) Ona —-3(—z+2)(6—-5x)=0Bz—-6)(6—51)=3xx6—3xXx5x—6x%x6+6X5zx
=18z — 152° — 36 + 30z = —152° + 48z — 36.
N2 3/, 1\ 3, 5,3 o
3.14d) Ona5<x—§) +Z—5<x —I+Z)+Z—5x —51:—!—14—1—596 — 5z + 2.
3.2 a) Onada® —49 = (22)° —7° = 2z — 7)(2z + 7).
3.2b) Ona(5-3z)°-16=(5-3z)-4>=(5-3z—-4)(5—-3z+4) = (1 —3z)(9 — 3z) = 3(1 — 3z)(3 — 2)
3 2 x T
3.2 ¢) Ona—-z —6x=—3x><f—3m><2=—3x(7+2>.
2 2 2
4 5 25 (2x\? (5\% 2z 5\(2x 5
324 onag’-T=(F) -(3) = (F-3)(F+3)
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3.2¢) Onal2lz® — 110z 425 = (11z)> =2 x 11z x 5+ 5° = (11z — 5)%.

15 24 9

2v2 _
331h) Onaf(R2)-5 3_v2 3 _V2-3
5 2 5 5 5 5
3.4a) On a les équivalences suivantes :

—im+5:0 = ix:5 <— z=5x4=20.

L’antécédent de O par la fonction f est 20.

3.4b) On a les équivalences suivantes :
1 3 1 3 13
ClE4B=—2 = Sp=5+42 = g=-"x4=2.
R 2 17703 e

3
L’antécédent de —5 par la fonction f est 26.

1 n n—1
3.6 a Onau,=——xvV3 =—-V3
) V3
1 1
3.6 b) On a u123 = uo X ¢"2°. Donc, w123 = _ﬁ X \/5123 = —\7 X V3 % \/5122‘ Donc, w123 = —3%

usz

33 27
2 4 12
3.9 a) Onagq"=— =5 =16 donc ¢g=4ou g = —4.
U2 2
39b) Onawug=usxq > Donconau———i
0T g oG ERVERNNS

3.10 a) Supposons la suite (un)nen géométrique. On a uﬁg = u41 X ua3. En effet, si on note ¢ la raison de (un)nen,
on a alors u3y = ugq84 et U4l X Ugz = uoq41 X u0q43. Donc, on a (a — 2)2 =a(a+1) donc a®> —4a+4 = a’®+a donc

5a:4etd0nca:g.
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_ a1
3.10 b) Onaq:u42:a 2:f§ Donc,onauo:uz;1><q741:fé><(2)
U41 a 2 5 3
10v2
3.11 a) Onaugzuﬁxqsdoncqu?—L?:—Z\ﬁ.Onendéduitqueq:\3/—2\/52—\/5
o _
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[F'iche n° 4. Calcul de sommes |

Réponses
ALA) o —4/5 10 ok
) A7 a) Z Fres)
A1b) 16v2 k=1
9
21—k
0 ) I 21/6 ATD) o -
k=0
2
A28) 0 %
35
AT C) > (-(=2)%)
2V/3 — 3v/2
4.2D) i V3 3 3v2 k=0
W A7d) 22k
A2C) i T 3\/>0 ) kZ:o
o8 ) et n
4.2 d) 2v2 -1 )
Zd) T A8 D)
5 M1 A8 C) i)
............................. oy :
4.8 d). i 27 (2"t — 1)
m2—6
A3D) "
) 2m(m_2) 486) 3+1_1
e 5
3m2—m+2
4.3¢C). i A8 ).
¢) m(m+1)(m —1) ) @
"1
4.9a) . —
Ada) (n+ 1)2(" +2) 2) ; ok
2 _
AAD) o o +2" 2
AAC)e ”(”; 3)
-1
A4d) . "("2 ) n
2k‘+1
4.9d) ... -
4.40) 3n(n+1) ) :03X5k
VA €) 5
4.108). .. 3n42(2" — 1)
A5 A) 512
A5 D) oo 400D) oo o242 (3 )
406 8) ... 174 762 2
n Sfan __
A D) “308520] A100) 202" =D +56"-1)
156 Réponses et corrigés



3 an 1—4ntt 1
4.10d) .o n(n+1)+356" 1| 4100) nt 14 L Sn(n+1)

428) Ona L 1xV2 V2

V2 V2xv2oo 2

42¢) onaY2PoV2Z_  (V5-V2P _ 5-2V1042 7-2VI0
: VEHV2  (VB+V2)(VE-V2) (VB2 - (V2)? 3

L V21 (V2-1D)B+V2) _3v2+2-3-v2 _2V2-1

4.2.d) 3-v2  (3—v2)3+V2) 92 T 7
4.4 a) Onanzﬂk—ik—i—nq_l—w#_n_&_l_ (n2+1)+2><(72l—|—1):(n+1)2(n—|—2)'
k=1 k=1

2
16 x (uo + 1) = 16 x (2 + 62)
. Uuo T+ U15 _ . o o _

4.5 a) OnaZuk—f.Oruw—u0+15r—2+15><4—62d0ncZuk—72 = 512.

k=0 k=0

18

4% (us +urg) 14 x (=164 (=55))

4.5 b) OnaZuk— 3 3 = —497

k=5

8

up x (1—¢°)  2(1-4%

462a) Ona) w= T

k=0

= us(1— ¢°) 243(1 — (—3)%)
46b) Onay u= 51_q - Orus = —1x (=3)° = 243. Dot Y b=y~ 98 .

k=5 k=5

n 1_
410a) Ona» (3+2%) ZB+ZQ 73x21+ D sngaen - 1),

k=1
4.10b) Ona
zn:(2+5><3") zn: Z5><3 —2Z1+5Z3 =2(n+1)+5 x (1_3n+l):2n+2+5(3"+1 1)
k=0 k=0 1-=3
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4.11 Le plus grand entier impair compris entre 1 et 2 000 est 1 999 = 2 x 999 + 1. La somme de tous les
entiers impairs compris entre 1 et 2 000 est donc

999 999 999

999 x 1 000
;(2k+l):2x;k+k§:1:2xf—klOOO:lOOOOOO.
=0 =0 =0
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[F'iche n°5. Calcul de sommes 11|

Réponses
Bl ) oo BB C) o (1282 — 5N — 2|
2 14 5
51b) ................... *+7I*312 5 8 L @
3 3 2
4 1
z2 5102) 0000 — — —(=2)"*!
Bu2 ) i 9 9
z—1
b 1 — gn+l
14 — 2z 510b) ...
5.2 D) i ) 12
rz—1
2n
5.3 a) ........................................ 5.10 C) ....................... 9<(3) _ 1)
53Db) ... b+ ab® 4 a®b* + b + a* ‘
2P(1 — 2"P)
Bu3C) et a® -0 BA0d) ——%
Bud Q) e N
— _ BT A) e 1—(7)
5.4 b) ’ a® — a®b + a*v® — a®b® + a®b* — ab® +b° ‘ 3
5.4 C) .................................. a” +b° 5.11 b) ....................... 2((2)3n _ 1>
BB &) et
3 3n+1
55b)........... ’a6—a5—|—a4 a3+a2—a+1‘ 5.11C) e 5—!— 5 ont2
7
55C) ................................... a +1 511d) g 1+2n
56 2
BT 8) e 120]  S12a)
BT D) e 281 5A2b) . 54 x (g)
BT C) et (N +1)?
4 n+1
551 BIZC) 20 (5) — 20
5.8 a) ....................................... 3
4 n+1
B8 D) et ag]  BA2d) on—15+ 20(5)
Corrigés
5.1 a) Ona(z+1)(z—2)=2"-2z+x—-2=-2—x+2°
B R S e : 2 ........... P 52 ..... S 52 .......................
1 (z+1)A—-=) 17:1:2_ I T
5.2 2) Onaztl -z 1-=z l1—-= l1—-=z l—z 1-2 z-1
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(z=5)2+z) (z—4)(z—-1) (x75)(2+x):x274x7x+47(2x710+x275x)

_4— = —
v z—1 z—1 z—1 z—1
_ 2? — bz 44— (z° — 3z — 10)
N z—1
_ 2zx+14 14-2
r—1 -1~
4
5.3 b) On a Zakb4 F=a%* 4+ a'b® + a®b® + a®b' + a*b° = b* + ab® + a*b* + b + o*
k=0
5.3 c) On a .
(a—0) Zakbzlfk = (a —b)(b* + ab® + a®b* + a®b + a*)
k=0 =ab® 4+ a’b® + a®b* + a’b+a® — b° —ab® — b — PV’ —a'b=d" - b°
5.4 b) On a
6

Z(_l)kaG—kbk _ (—1)0a6b0 + (_1)1a5b1 + (—1)2a4b2 + (_1)3a3b3 + (—1)4a2b4 + (_1)5a1b5 + (—1)6a0b6
k=0 =a® —a®b+ a'p® — ®b® + a®b" — ab® +1°.

(a+b)Y (=D)Fa"%b* = (a — b)(a® — a®b + a*b® — a®b® + a*b* — ab® + b°)

k=0 =a" —a®b+a%b? — a*v® + a®b* — a®b® + ab® + a®b — a®b% + a?b® — Pt + a%° — ab® + b7
=a +0b.
5.5 b) On a
6
Zak(_l)ﬁfk :a0(_1)6+al( 1)5+a2( 1)4+a3(_1)3+a4( 1)2+a5( 1)1 +a6( 1)0
k=0 =l-a+d’—d*+a" —d°+ad°
5.5 ¢) On a
6
(a+1) (1) F =(a+ 1)1 —a+a®—d®+a* —ad® +a%
k=0 —a—-d’+d*-ad"+d° - +d +1-a+d’-d*+a' —d° +a° =d" +1.
5.6 On écrit
TD ST SIAD DD DI I
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
=(L4b+b2 4 40") = (b+ b+ D"+ ") =1 "
5.7 a) Pour commencer, on a w3 =up+r=14+2=3 et uio =uo + 10 x 2 =14 20 = 21. Donc, on a
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= — =120.

10
Z“  (3+21)x10 240
" 2 2

n=1

5.7 b) Pour commencer, on a us =14+ 5 x2 =11 et uis =1+ 15 x 2 = 31. Donc, on a
15
S u, = DXL 462 o5
2 2
n=>5
5.7 ¢) Pour commencer, on a uxy =1+ N x 2 =2N + 1. Donc, on a
N
(wo +un)(N+1) (14+2N+1)(N+1) (2N+2)(N+1) 9
> un= = = = (N +1)%
2 2 2
n=0
-1 —4+1 11
5.8 a) Pour commencer, on a u; = —2 + 3 = —etus=-24+5X 3 = —4+15 = —. Donc, on a
2 2 2 2 2
- (F+8)x5_2
e 2 T2
n=1
- (uo + u15) x 16 3 45
— \Worts) X0 _ 2 — (4422 —
5.8 b) OnaZOun— 5 = (-2+ (-2 +15x 5) x8=(~4+ ) x8=148
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5.8 ¢) On a

4N
—2—2+4N x 3) x (4N +1 -
Z“":( + 22) ( +):(4+6N2)(4N+1):(3N—2)(4N—|—1):12N2—5N—2.
n=0
10 5 148
5.9 OnasS= ukZU5+qu5+qQU5+q3U5+q4u5+q5usZU5qu=u5 1_q .
k=5 k=0 q
5.10a) Ona
n n—2
1 N1—(=2)"2F 4 1—-(=2' 4 1 e 41 .
S: = :( -2 )7:7 7:7—7—2" :7—7—271 .
D ue=uzy un=(3x(-2) 1—(—2)) 3" 3 5 92 5 9%
k=2 k=0
2n+1 2n+2 2n+-2 n+1
1 1—+v2 1-2
5.10 b) OnaS—Zuk:uo 4 = v2 =
pars l—gq 1-v2 1-v2
2n 2n—1
31_(§)2n71+1 9 1_(§)2n 3 2n 3 2n
510¢) OnaS=> ur=w Y =3xj— 27— = x = 1—(5) 9 (5) 1
k=1 k=0
n n—1
1 —gn 1ttt Sl—(20)"  2P(1 —27P)
5.10 d) OnaS:Zuk:ulzuk:uoq - =2 T
k=1 k=0
n 2k 1 2 k 1 1_(2)n+1 9 nt1 9 il
511&) OnaS: 3k+1_§ (g) §>< ~ 2 —§X3X 1—(5) 1—(3)
k=0 k=0
5.11b) Ona
3n 2%k 3n 24 & 3n—1 & 1_ 9\3n—1+1 _ 3n
g=N\"3" _ (i) 9 (9) _ 9 (2)9 _9,.=2 1_(9)
2k 2 2 2 2 1—-3 2 7 2
k=1 k=1 k=0
-9 9\ 3" 9 9\ 3»
OB EH(GN
511¢) Ona
. n (3k_2k+1)_i3k_2i2k_1_3"+1_2X1—2n+1_;1(1_3n+1)+2(1_2n+1)
N N T 1-3 1-2 2
k=0 k=0 k=0 3 3n+1 9
77_’_ 2n+
2 2
5.11d) Ona
n 9 n 2k—1 n 1 k 1 n 9 k 1 (é)n+1 1 1 (%)n+l
S=D G+ = Z(;),) to2.\3) T2ty T2
k=0 k=0 k=0 k=0 3 31
_9 31 1 3 ont
- Xi( _3n+1)+§( _3n+1)
_9_1 2" 9 1427
T2 3 3n 2 3n
4\" 4\ "
5.12 b) Pour commencer, on a vg =ug — o =1 —5 = —4. Pour tout n € N, vn:vox(g) :74><<5).
. 4\ " 4\ ™
Puls,onaunzvn+a:—4><<g) —&—5:5—4><<5> .
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n n 4 n 4 k 17(2)”"'1 4 n+1 4 n+1
Sou=d (o (5) ) = (5) = = axs (12 () ) =20 (5)
k=0 k=0 k=0
n n n n 4 n+1 4 n+1
5.12 d) ona;uk—;(5+vk)—;5+;vk—5(n+1)+20(5> 72O:5n715+20(5) .
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IF'iche n° 6. Calcul de produits|

Réponses
6.la)......cooiiiinn. -33 8 6.6a). ..., 120
1 6.3d) ... 112 6.6 b) 0
6.1D). i - k=1 | T e
an 6.6C). e @
9 6.4a)......... (K> + 1)y, 1
6.1 C) ...................... g kgl 6.6 d) .................... -
11
6.2a).......... a’® + 2ab + b* n_l
6.4 b) ........ H(xk + xk-{-l) 6.7 .. @
6.2D)... ’a3—3a2b+3ab2—bg‘ k=1
— 6.8 .iiiiii @ et ()
a®+b"+c -
6.2¢)... 12ab — 2ac — 2be 6.4 C) ........... H(Ik + yk) 6.9 a) az
Pt 9a) o
99 n
6.38) e II: 6a4ad....... [Tk +9nr)|  6.9b) e a3
k=1 k=0 a1
. as
50 n_ k 6.9¢C) it —
6.3D). ... [T 65a).............. S 1= @
k=3 k=11i=1 a
6.9d) ..., —
15 n k ai
6.3C) i, [T %+ 6.5b).............. > =
s Pl 6.10 ..................... (e
Corrigés
1
o Ai+1 az
6.9 a) On a b, ljll o —a
............................... R
o Qi1 a2 as _ as
6.9 b) Onabg—g =t 2=

a1 az as ai '
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6.9 d) On a

n—1
H Ai4+1 az as An—1 an
bn_1: —_— = — X — X s X — X .
N a; ai az an—1 an—1
i=1
. . . Qn
Dans ce produit, tous les facteurs se simplifient sauf a1 et a,. On trouve b,—1 = —.
ai
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3

T6a) i -

0% <) P non T8 D)o 5
7.1 f) .................... oui 7.4 a) ,,,,,,,,,,,,,,,,,,, non 7.6 b) ...................... @
7.1g) i, oui TAD) oui T6C)eiii
T1h) oo oui TAC) i oui 76d)......o

Corrigés
7.1 a) La suite (—1)" prend alternativement les valeurs —1 et 1. Elle est donc divergente et n’a pas de limite.

7.1d)  Par comparaison, n + (—1)" > n — 1 qui tend vers +oo0.

7 1 e) ...... La bu lte alter ne entre 2n et _ 2n donCdlverge et . nhdmet pab de hmlt e ..........................................
70 Pour tout n € N, Fexposant 2n est pair. Done (—1)7" = 1 et Insuite n(—1)"" = n tend vers +o0.
B o s termes de rang pai, on & cos((—1)") = cos(s) = —1. Bt pou los termes de rang impai on

cos((—1)"7m) = cos(—m) = —1. La suite est donc constante de valeur —1.

13 13\"
7.2 a) On a T < 1 donc lim (1—) = 0. D’un autre c6té, on a l'encadrement —1 < cos(n) < 1 donc, par le
n—oo

n
théoréme des gendarmes, lim (—) cos(n) = 0.

7.2 b) On recommence I'encadrement —1 < (—1)" < 1 et donc 9—1 < 9+ (—1)" < 9+ 1. Finalement, on a
8% (0,2)" < (9+(=1)") x (0,2)" < 10 x (0,2)™ et les deux suites de gauche et de droite tendent vers 0 (car 0,2 < 1).
Donc le théoréme des gendarmes donne que lim (94 (—1)") x (0,2)" = 0.

n— oo
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7.4 a)
n—oo n—oo n—00
. . n 2 . 2"(1- (i)n)
7.5 a) On factorise par les termes dominants 2" et n”, ce qui donne E )4) .
n2(1— (%
On conclut en montrant que lim 2—2 = +400. Pour cela, on écrit
n—oo N
2m In(n)
1(—):12721 =n(n2)-2——= ).
n{ 3 nln(2) n(n) n(n() . )

1 2"
Comme lim M = 0 et In(2) > 0, on en déduit que lim ln(—Q) = +00. On conclut en raisonnant par
n— oo n

n—oo n
composition des limites, grace & lim exp(u) = +o0.
u—r~+o00

7.5 b) En factorisant par 5", on obtient —1 5"(1— %) 1- 3% 1-
5 n risant par 5, on obtient —— = s — - .
0 SR ) () P
n?(3-1-1) 3_-1_11
7.6 a) En factorisant le numérateur et le dénominateur par n”, on trouve n_ n
3( n + ﬁ) 5+ n + Z

7.6 b)
3-n)2++vn) (B-n)2++vn) 24++/n
9 —n?  B3-n)B+n) 3+n’
94 n(% + %) 241
Puis, en factorisant, on a n_ = n3 Vn , ce qui permet de trouver la limite.
3+n n(2+1) 241

n n 2 n
7.6 c) On léve I'indétermination en écrivant (%) X (%) = (118>><<311><8> = (131) .

7.6 d) Pour lever la forme indéterminée, on factorise par 87”, ce qui donne
n n n 56n n 56 n
(- ) (- (2))

On conclut en remarquant que 8" > 56.
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. = — s — s
Réponses
8L &) et L1 86b). > (327 + 20 4 3)e™
12
eZL‘
8.7a). v —_
8.1 b) e a) x TETSE
8.1 ¢c) ! 4
0 -
3 8.7 b) ....................... T +— m
22
8.1d) 5| @ et D)
TC) e T — EE
82a). .o ’x3—5x2+7x—3‘
88a)....ooiiiiiiiii — 6(3 2
0 DO |2® + 22 — 20 — 8] 2 [z —6Ga+2)]
5
—z3 88Db)..oo -
8.2 C) i 2% + 9z + 20 ) T — Gz 12
8.2d) . 122 -
8.3 8) T4 8.8C)uuiiii CE'_>(572z)5
83Db). i T— 5
) 8.92a) . .iun... 2 — 232 + 2)(62 + T)e' |
1
B3 C) et x»—>ﬁ 8.9b).... ... ’x'_>4(x+e)3+27(3$+2)2‘
8.3d). it T — —3e 37 0 ) I (x4 1)e”
8.3 €) i z+—0 810Db) ... ..o (z +2)e”
)
- T __ 1 .
8.3 ) et e TN e ew+l
BedA) oo x — 42%(3 4 5x) 9 _
| | BLL D) ot —
et — e
8AD) o T — 5 2, P
8.12a)....... rr— 1420 +3z"+--- +nx
e’ +e " 1 — gntl
Bd €)oo et T — 812b) ..o N e
2 1-—2z
1
3r 1— Dz n+1
84d). ..o x +— e - 812C) e (n ‘|(‘1 )_$l)‘2i‘ nx
3x 2
BB A) o e T e - 8.13 2
A3 a) B0
85Db) .o x — 2(3e* — 2%27)
) a
813 D) o _—
1 . _ 3
85¢)......... x— 2<5e10”” — —2X 34393) (3~ 2)
3l x 23
8.13¢C) o _—
8.68)  ienit i 2 (20 4 3)e* °) (3—2z)
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41 x 24 nl x 2™
BA3d) . —_ BA3L) oo CRRrYRvEEy
) 322y ) (3 27)n 1
5! x 25
813e) ... —
2 (3 —2x)8
Corrigés
8.3 ¢) Cette fonction est constante!

8.5 a) En notant f la fonction et en utilisant les dérivées des fonctions élémentaires, on a
2
3 3
f/(;t):§><3ex+2><( 2) = “—?.
8.5 b) En notant f la fonction et en utilisant les dérivées des fonctions élémentaires, on a

Flx) =3 x2* — 4" x d42® =2(3e* — 2 x 4"2%) = 2(3e* — 2 x 2°2%) = 2(3e?* - 2°2%).
8.5 ¢) En notant f la fonction et en utilisant les propriétés de la fonction exponentielle, on a

2
f(CZ?) _ elOa: + ; _ 341,4.

En utilisant les dérivées des fonctions élémentaires, on a
2 1
fl(x) =10e"" — = — 3% x 42° = 2(5e10” - = —2x 34;c3).
T T

8.6 a) En notant f la fonction et en utilisant les dérivées des fonctions élémentaires, on a

fl@)=1xe" +(z+1) x 2" = (14 2(z + 1))e” = (2z + 3)e™”.
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8.6 b) En notant f la fonction et en utilisant les dérivées des fonctions élémentaires, on a

f(x) = 22e® 4 (2® +1) x 36> = (22 + 3(z® + 1))e*” = (32° 4 22 + 3)e*”.

8.7 a) En notant f la fonction et en utilisant les dérivées des fonctions élémentaires, on a

rooye"(14e)—e" xe”  e"(1+e"—e”) e’
Fo=——7er =~ arer ~drepr

8.7 b) En notant f la fonction, f est un quotient et sa dérivée vaut

fl(z) = (" +e ") +e ") —(e"—e")(e" —e ") (e"+e ")’ —(e"—e ")  de"e” 4
(ew +e_$)2 (e:c +e—x)2 (ew +e_w)2 (eac +e_x)2~

8.7 ¢) En notant f la fonction et en utilisant les régles habituelles sur la dérivation, on a

(22 + 2(e® + ze”) 4+ 0) (1 + x2) — (2® + 2ze” 4+ 1)2z
(1+22)2
2z + 2(z 4 1)e”) (1 4 z?) — 2z (2 + 2ze” + 1)
(1+22)2
x4 (x4 1)e” + 2 + 22 (x + 1)e” — 2® — 22%e” —
(14 x2)?
(x4 14 23 + 22 — 22?)
(14 22)?
zm3 — 2?4z +1

fl(z) =

=2

=2

8.8 a) La dérivée de & — 3z + 2 est  — 3 et la dérivée de u — ©” est u — 2u. Ainsi, en notant f la
fonction demandée, on a f'(z) = 2 x 3 x (3 + 2) = 6(3z + 2).

(57 + 2)2

1
8.8 b) En notant f la fonction demandée, on a f'(z) =5 x (— ) =— o

8.9 a) Par composition, la dérivée de 2 — (3z 4+ 2)? est & — 3 x 2(3z +2). Par composition aussi, la dérivée

5 .
A2+5 est 2 — 4’75, En notant f la fonction, on a donc

f'(x)

dez+—e
(3z +2)e™ T 4 (3z + 2)® x 4 x ™15

6
2(3z 4 2)(3 4 2(3z + 2))e**?
2(3x + 2)(6z + 7)e*" 5.

8.9 b) Par composition, la dérivée de z — (z +e)* est  — 4(z + e)*. Par composition aussi, la dérivée de
x— (3z +2)° est x — 3 x 3(3x 4 2)°.
En notant f la fonction, on a donc f'(z) = 4(x +€)® + 3 x 93z + 2)° = 4(z + ¢)® + 27(3z + 2)°.
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8.11 b) La fonction f’ est un quotient de fonctions dérivables, donc

F(z) = (e"—0+4+1)xe” —(e"—141z) xe” :e’”—|—1—ex+1—m:2—m4

8.12b) Lenombre f(z) est la somme des n+1 premiers termes d’une suite géométrique de raison x # 1. D’aprés
le cours, on a donc e
14z+--+2""="— "2 —

1—=x

8.12 ¢) En utilisant la formule précédente, on a, pour x # 1,

—(n+ D" 1—z)— (=) x (1—2""") —(n+1Dz"(1—x)+(1—2""")

fz) = (1— )2 - (1—2x)2
=+ Dz"+ (n+ 2" 41—t _1- (n+ 1)z" 4+ na" ™
(I—x)? (I—=z)? '
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IF'iche n° 9. Dérivée des fonctions composées|

Réponses

2

B-—z)(z-1)

22

— 8z —33

(x=T)(x—4)

203 + 322 +x—4

z3(z —4)

_ 3
—6$2€1 x

2€2x
(T+ )2

efL’

2¢/1+e*

X

V1+ 22

’ 42z +e)(z? + ex)? ‘

[z~ 1)(a® — 20 +3)]

(3(8 +3)(4a® + 32 + 5)° |

—2

(62 —5)

(322 — bz + 7)3

3

— 4z

2v/—2x%2 +3x+5

9.5 D) o (@
9.6 8) .ttt —Z
9.6 D) .. [0]
9.7 ) eu i ly=F(a)w—a)+ f(a)]
1
9.7 b) .............................. Yy = 517+'*
9.8a). . .t (622 + 10z + 3)e™ 3
2z —-1)(z—-1)
9.8 D). e
9.9a). ...t %z(ﬁJrll)eﬁ
0.9 1) +v. v (w=Dexe(s)
xX
9.10 ................. (422 — 20@ + 27)e™ ~4oH7
2(32° + 3z + 1)e*
9.11a). ..o Vg
3z(x® — 2z + 2)e5*"’”3
9.11b). ... - L
(522 + 6z + 3) exp((2? + 22 + 3)y/x)
9.12 a)... N
44(2z 4 5)
9.12Db) ... T
003 ) o
9.13 D) coeeeie 2487 —6f")
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9.1b) Ona (9z—7)°=(92)> —2 x 9z x 74 7% = 812> — 1262 + 49.

9.2 b) Ona2x+3+ 3 :(2x+3)(x 7))+ 3(x 4):295 Mz +3x —21+3x—12 _ 227 — 8z 33.
x—4 x-7 (z—4)(x—T7) (z—4)(x—=T7) (z—=T)(x—4)

1 2243  z—4+(2c+3)”  22°+32°+2 -4

3 p(x—4) z3(x —4) a z3(z — 4)

u2’

1 P44 —4
9.6 a) Pour tout réel z € [—3,—7}70naf'(x): 336 A . Ainsi, on a
2 23 + 222 —4dx — 1
Fe1) = 3x (=1’ +4x(-1)—4 _ 3-4-4 _ 5
2¢/(-1)3 +2x (-1)2—4x (-1) -1 2xV-1+2+4-1 4
1 P44z —4
9.6 b) Pour tout réel z € {—3,—7}, ona f'(x) = o” tix . Ainsi, on a
2 2v/x3 + 222 —4x — 1
, 3x (2> +4x(-2)—4 12—-8—4
f) (-2 +4x(-2) _ o

2/(—2 +2x (—2)° —4x (-2)—1 2xV/-8+8+8-1
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2x 1+2°+a(x—3) 202 —3z+1
9.8b Ona f'(z) =1+ 22+ (z —3) x = = .
) f (@) ( ) 21 + 2 V1 + x2 V1 + x2

Par ailleurs, les racines de 2a° — 3z + 1 sont 1 et % Ainsi, on a 22> — 3z +1=2(z — 1) (x — %) =(z—-1)(2z-1)
2z —1 -1
o ey~ 22 D=1

9.10 Pour tout réel x, on a f'(z) = (2x — 5)em2—5m+7 ot
i) =262 4 (20— 5)%" T = (45” — 200+ 27)e” TP,

3 3
432 (1+2?) (32 4 3z 4 1)e”
9.11a) Ona f(z) = ——0o” + 3z24/1 +a2e” =28 = .
) f(@) V1422 V14 22 V14 22
9.11b) Ona
Fla) = —322" " x (x? —2)% — "% x 6x(z” —2)* 73((:52 —2)x? + 2J:)e57“‘"3 _ 731’(:53 —2z+ 2)65713
- R - @2 @
2 2
9.12 a) Pour tout z > 0, on pose u(z) = (z°4+2z+3)y/z. Onav'(z) = (2x+2)\/5+m 2wt 3 bettbot 3.
2z 2z
Donc,
) 522 4+ 6z + 3) exp((2? + 22 + 3)/z
f(@) =/ (z)e"™ = ( Jexp(( )f).
2v/z
2(4x — 1) — 4(2
9.12 b) Pour tout = # %, on pose u(z) = iz i_ i) On a'(z) = (4z (430 - 1§2x +5) - _ (4932—2 ek Donc,

22 20+5 _ 44(20+5)
)? dr—1 (4 —1)3"°

9.13b) Ona f" = (=2f +2f%) = =2f +6f f> = —2(1 — ) +6(1 — f3)f> = -2+8f> — 6"
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Ficl 10 C T

Réponses

104 C) vt [1, ;}
1
1004 ) [2, 1}
10.58) i ’ Croissante sur R‘
105 D) oo
10.5C) e ’ Croissante sur R‘

Décroissante sur ]—oo7 %]
106a)............ ] .
croissante sur £, 400
7
106 D). oo 5 +o0
Croissante sur |—oo, —3]
106¢).c.oennn....
décroissante sur [—3, +00]
106 d) e |—o0, —3]
10.7a) o e’ +e "
Corrigés

10.7 €)oo " —e "
10.7d) oo [0, +-00]
10.8a) ..o 6(1 — 62%)e 3 +2
10.8D) oo {_é 16}
10.98) . oo [—3,2]
10.9b) ..o [[-6,-3] et [2,4]]

1010 8) oot [—2,2]
10.10b). .o [[-5,-2] et [2,5]]
1010 €)oo
10.10 d) ..o @
1010 €)oo (©
1010 )it [—2,2]
10.118) oo f(z)ef@®
10.11b) ..o (f"(x) + f'(x)%)e!®
1011 C) et (©

3
10.3 ¢) On utilise les variations de f’. D’aprés la courbe de f’, on sait que f’ est décroissante sur {—5, —f} et

3
croissante sur [—57 2} .

2
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7
10.4 c) On utilise le signe de f” déterminé avec la courbe % : la fonction f” est positive sur {17 5}

10.5 a) On connait les variations des fonctions de référence {

. . ! .
croissantes sur R. La fonction f* est donc croissante sur R.

R——R ot R——R
T —— 2z
croissantes sur R. La fonction composée f’ est donc croissante sur R.

10.5 ¢) On connait les variations des fonctions de référence {

10.6 a) On factorise f'(x) = x(x — 7), sous la forme a(x — x1)(x — 22) avec a > 0. Alors, f’ est décroissante sur

1 + T2 7 . . T1 + T2 7
]foo7 3 } = } —00, 5}, puis croissante sur [ 5 ,+oo{: [§,+oo {

10.7 d) On a les équivalences suivantes :

T

" —e P20 = "> " «—

10.8 b) On a les équivalences suivantes

Fx) 20 = 6(1—622)e ¥ 220 = 1-62°>0

10.9 a) La courbe ¢} indique que f' est croissante uniquement sur [—3,2]. Donc f est convexe sur [—3,2].

10.9 b) La courbe %} indique que f’ est décroissante uniquement sur [—6, —3] et sur [2, —4]. Donc f est concave
sur [—6,—3] et [2,4].

176 Réponses et corrigés



10.9d) On a f convexe sur [—3,2] donc € est au-dessus des tangentes pour les points d’abscisses appartenant
a [—3,2]. On a bien 0 € [—3,2], d’ou la conclusion.

10.9e) Ona—-1€[-3,2],1€[-3,2] et f convexe sur [—3,2]. Donc, la courbe % est au-dessous des sécantes
pour les points d’abscisses appartenant & [—1, 1].

10.10 a) D’aprés le tableau de variations de f’, la fonction f’ est croissante uniquement sur [—2,2], donc f est

convexe sur [—2,2].

10.10 b) D’aprés le tableau de variations de f', f' est décroissante uniquement sur [—5, —2] et sur [2,5], donc f

est concave sur [—5, —2] et [2, 5].

10.11 ¢) Soit z € I. On a f”(z) > 0 car f est convexe sur I.

Donc, on a f”(z) + f'(x)? > 0, et donc (f”(z) + f'(2)*)e’™ > 0. Donc ¢”(x) > 0 et g est convexe sur I.
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. = —
Réponses
3 _ 2 1
11.1a)........... o O] 112¢) o5 tC] 1lda) . §e12 +C
x
1 1
11.1b). §x4—§x6+2x+0 11.2d)......... 5e¥ — 6x + C 11.4b)......... V2r+1+C
11.3 a) 2 ¢ 1 3
—1 DaA) 114c¢)........ —(z—-1)"4+C
11.2a) ..o, 53+ C T —2 ) 3@ -1
11.3 b) 2 _ic 11.4d Lise—2p4c
11.2b)....... 12z +22% + C| 22z — 1)2 4d)..... g3 —2°+
Corrigés
11.1 a) L’expression d’une primitive de z" est n—li— 1xn+1‘ Donc, une primitive de 3z est 3 x lxs = 2°.

L’expression d’une primitive de 3z° — 1 est donc z° — 2 4+ C ot C désigne une constante réelle.

-2 2
11.2 ¢) On procede comme précédemment. L’expression d’une primitive de — est 3.3 +C.

11.2 d) L’expression d’une primitive de e” est e donc I’expression d’une primitive de 5 — 6 est 5e* — 6z + C.

u 2
11.3 a) On reconnait une expression de la forme 2— ot u(x) = x —2. Par conséquent, les primitives de ( E
w _
- -2
sont les expressions —— + C, c’est-a-dire +C.
u(z) x—2
........................................................................ R
11.3 b) On reconnait une expression de la forme — ol u(z) = 2z — 1

’
11.4 b) On reconnait une expression de la forme ;ff ol u(z) = 2z + 1, dont une primitive est v/u.
U
n+1
11.4 ¢) On reconnait une expression de la forme v'u" " ol u(z) = £ — 1 et n = 3, dont une primitive est 1
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. - Ty
Réponses
....... 1 1
12.1 a) 12.7Db) ..., % 12.12a)......... 1—70 1219 a).......... E
12.1b) ........ 0,73 —
[0.73] 5 - .
19 12.7¢) .. = 12.12b).......... - 12.19b) ........ %5
12.1¢). ... % 2]
1 6 1
12.28). 025 12.7d)........... 1 12.12¢)......... o5 12.20a).......... E
(3] 3
12.2b) %1 12.7€)eeennn... | oazaza g 12.20b) ........ =
(1] 1
12.3 a).. |0,6 — 0,55p 12.76) ... i 12.12¢€)........ %85 12.20¢).......... E
12.3b)....... 1-— .
) 3] 1248a). oo i
12.4 8) 12.82a)........... i 20d)........ o
""""" ’ — 12.13b)........
3 12.21a).......... 1
12.4Db)....oon 12.8b)........... 112130 1
12.4¢)......... 1280 - 12.140) ... 12.21b).......... E
12.4d)........ ntl 12.14b) ... ... 12.21¢) ..,
n Pc(J)P(C)
124¢e)......... 0,33 12.8 d)...... c )_
e) ) 3In + 2 12.14 C) ......... +P6(J) P(C)
12.46)......... ] 12.14d)....... 0,35 T
129a)........... 1 12.21d)........ i
12.5 2) 11 (2] 12.15a)....... 15
D A) e - —
20
1290). 2 a2asm) 12220). 0 H
7 L— |
12.5b).......... — —  12.15¢).......
) 0 1 12.15 c) :
129¢)........... 3 5o 12.22b).......... 3
12.5 ) 1 —  12.16a)...... -
AR 4l a4 7 ST y9920). .
.......... T .
9 12.16 b) 12-22 d) ..............
12.5 d) .......... TO 12‘9 e) .......... g 4(3+I) PRl (RQ) P(RlL
. 16 12.16 ¢ 17 + 4z +PR71(R2) P(Ry)
12.5€).......... 10 129t 6 : 1 12(3 4 2) 5
) 7 5 12.22¢).......... E
9 12.16 d) ...
12.5f) .......... % 12.10 a) ....... ) 17+ 4z
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12.23b) ........ %
11

12.23¢)......... 5
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17
36

— 275

12.5 a) On a P(A) = ﬁ
350

12 P(B)=—
5b) OnaP(B)= o

50 x 7 7

12.5d) OnaP(AUB)=

125+ 2254100 _ 450
500 500

50 _ 1

500 10

12.7 a) L’énoncé permet de remplir le tableau :

S S | Total
R 25 75 100
R | 100 | 300 | 400
Total | 125 | 375 | 500
— 400 4
btient d P = — ==
On obtient donc P(R) 500 — &
25 1
12.7b) OnaP(SNR)= 500 = 30
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254754100 200 2

12.7 ¢) OnaP(SUR):T 500 = &

127d)onap(s)—;§g:i ...........................................................................................................
1276) ..... OnaP(SOR)—ggg_:; .....................................................................................................
12 7f) ..... OnaPR(S)_fO%i .........................................................................................................

_ on+2n% +n+n? . 3n? + 3n 3

12.8 a) Le total est n*42n+2n°+n+n+n’ = 4n° +4n, donc on a P(

=l

4n2? + 4n T 4n2+4n 4

2 2 2
n°+2n+2n°+n 3n® 4+ 3n 3
12.8b) OnaP(AUB)= n? 1 dn = 12 T dn =7

- 3.1 1 1 7
P(D) = P(C) x Pe(D) + P(C) x Pg(D) = 5 X 5+ 1 X 1 = 15
12.0¢) OnaP(D)=1-P(D)=1- - -2
N N 16 16
3 1
_PONC) 473 3 16 _6
12.9f) OnaPp(C) (D) 7 g X7 =%
16
12.10 b) On a P(AN B) = P(A) x Pa(B) = 0,45 x 0,6 = 0,27.
12.11'8) On a Pp(4) = P(ANB) P(A)xP4(B) 0,05 x 0,8 o4

P(B) P(B) 0,1

— 30 70 7
= 20 80 4
12.12 b) OnaPJ(S)—l—PJ(S)—l—m_m_g.
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12.12 d) Comme les événements J et J forment une partition de l'univers, d’aprés la formule des probabilités
6 7 50 6 7748 77125 5

totales,onaP(S):P(JﬁS)—I—P(jﬁS):2—5+E><m—%—i—%—m—i—%—%:g.

P(SNJ) _6/25 6
P(S) ~ 5/8 25

12.12e¢) OnaPg(J) =

12.14 c) Les événements A, B et C forment une partition de 'univers, d’apres la formule des probabilités totales,
on a donc P(D) =P(AND)+P(BND)+P(CND)=P(A) x Pa(D)+P(B) x Pe(D) + P(C) x Pc(D).
D’ou P(D) = 0,3 x 0,74 0,6 x 0,6 + 0,1 x 0,3 = 0,21 + 0,36 + 0,03 = 0,6.

P(AND) 03x0,7 03x0,7

1214d) OnaPp(4) = =5 5= = =57em = s = 035,
12.15 a) On a P(B) = P(;‘(Z) ) car A et B sont indépendants. On obtient P(B) = 8’?? =0,48.

12.15 ¢) OnaP(ANB) = P(A)xP(B) car A et B sont indépendants. Comme P(B) = 1-P(B) = 1-0,48 = 0,52,
on obtient P(AN B) = 0,52 x 0,75 = 0,39.

12.16 c¢) Les événements A et A forment une partition de I'univers, d’aprés la formule des probabilités totales,

— 1 3 24z 1 9 42+1)  1T+4x
P(B) = P(A) x PA(B) + P(A) x P=(B) = 2 - - ‘
on a P(B) =P(A) x Pa(B) + P(A) x P3(B) = g0 X 4+ 50 X3 = 5310 T 2G+0) ~ 2B+ 0)
3
_P(AnB) 12442 3 36412z 9
1216d) OnaPo() = 5= = —Tryfs  ~ o4& TT+de 7+ i
36 + 12z

1 2 3 4 20
12.18 a) OnaE(X)—ZmixP(X—xi)—OxE+1XE+ZXE+SXE—E—2
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4
12.18 b) Ona V(X) = E(X?) - E(X)* = fo x P(X = x;) — 2°. Donc, on a
i=1
el o2 3 oo 4, 50
V(X)=0" x 10+1 X 10+2 X 10+3 X 15 2 =10 4=1.
1 1 1
12.20 a) La somme des probabilités vaut 1.
12.20b) Ona P(X <1)= P( - —g) +P(X =0)
12.20¢) OnaP(X >3)=P(X =3)
3 1
12.20 d) On a P(X < 0) = P(X - —7) -1
2 10
12.21 ¢) On utilise la formule des probabilités totales ou une représentation avec un arbre.
60 40 1 3x3+2 11
12.21d 1l — x =222~
) Ona 5 M 0¥ 37 3x5 15
12.22 b) Sachant qu'une boule rouge a été tirée, il reste une boule rouge et une boule noire dans 'urne.
12.22 ¢) Sachant qu'une boule noire a été tirée, il reste uniquement deux boules rouges dans 1'urne.
12.22 d) On utilise la formule des probabilités totales ou une représentation avec un arbre.
2 1 1 2
12.22 X -4+ =-x1l==
e) Ona 3 %3 + 3 X 3
. s , 1 1 1
12.23 a) On dessine un arbre et la probabilité recherchée vaut : 3 X 3%
. - 1 1 1 1 342 5
12.23 b d bre et 1 babilité recherché t:o X4+ Xo=—-=—
) On dessine un arbre et la probabilité recherchée vau 3><2—|—3><3 i3 13
. - 1 1 1 1 1 6+43+2 11
12.23 On d bre et 1 babilité recherché t:oxXx1l4+-oXx-o4+=-Xx=-= = —
¢) On dessine un arbre et la probabilité recherchée vau 3>< —|—3><2—|—3><3 13 i3
12.23 d) En utilisant la loi de X déterminée précédemment et la définition de I’espérance, on trouve
11 5 1 114+10+4+6 3
12.23 e) En utilisant la loi de X déterminée précédemment et la définition de la variance, on trouve
3\ 11 3\ 5 332 1 (2-3)2x11+(4-3*x5+(6-3)*x2
X)=(1-= — 2—— — - = = =
M ( 2>X18+( 2)X18+(3 2>X9 118
_11+5418 17

4 x 18
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Fidl o132 e o b =Id

Réponses
18.1 a) 22 + 5a® — 32° 13.5b) i 0] 13.10b).......... B(10; 0,9)
L a)....
—Txr—2
13.5C) e, [0] 13.0¢) oo 0110
x572$4+21’3 ’I/L+].
13.1 b) ..... +3x2 _ 4x + 4 13-5 d) ................ 2” 13 10 d) ........... 9 X (0’1)9
1r* + 162° 1 522 13.68) eevnenennennnns. @| 13.10¢). ]45 % (0,9)% x (0,1)8 \
13.1¢) ey
13.6 ). ..o B 13206 ... (0,9)°
13.1d).... |o' — 622 — 32+ 2] —
13.6C) oo @ 1310g)...cooiinnn (0,9)
13.2a)...... (22— 3)(2z +3)|
) 13.10 h) oo [9]
2 _
13.2B). e Be+1) 18.78). o (5’ 2) 13.108) ...
13.2¢)...... (z —1)(z-2) 1571 (3 1> 13.107) ... ..... B(10; 0,99)
13.2d) ... e@+3)@-—n] T 6 13.10K) ...
13.3 o ® 1370 (6’ 1> 5\ 10
4 13.11a).............. (8>
13.4a).............. 1—p)"
2) (1=p) 13.8a) ciiiiiiiininn. non
n 10
13 4 b) ................... 13 8 b) .................. non 13.11 b) ....... 1 _ (:)
......... —p)"! 1
13.4 ¢) np(1 —p) 13.8¢C)eeeeen... (n 6) m
13.4d)......... np" (1 - p) 13.11¢)...... 1—17x (Z)
1
nin — 1 e 13.8 d) .............. (n, >
13.4¢) (2 )pQ(l—p)’2 2 1-7x (3)"
; 13.11d)....... E 8
1—(2
8
13.4 1) n(n2 1)pn_2(1 _p)? 13.9a)............... (4, 8)
n
13.9b) — 18.12a) E
13.58) e m) L
k) on 13.10a)............. 2(0,9) 13.12b) ... [0]
Corrigés

13.1a) Soitz€R. Ona
(@ +3z2+1)2° —z—2)=22" —2® — 26" +62® — 32> — 6z + 22> —x —2=22" +52° — 32> — Tz — 2.
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13.2 ¢) L’expression z? — 3z + 2 est une expression polynomiale du second degré. Le discriminant associé vaut

(=3) - V1 _ | —(=3)+V1
2x1 2x1

2.

(—3)> =4 x 1 x 2 =1 et les racines associées sont —

k

13.3 D’aprés la formule du cours, on a P(X = k) = (n)pk(l —p)" k.

e om0 (1) () (-5 = ()0 () - () ()

“\k)2m
symétrie des coefficients binomiaux, donc P(X = k) —P(X =n—k) =0

1 1 1
13.5¢c) De méme, on a P(X = k) <n> et P(X =n—k) = ( " ) = <n) — d’aprés la propriété de

n n

donc P(X <1) = P{X = 0} U{X = 1}) = P(X = 0) + P(X = 1) = <”>1+(”)1: 1tn,

k n—k
13.6 a) Pour tout k € [0,n], on a P(X = k) = <Z> (i) (1 - 1) . En particulier, pour £k = 0, on a

n 1\0/3\n0 3\ "™ 3" . N .
P(X =0)= 0 (1) (1) =1x1x (Z) = On procede de méme dans les calculs suivants.

13.7 a) On peut considérer le lancer d’une piece de monnaie comme une épreuve de Bernoulli (expérience a

deux issues : succes et échec), dans laquelle ’événement « obtenir pile » représente le succeés. Puisque la variable
aléatoire X compte le nombre de succes lorsqu’on répete indépendamment cette épreuve, elle suit une loi binomiale.

1 1
L’épreuve étant répétée 5 fois et la probabilité d’un succes étant 3 X suit la loi binomiale de parametre (5, 5)

13.7 b) On peut considérer le lancer d’un dé a six faces comme une épreuve de Bernoulli, dans laquelle 1’évé-

nement « obtenir 1 » représente le succes. Puisque la variable aléatoire X compte le nombre de succés lorsqu’on
répéte indépendamment cette épreuve, elle suit une loi binomiale. L’épreuve étant répétée 3 fois et la probabilité

1 1
d’un succes étant 5 X suit la loi binomiale de parameétre (3, 6)

13.7 c) On peut considérer le tirage d’une boule de 'urne comme une épreuve de Bernoulli, dans laquelle

I’événement « obtenir une boule bleue » représente le succes. Puisque la variable aléatoire X compte le nombre de

1
succes lorsqu’on répete 6 fois 'expérience, elle suit la loi binomiale de parameétre (6, Z)'

Réponses et corrigés 185



13.8 c) On peut considérer le lancer d’un dé & six faces comme une épreuve de Bernoulli, dans laquelle I’évé-
nement « obtenir 6 » représente le succes. Puisque la variable aléatoire X compte le nombre de succes lorsqu’on
répéte indépendamment cette épreuve, elle suit une loi binomiale. L’épreuve étant répétée n fois et la probabilité

1 1
d’un succes étant 5 X suit la loi binomiale de parametre (n, 6)

13.8 d) On peut considérer le lancer d’un dé a six faces comme une épreuve de Bernoulli, dans laquelle I’événe-

ment « obtenir un nombre pair » représente le succes. Puisque la variable aléatoire X compte le nombre de succes
lorsqu’on répéte indépendamment cette épreuve, elle suit une loi binomiale. L’épreuve étant répétée n fois et la

6

1 1
probabilité d’un succes étant 3 =3 X suit la loi binomiale de parametre (n, 5)

13.9 b) Intuitivement : les tirages n’étant ici plus indépendants, X ne représente pas le nombre de succes lors

de la répétition indépendante d’une méme épreuve de Bernoulli et donc X ne suit pas une loi binomiale.

13.10 a) Puisque la variable aléatoire X; ne peut prendre que les valeurs 0 et 1, sa loi est la loi de Bernoulli de
parametre P(X; = 1) =p=0,9.

13.10 b) La variable aléatoire X est la somme de 10 variables de Bernoulli indépendantes de méme parameétre

p =0,9. Donc, X suit la loi binomiale de parametre (10; 0,9).

k € [0,10]. En particulier, pour k = 0, on obtient P(X = 0) = (

13.10i) Pour j € {1,2}, on note A; I’événement : « le j-iéme relecteur a corrigé la premiére erreur ». Les

événements A; et A2 sont indépendants, donc leurs contraires A; et As le sont aussi. On a ainsi

13.10 j) La variable aléatoire X est la somme de 10 variables de Bernoulli indépendantes de méme parameétre

p = 0,99, donc X suit la loi binomiale de parameétre (10; 0,99).
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13.11 ¢) Les événements {X > 2} et {X < 1} étant contraires, on a P(X > 2) =1 — P(X < 1). Or, I’événement

{X < 1} est la réunion des deux événements incompatibles {X = 0} et {X = 1}. On a donc

PX<1)=PH{X=0}U{X=1})=P(X=0)+P(X =1)

SO (OO O 2 Q")

5 10
Donc, P(X >2)=1-7x (g) .

_PUX22n{x>1}) P22 1-7x(})"
N P(X>1) P(X > o

13.12 a) Pour commencer, il faut montrer que X suit la loi %(n, 7). Puis, on en déduit que E(X) =

13.12 b) Puisque chacune des X bonnes réponses rapporte 3 points et chacune des n — X mauvaises réponses

retire 1 point, la note est N =3 x X —1 x (n — X) =4X — n. Donc, E(N) = 4E(X) —n=4%—n=o0.

4
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Fidl o T4 i T . Ed

Réponses
14.1a) oo, I 0 )
14.1b) ..o z? +1 14.4Db) ..o f%

1
14.3b)...oiii, 14.6C) ceuveiiiiinnn. -
14.3¢C) i, 3

° 14.6 d !
14.3d). ..o [0] ) )
Corrigés
3, .2 2
14.1 a) OnaZ t 71:(23;—2:):%2_'_95
14.2a) Onae® xe "= " =¢"
e3m
14.2b) Ona — =e* % =¢*
2x+1
14.2¢) Ona S 2ot1—(-a) _ g3u+l
e*l‘
2’ +1 1
14.3 a) On simplifie =2+ — et on en déduit la limite.
x x

72—z

On en déduit la limite.
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On factorise par les termes dominants en écrivant

2 2

2

w2 (3) -3
e

5 =
T+ x2<1+1> 1+ -
T x

14.3 ¢)

On en déduit la limite.

On factorise par les termes dominants en écrivant

3
x(1+—) 14+ 2
T T

z+3 B
2 = T 1\ T 1y
#tz+l x2(1+7+—2) x<1+7+—2)
x x x x

14.3 d)

On en déduit la limite.

14.4 a)
1
x2(1—|—*) VaZ J1+= o J14=
Va2 +x _ T T
T+2 x(1+3) x(l—i—g) 142
X s

1 -1
I 5—- On en déduit le résultat par quotient.
x

On met au méme dénominateur en écrivant — — — =
T x

On y voit plus clair en développant : on a (x + 2)2 —z? =4z + 4; on en déduit le résultat. On pouvait

14.5 b)
. . . 5 . 2 2
aussi factoriser en reconnaissant ’expression a” — b”.

En I’absence d’idée, on peut mettre au méme dénominateur et simplifier. Il est plus judicieux de multiplier

14.5 c)
« en haut et en bas » par x. On écrit 1 1 1
=-= 1— =
x x xT
11 Jz+1
—_ + -
N

et on en déduit le résultat.

14.5 d) On développe
2
<x+\/15> x(m+1):m2+2\/§+;x2x:x<\j§+;1>.

On en déduit le résultat.

i _1:limx+1:2.

x—1

2 — —
1 @+ D—1) =x + 1. Donc, lim

z—1 T —

146a) Ona o 1
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z? -1 (z4+1D(z—-1) xz+1

14.6 b) Ona pe e EEEE =1 On en déduit le résultat.
T+ 2 T+ 2 1 + 1
14 = Done, 1 = i ==
6c) Ona e = G ey  »_3 Pome tim ey = im o5 =1

14.6d) O - - . On en déduit le résultat.
) N1 2z —-1)2x+1) 2z+1 n en déduit le résulta
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14.7 a) Le polynome z°> — 3z 4 2 s’annule en 1 et 2, ainsi on a 2° — 3z + 2 = (z — 1)(z — 2). On en déduit

z? -1 (z4+1)(xz—-1) =z+1

puis la limite demandée.

14.7b) Le polynoéme x> — 2 — 6 s’annule en 3 et —2, ainsi on a > — 2 — 6 = (z — 3)(x + 2). On en déduit

> —z2-6 (z-3)(z+2) z-3

22 +2x  z(z+2) x

puis la limite demandée.

costo) =1 _ yyyy Conle) = co(0) _ co(9) = —sin(0) = 0.
x—0 xr x—0 T — 0

sin(z) — sin(0)

z—0 x z—0 rz—0

= sin’(0) = cos(0) = 1.
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IF'iche n° 15. Droites

dans |’espace]

Réponses
15.01a) ...
3" —1
15.1b)........... 3 x
2
grtl 1
15.1¢)..cennn..
3
n+1 _ 1
151 d) e ¢
e—1
15.28) oo [—1,7]

15.2¢) .oiiiiinnnn [—4,10]
15.3a) cccieiniiiiin... non
15.3b) e oui
15.3C) v oui
15.3d) ..ot non
15.3€).ueinniinnnnnn.
15.4a). ..., oui
154Db) .o, non
Corrigés

15.7a) oo non 15.12e¢) coovviiiiiiiin,
15.7b). ..o (0,-1,1) 15.13a) ..o
15.8a) . ........... (-1,-3) 15.13b) ...
15.8b) ..o 15.13 )
159a) ..., non
15.9b) oo non|  15.13d).. ](2, —2) et (—4,-8) \
15.9¢) .o (5,2) 15.14a). ...
15.10a) ...t non

15.14b) ...... M(—1,10,—5)
15.10b) ... oui
15.10¢) e, oui 15.1d¢). o

15.1 a) C’est la somme des termes d’une suite géométrique de raison 2 entre les rangs 0 et n.

15.1 b) C’est la somme des termes d’une suite géométrique de raison 3 entre les rangs 1 et n : on a

n

n—1 n
23’“:3Z3kz3x 3 ;1.
k=0

k=1

15.1 ¢) Observons que 22k — 4k pour tout entier k. On calcule donc la somme des termes d’une suite géométrique

de raison 4 entre les rangs 0 et n.

15.1d) On calcule donc la somme des termes d’une suite géométrique de raison e entre les rangs 0 et n.

15.2 a) On a les équivalences :

[t —3|<4 <= —-4<2-3<4 = -1<=z
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=
ot
(V)
&
o
=]
<]
o
2}
o
Q
E.
g
0]
B
Q
@
w0
o
8
+
=
WV
ot
S
8
+
[
WV
ot
Q
=1
[\]
8
+
—_
N
\
=
8
WV
[\]
Q
=1
8
N
\
w

15.3 a) Ces deux vecteurs étant non nuls, @ et U sont colinéaires si et seulement s’il existe un réel X tel que

N Lo 2 4 ,
U = AT, ce qui signifie 2 =X x (—1),4= X x 3 et —6 = A x 2. Comme = #* 3o un tel nombre réel A ne peut pas

exister.

15.4 a) Les vecteurs U et ¥ n’étant pas colinéaires, les vecteurs @, ¥ et W sont coplanaires si et seulement s’il

existe deux réels o et B vérifiant W = aW + ST, ce qui donne un systéme de trois équations & deux inconnues :

a— =0
20+ =3
a+26=3.
Ici, il y a une solution évidente o = 8 = 1.
—2a+p=1
15.4 b) Le systéme & résoudre s’écrit a+ =1 . Les deux premieres équations donnent &« =0 et 5 =1,
3a+p8=-3

or le couple (0,1) ne vérifie pas la troisieme équation. Il n’y a donc pas de solution au systéme considéré.

S, 7 19, cisg .
15.5a) Onaw= 3 U — 3 v. Donc, les vecteurs considérés sont coplanaires.
a— =0
15.6 a) Toujours la méme démarche : le systéme a résoudre s’écrit ¢ 2a+ B =3 . Les deux premiéres équations
a+26=m

donnent o = = 1; d’ou, en reportant dans la troisieme, m = 3.

15.6 b) On trouve comme ci-dessus W = —2% + 37 pour m = 7.

15.8 a) On cherche (a,b) de telle sorte que le vecteurs AC soit colinéaire au vecteur ﬁ, c’est-a-dire qu’on

a—1 2
cherche un scalaire A tel que | b+2 | = A[ 1], ce qui donne A = —1 puisa = —1 et b = —3.
-1 1

15.8 b) On cherche x de telle sorte que les vecteurs AB et EF soient colinéaires, ce qui est réalisé si, et seulement

si,ﬁzfﬂﬁfetxzz

15.9 ¢) 1l suffit de regarder la colinéarité des vecteurs BC et BD.
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— —
15.10 a) Pour commencer, remarquons que les vecteurs AB et SAC ne sont pas colinéaires.

On cherche (a, ) vérifiant AD = aAB + /J’A—C) : ce systeme n’admet pas de solution.

15.10 b) Les points sont bien coplanaires : en effet, on a B = D!

15.11 On cherche a, 8 vérifiant AD = aAB + /J’A—é Les deux derniéres équations permettent de trouver « et
B, d’ou I'unique valeur de a convenable en reportant dans la premiére équation.

1

15.12 a) Une représentation paramétrique de la droite est A{ 2 | +tk | 0 |, ce qui donne le point C pour t = 1.
3 1
1 0

15.12 b) Une représentation paramétrique de la droite est A{ 2 | +tk | 0 |, ce qui donne le point C pour t = 1.
3 1

15.13 c) La relation AD = t@ impose 1 +t =1 et 6 — 2t = 5; comme ces deux équations sont incompatibles,

aucun x ne peut convenir.

15.13 d) Si AE =1, alorsona { 22 =6 — 2t . Les deux premitres équations entrainent (1+¢)? = 6 —2t, d’olt
y=-3+1
t=1out=—5. Pourt=1ontrouve x =2 et y = —2, pour t = —5 on trouve r = —4 et y = —8.

15.14 a) La premiere droite est décrite par la représentation paramétrique A+t%, la seconde par B+s¥. Chercher
leur intersection c’est chercher (s,t) vérifiant

1+t=2+s

6—2t=6+s

—3+t=-2-s.
Or, ce systéme de trois équations a deux inconnues n’a pas de solution, ce qui signifie concrétement que les droites
ne se coupent pas : elles ne sont pas coplanaires.

15.14 b) On cherche (s,t) vérifiant 14t=11+s

6—2t=10
—34+t=T+s,
ce qui donne t = —2 et s = —12. On calcule ensuite les coordonnées du point d’intersection.
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IF'iche n° 16. Propriétés algébriques du logarithme I

Réponses
16.1 a) (4] 165a). i 16.10b).........oeunn.
LI R @ T I T Y 5
L 16.5b). ...t —11 16.11a) ............. > -2
1 -
16.1B). oo 3 wesc sean
16.1C) covinanaeian 6 = 1611¢).... [z>louz< 1]
5 16.5d). ..o -
— 2] e2 -5
15 — 16.11d)....|-2<z<
16.1d). e = 7 ) ST
2 16.62) . ...ooeeiies o
7 . 16.12a).......... S<x<4
16.2a).................... E 16.6b) ...........oe... 1 000
1
11 16.12b)........... 0<ax<1
16.2D) . oo, | 18O ) )
16.12¢)........... l<z<?
6 16.7a) . oo In(2
16.2¢) .o = 2) n2) 16.12d) ..o
o 16.7b) ... v e [—Ve,0[U]0, Ve
16.2d)..........on == 16.7C) ..
55 9 [9] 16.132) ...
16.3a). ..o 16.7d)..........oooe In(5)
) @ 16.13 b)..... ’x:eoux:ez‘
16.3b) ..., In(5) 16.8a)...............
1
16.3C) v n(7)] 16.8Db)....... [x<Oouz>3] 1614a). ... o Srse
16.40) cvveeeen . S| 168 16.14b)........
16.9a) .. ............... >0
16.4b).............. —41n(3) ) 16.15 ....... [[-4,-3[uU]0,1]|
16.9b) ...
16.4¢)........ 21n(2) + In(3) E_1
16.9¢C) .ovniiiiinnn. 16.16a)............... —
16.4d)......... In(3) — In(2
6-4.d) i) BT SRR
16.16 b).... [In(k — 1) — In(k) |
16.4€) .0 SIn(3)|  16.9¢) ...
16.9 ). ooeiiiiinnn, 1616 ¢) ... —In(n)
1641 3@+ 3G 1610a).. . 1617 oo
Corrigés
36 9x4 4
16.1 a) Onag 9x5 &
2 28 2 4x7 2x4 1
16.1 b) On ?XE ?x T TR
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10°x3°  23x5°x3° 5x3 15
64 x 52 24x34x52 2 27

éxfl 1m+1<:)§mflmfl+l<:>zx*1<:>x*§
37 2767 2 67 67 2 2 6" T
16.2 d) On a les équivalences suivantes :
5,.3,.2 020 9 2  u.o 2 2 12 24
37 4 5 12 12 5 12 5 5711 55

3

16.6 a) On a eln(7)—ln(5) _ eln(%) _ %
16.6 b) On a e®™(1% = ¢™(1°) = 10° = 1 000.

16.7a) Ona ln(x/?; — 1) + ln(\/g—l— 1) = ln((\/g — 1)(\/5—}— 1)) Or (par identité remarquable), on a

(V3-1)(V3+1)=v3 —12=3-1=2.
Donc ln(x/g — 1) + ln(\/g—l— 1) =1In(2).
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16.7c) Ona

In((vV2-1)"") +In((v2+1)'°) = 15In(v2 — 1) + 15In(v2 + 1) = 15In((v2 — 1)(vV2+ 1)) = 151In(1) = 0.
16.8 a) Le réel In(1 + x) est bien défini si, et seulement si, 1 + 2 > 0, autrement dit si, et seulement si, x > —1.

16.8 b)  On doit résoudre z° — 3z > 0. On factorise #* — 3z = z(x — 3). Comme le signe de ce trindme est > 0 &

lextérieur des racines (qui sont 0 et 3), on a I’équivalence suivante :

22 —3z>0 < 2<0 ou z>3.

16.11 a) On a les équivalences suivantes :

WV
.

In6+422) >0 <= 5+2z21 < 22> -4 < =z

16.11 b) On a les équivalences suivantes :

n(z—1)<1 <= 0<z—-1<e < 1l<z<l+e

16.12 a) Déja, pour que les termes soient bien définis, il faut que x +3 > 0 et 22 — 1 > 0, c’est-a-dire il faut que

1 1 .. .
T > 3 Puis, pour tout = > > on a les équivalences suivantes :

In(z+3)>In2z—-1) < z2+3>2x -1 < 4>ux.
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16.12 b) Déja, pour que les termes soient bien définis, il faut que > 0 et £ +2 > 0, c’est-a~dire il faut que = > 0.
Puis, pour tout = > 0, on a les équivalences suivantes :

In(z) + In(z 4+ 2) < In(3) <= In(z(z —2)) <In(3) <= z(z+2) <3 < 2" +22-3<0.
Apres calcul du discriminant, on trouve que les racines de ce trinéme sont —3 et 1. Donc, on a 1’équivalence
2°+20-3<0 <= -3<z<L.

Comme z > 0, on obtient donc comme ensemble de solutions : ]0, 1].

16.12 c) Déja, pour que les termes soient bien définis, il faut que x > 0 et x — 1 > 0, c’est-a~dire il faut que = > 1.

Puis, pour tout = > 1, on a les équivalences suivantes :
In(z) + In(z —1) <In(2) < In (x(a: — 1)) <In?2) <= z(z-1)<2 << > -z -2<0.
Apres calcul du discriminant, on trouve que les racines de ce trindéme sont —1 et 2. Donc, on a I’équivalence
;r2—;r—2<0 <— —-1<x<2

Comme z > 1, on obtient donc comme ensemble de solutions : ]1,2].

16.12 d) Pour que ln(mg) soit bien défini, il faut que z° > 0, autrement dit, il faut que = # 0. Puis, pour tout
x # 0, on a les équivalences suivantes :

16.13 a) On a les équivalences suivantes :

ln(x+1): — 2l r+1=3r-5 & 6=20 «— z=3.
3z —5 3z —5

16.13 b) On pose y = In(z) et on résout Péquation y* — 3y + 2 = 0; ses solutions (qu’on trouve en calculant le
3+1

3—-1 L .
discriminant) sont y1 = —5 = 1 et yo = 2. Donc, on a les équivalences suivantes :

16.14 b) On a I’équivalence suivante :

In(z® +3)>1 < 2 +3>e.

Or, on a ?+3>3eten 2,7 donc l'inégalité 22 + 3 > e est vérifiée pour tout réel x.
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16.15 On a les équivalences suivantes :

2 2
1n("” +3”><0 = 0< T ) 0<a? < (:c2+3x>0etw2+3x74<0)~

4 4
Or, on a les équivalences suivantes :
2’ 432>0 < z(z+3)>0 < < -3ouz>0.
De plus, apres calcul des racines par le discriminant, on a également les équivalences suivantes :

P +32-4<0 <= (z+4)(z—-1)<0 < —4<z<1.

On obtient donc les équivalences suivantes :

4

2
ln<$ +3‘“) <0 = <x<—30u$>0> et —4<z<1 = ze[-4,-3U0, 1]

16.16 ¢) En utilisant la question précédente, on remarque que :

ln(l - %) + ln(l - %) —In(1) — In(2) + In(2) — In(3) = — In(3).

De méme :

ln(l — %) + ln(l — %) +ln(1 - i) = —In(3) +In(3) — In(4) = —In(4)

—In(3)

et ainsi de suite.

donc on a

_ I 1
ef(x)_ef(m>:x+ 1’2+1_

T+ Va2 +1
(4 VEE+ 1)’ -1 2P+ 22Va?+ 14 (2P +1) -1
r+Va?+1 r+vVa?+1

22?4207+ 1 2u(x 4+ Ve +1)
T ozl z4+V2P+1

= 2x.
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IF'iche n° 17. Propriétés algébriques du logarithme 11

Réponses
17.1 a) ..................................... 17.8 b) .......................................
17.8C) oot 45
17.0D) oo V341 °)
1
17.00C) e 55|  1T8d) . 1
17.208) it [9] 3
3 17.8 e) ..................................... T
17.2D) oo -
7 T8 ) oo
17.38) i 31n(2)
17,9 (©)
17.3D) i —21n(2) — 2In(5
) ’ n(2) n( )‘ 17.108) o oo 12, +00[
TTB )i 2 3700 ) e
17.3d) “I@)] a7ata) .
17.4a) . ... In(3 T _
) T DY) e ln(GQ 3)
17.4D) oo 101n(3)
17.028) oo 11, 4+00[
17.58) 0. ’—1,61 <In(0,2) < —1,60‘
1712Db) i In(z +1)
17.5b) 2,29 < In(10) < 2,31
17.02C) e
8
6a). <In{=)<o0, -
17.6 a) 0,46 1n(5> 050 1713 ...
1704 ) i [e]
17.6b) o 1,61 < In(5,12) < 1,70
17.04b)
1
176 ¢)...onnnn. —2254 <In(25)In(35) < =2208|  q704¢) ... V242
17 6 d) 2,98 < 1n(5 + \/5) + 111(5 _ \/5) < 3’01 17.15 a) ............................
—1
177 A) oo 17.05 D)0 - <e<l
(3]
L7.7 D) i 3| 17TA6a).
177 C) et 17.16b) oo
51 17.16C) it
17.7d) o =
3] 17.36d).....
17.7€) o 1707 ) o
LT 0) o 1707 b) oo
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17. 07 d) .o -3
) 17.19 n(n+1)In(2)

2 2 1 2 1 2 1
17.1 b) En utilisant la quantité conjuguée : = (vV3+1) = (vV3+1) = (vV3+1) =v3+1.

VB-1  (VB-D(3+1) 3 -1 2

|3 x8

3 8 7 7 30 1x4 7—30 4 —23 4 23 27
1r20) Ona|gxgl+|g 10| = | F [+ 5B = Tl S = Bl S = s = 5 =0
1 4 6 5 1-8 12 35 -7 —23 7 23 —16 -8
17.2 b) Onaﬁ_?_‘?_i‘_Tx ‘ﬁ—ﬂ—\ﬁHT; BTV

17.4b) Onaln((v10—-1)°) +In((v10+1)°) =5In((v10 — 1)(V10+ 1)) = 51In(9) = 101n(3).
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17.6a) Ona ln( ) = In(8) — In(5). Or, In(8) = In(2®) = 3In(2) donc 2,07 < In(8) < 2,10.
1

8
5
De plus, on a —1,61 < —In(5) < —1,60. Ainsi, on a 2,07 — 1,61 < In(8) — In(5) < 2,10 — 1,60 et finalement

8

512 29 . 9
17.6 b) On alIn(5,12) = ln(ﬁ> = 1n(22 ) = In(27) —In(5*) = 7In(2) — 2In(5).
Or, on a 4,83 < 7In(2) < 4,90 et —3,22 < —21In(5) < —3,20. Finalement, on a ainsi

4,83—3,22< 7In(2) —2In(5) < 4,90 — 3,20  donc 1,61 <In(5,12) < 1,70.

0,60 <In(2) <0,70 et  3,2<In(25) < 3,22.
Attention, les nombres doivent étre positifs pour multiplier membre & membre. On obtient

0,69 x 3,2 < In(2)In(25) < 0,7 x 3,22

In(5 + v5) + In(5 — v5) = In((5 + v5)(5 — V5)) = In(5* — 5) = In(20)
=1In(4 x 5) = In(2°) + In(5) = 21In(2) + In(5).

Comme 1,38 < 2In(2) < 1,4 et 1,6 < In(5) < 1,61, on a ainsi 1,38 + 1,6 < 2In(2) 4+ In(5) < 1,4 + 1,61 et donc

2,98 < 21n(2) + In(5) < 3,01.

17.7d) Ona ™G = em(3) = 2,
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17.8 f)  On calcule

exp(2ln(\/3+f— \/3—\/5)) :exp(ln((\/3+f— \/3—¢S)2)>
:(¢&+¢7—%3—¢@2
:(V517®272(¢3+¢®(v%fyﬁ)+( 37¢@2
=34 V5-2,/(3+V5)(3-v5) +3 -5

=6-24/32-5=6-2/4=6-—4=2.

. 0 _ _
17.9 On factorise par e” en remarquant que 1 = e  =e” ¥ = e”e” “. Donc

In(e” +1) = ln(ez x 1+ ezefz) = ln(ez(l + efz)) = In(e”) + ln(l + efz) =z+ ln(eﬂ” + 1).

17.10 b) Soit z > 2. On a les équivalences suivantes :
In(z —2) +In(z —1) =1n(2) <= In((z —2)(z—1))=In(2) <= (z—-2)(z—1)=2 < z° 32 =0
< z(r—3)=0 < z=0o0uz=3.
Comme on a x > 2, la seule solution est 3.

17.11 a) Pour commencer, on remarque que I’équation n’est définie que si 2z — 1 > 0 et z + 3 > 0. Il faut donc

que x > % On a alors, pour x > %, les équivalences suivantes :

In2z—1)=ln(z+3) <= 2z—1=2+3 < z=4.

T x T 1 7_3
In(e* +3)=7 < ¥ 4+3=¢" <= " =¢ -3 < z= n(62 )
17.12 a) Soit € R. On a les équivalences suivantes
r—1>0 z>1
I’équation a un sens pour z <=  z+1>0 < qz>-—-1 — x> 1.
2®—1>0 z® > 1
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17.12 b) Soitz>1.Ona
In(z —1)4+2In(z + 1) — ln(a:2 — 1) =In(z—-1)+ ln((x + 1)2> — ln(:c2 — 1)

= 1n<(””_1)(“”+1)2) =In(z+1).

2 —1

17.12 ¢) Soit > 1. On a les équivalences suivantes :
In(z — 1) +2In(z + 1) — ln(m2 — 1) =1 <= In(x+1)=1 < In(z + 1) = In(e)
< r+l=e << x=e—1.

On a bien e — 1 > 1 car on sait que e ~ 2,71.

17.14 b) Pour z > 0, on a les équivalences suivantes :

(In(z))? + m(%) —0 — (In(@))® - In(z) = 0
<~ In(z)(In(z) —1) =0 <= In(z) =0ou In(z) =1 <= z=1louz=e.

17.14 ¢) Pour z > 2, on a les équivalences suivantes :

(In(z — 2))* =2 <= 2In(In(z — 2)) = In(2)
In(2)
2

<= In(ln(z —2)) = <« In(In(z — 2)) = In(v2)
— In(z—-2) =2

V2

<— x=e" " +2.

17.15 a) Pour z > —1, on a les équivalences suivantes :

Inz+1)>p <= z+1>e’ <= >’ -1

-1
17.15 b) Pour que cette équation ait un sens, il faut avoir pz+1 > 0 (donc x > —) et x +p > 0 (donc = > —p).
p

e 7 . N _1 —1 7 . .
Comme p > 1, ces deux conditions se réduisent a x > —. Pour = > - ona les équivalences suivantes :
p

In(pr+1)<In(z+p) < pr+l<z+p <= pr—z<p-1 <= z(p—-1)<p—-1 < =< 1.
In(100)  In(10?)  2In(10)
In(10) ~ In(10)  In(10)

17.16 a) On simplifie log,,(100) =
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In(4) | In(250) 1In(4) +In(250) In(4 x 250)  3In(10)
In(10) = In(10) In(10) ~ In(10)  In(10)

~In(120) In(12)  In(120) —In(12)  In(120/12)  In(10)
17.16 ¢) On a log,(120) — log,((12) = In(10)  In(10) In(10) ~ In(10) ~ In(10) =1

17.16 b) On a log;,(4) + log,,(250) =

. In(2) In(3200) In(2°) In(3200) In(32) — In(3200)
5log10(2)—10g10(3200)_51n(1o)_ In(10) ~ In(10)  In(10) In(10)

~ In(32/3200)  In(1/100)  In(107%)

© In(10)  In(10) ~ In(10) —  “In(10)

~ In(3')  17In(3)

17.17 a) On calcule log, (317) = E) = ™E) =17.
ey ln(ﬁé.). _ID(G)_ ..................
17.17b) Onalogs(d) +1logs(9) = 1 + {16 =~ Ta@) (o)~ m©) @) >
17.17 ¢) On a logs(v/e) x In(5) = hﬁgg) x In(5) = = In(e) = %
17.17d) On a
(1 + log, (0,25)) (10g, (200) — log,(25)) = (1 + hiff(;))> <IIL(12(2§)) - 1;(525))) — (- g)w
~In(200/25)  In(8)  In(2%) 5
T (2 (2 @2 7
17.18 Pour tous a,b > 0, on a In(ab) = In(a) + In(b). On en déduit la formule
In(a1) + In(az) + - - -+ In(an) = In(a1 X a2z X -+ X an).
On a donc
2 3 4 n+1y . (23 n+1\ . (2x3x..xnx(n+1)
ln(I) +1n<§> +ln(§) +~~~+ln( n ) 7ln<f X 2 X n ) ln( I1x2x3x---xn )
= ln(n—fl) =In(n+1)
1719  Ona Zn:ln(Qk) = Zn:kln(z) =In(2) o In(2) x 2= (; +1 _nn +;)ln(2)
k=1 k=1 k=1
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IF'iche n° 18. Fonctions logarithmes|

Réponses
8z+3 2z —4
181 ) oo 18T 8) oo 2 L
xr< — al
18.1D) oo
eCE
18.1C) oo 187 D) oo e
18.1d) ettt 3,2
18,7 C) e 3
18.28) ittt 51n(2) -z
1
18.2 b))ttt 21n(5) 187 d) e TG
18.2 C) e 21In(5
) 5) 1623 + 2422 + 522 — 3
18.84a) ..o :
18.2d). .ot 51n(3) 22 + 31+ 7
2z — 1 6z + 6/ + 1
18,3 8) c vt - 18.8 D)oo o
42 + 11x + 4 2z(z + 2)
18.3 b) .......................... W 18.8 C) .................. _(1—|—]7)(21‘2—|—$—|— 1)
1 —In(z) — 623 2 —6x+42
18.48) oo w 18.98) ..o W
" _ _
In(z) + 1)e” 3
18.4b) ..o (@ n(T;JF Je 18.9 D) oot E
1
18.5 8) it In(z) 1810 8) .+ eeeeeee e —
X
18.5 b) 1—1In(z)
L O L 1
a? 18.10 D) ..o S
72 _
18.5 ) 2z —1)In(z) —z+1 =
(Inz))* 18.10 ¢) 2aet
A0C) e e
18.5 d) M 1
Bd) NG si0d
8.10 d) zIn(z) In(In(z))
31n(z)?
18.6 a) ................................ 1 -3 3\ x—x>
@ 18.118) cuvvienanen... ( +1x+ z7)e
Iemfx
1
186 D). .o —
) xIn(z)? 18.11 b) 2ze””
: A1b) . TT o)1+ (o)
18.6¢C) v
© 2e/In(@) | 18.128) e
1 18.12b) ...
18.6d).....ooviiiii —
) xIn(z)5 1812 C) .t
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1
18.20 b) .ot =
18.15 ). ..ot ) 2
18.15 D) oo 18.21 ittt g=1-g

1815 C) vt 1
18.228) it RPSTESE

18.15 d). .o
6z +1
1816 ..ot (© 18.22b) ..o (322 + 2 +2)
2 z
18,17 8) oo % 18.22C) oot <
-
Corrigés

18.1 a) On a e&aH—l % e5z+2 — edz+1+51+2 — eSa:+3.

18.1b) Ona (e ") xe= Q52— +1 _ 10619

e X e —_8r—2x— _
18.1 C) OH a y _ e2z+1+5 8r—2x—3 — 8x+3
e x+3
621+5t x e4:073t 5 _— 369 o
18.1 d) Ona ———  —¢ x+5t+4x—3t—2t—6z _ e = 1.
eQH»Gw

18.2b) On a In(100) — In(28) 4 In(21) — In(3) = In(5> x 2°) — In(7 x 2°) +In(3 x 7) — In(3).
Ainsi, In(100) — In(28) + In(21) — In(15) = 2In(2) + 2In(5) — 2In(2) — In(7) 4+ In(3) + In(7) — In(3) = 21In(5).

In(7 — 2v/6) + In(7 4+ 2v6) = In((7 — 2V6)(7 + 2v6)) = In(7* — (2V6)?)
= In(49 — 24) = In(25) = In(5°) = 2In(5).
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41n(9) — 21n(27) + 61n(v/3) = 41n(3%) — 2In(3%) + 6 x %m(s)
= 81n(3) — 61n(3) + 3In(3) = 51n(3).

3 4+8r+42°+3z 42”4+ 11z +4

18.3b) Onafl(m):§+(a:+1)2_ z(z + 1)2 TRV
18.4 a) Onaf/(m)_;Xx—ln(x)xl_ mzl—ln(:r)—(jz:‘*

| PR (x2fx)><% ..... (2$_1)1n(x)_x+1 ..............................................
18.5¢c) Ona f'(z)= n(@))? = (In(@))?
18.5 d) Onaf’(x):\/EXf—i—%ln(x):%—k%ln()_ln(;\)/;z

12 ’
18.6 b) On utilise la formule <7> —%
I
/ u
18.6 On utilise la f 1 = .
c) n utilise la formule (y/u) NG

dr+3 162 +242° + 560 — 4o — 3 162° + 242” + 522 — 3

22 +3x+7 202 +3x + 7 202 +3x + 7
1
ENG 1 6 4 64/ + 1
18.8b) Ona f/(z) =34+ —Y~_ =34 =
) F(@) 1+ 2(z + V) 2+ Vx
1 dr+1 22 +z+1—(do+1)(1+z) 2z(x + 2)

T 1+ 2024+az+1 (I+z)(2z2+x+1) T Q4o+ +1)

- I1x(@2—2)—(x—3)x2x —a° -
18.9 a) Pour z > 3, on pose u(x) = 52 _32. On a u(z) = x (@ (xl — (29;2 3) x 2 521’;—6;)2 2
w(z) —24+6x—-2 2°—2 2 —6x+2

=
B
2,
e}
=]
®
el
S
8
&
I

|

W) | @2—22 “z-3  (z-3)aZ_2)
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Il est aussi possible d’utiliser le fait que, pour tout réel x > 3, on a 1n(;13 ) =In(z - 3) — ln(:c2 —2).

1+ Va2l V241 _ 1
z+Vzx2+1 zc+Vr2+1 Vrr 1

18.10 a) On a f'(z) =

2
2 u'(z) 2ze” 1
18.10 ¢) Pour tout réel =e" 0 =22e” t1 A = =
¢) Pour tout réel z, on pose u(z) =€ nau(x)=2ze insi, f'(x) w(@)  1tenit
@? Onau'(z) =" +ax(1-3z%)e" " :(1+m—3x3)e$_”’3.

u(x) 14 zev—a®
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2
2 xr
18.11 b) Pour tout réel z, on pose u(z) =1+ In(1 + exz). On a u'(z) = re

= . a
14 e=?
/ u'(z) 2ze®”
fi(z)= = 2 22\
u(z)  (1+e")(1+1In(1+e*?))
18.12b) Ona lim e” =0, d’ou le résultat.
Tr—r—00

18.12 d) Attention & ne pas tomber dans le piege!

Ce n’est pas une forme indéterminée puisqu’on a lirn+ In(z) = —oo, d’ot le résultat par quotient.
z—0

18.13 b) On met en facteur les termes dominants en écrivant

o
e —a® " T eT
P
T+ 1+ =
x
8
8 1-Z
. 4 . x . . . ’
Or, par croissance comparée, ona lim — = 0et doncona lim = 1. Toujours par croissance comparée,
z—+oo €% T—>+00
1+ —
T
eII)
ona lim = — = 4o00. On conclut par produit de limites.
T —+00 X
18.13 c) Les exponentielles se simplifient quand on écrit :
e T 4+3% (e 4+3) e "+3

e +x em(1+£> 1+%.
e e

. 4 . x 2 1iis A
Or, par croissance comparée, on a lim — =0. On en déduit le résultat.
r—+o0 €

X
. 1 . e . .
18.14 a) On a lim ze* = lim —— = 400, par croissance comparée.

z—0T X —+o0 X

1
@ 3 —-X . ,

18.14b) Ona lim = lim X"e " =0, par croissance comparée.

z—0t+ X X =400

1
18.15 a) On factorise par * en écrivant z° — In(z) = z° (1 — n(m))

; . . In(x)
()I'7 par croissance comparee, on a lim 3
r—+oco T

= 0. On en déduit la limite.
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—(In() 1) In(z)
18.15 ¢) Ona 1@ — VT f< Ve N In(z)

. Or, par croissance comparée, on a lim

X
/71:_"_1 = = a:—>+o<>\/5
VT X 1+% 1+%

On en déduit la limite.

1
(1)2 — et n(d) _ o~ _ 1 1 1 \/5

18.17 ¢) Par croissance comparée, on a lim+ z1n(z) = 0. On obtient le résultat par passage & exponentielle, ce
z—0

qui est possible par continuité de la fonction exponentielle : on a

. . 1
lim 2° = lim e®™® =¢¥ = 1.
z—0t z—0t

In(e” + 4z) = ln(ex(l + 4me_x)) = In(e”) + ln(l + 4xe_x) =x+ ln(l + 4xe_w).

Ainsi, ona lim (In(e” +4z) —x) = lim ln(l + 4me—x).

xr—+00 xr—+oo

Or,ona lim ze “ =0 par croissance comparée. Donc, finalement, on a lim (In(e” +4z) — z) =In(1) = 0.
T — 400 T —+400

e«/ln(m) _ e\/ln(z)

eln(z)

18.19b) On a = V@@ " Op conclut avec la question précédente.

18.20 a) On introduit f(z) = In(1 + z) et on raisonne comme & la question précédente. Puisque la fonction f est
dérivable en 0, on a

lim In(1+ ) = lim f(@) = /(0) = f'(0).
x—0 T z—0 x—0
Comme on a f'(x) = %, on a f'(0) = 1. D’olt le résultat.
x
18.20 b) On procede comme ci-dessus.
o F , o ) f@
18.21 Onag = 7 Or, pour tout réel z > 0, f'(z) = f(z)(1 — In(f(z)) et donc o) 1 — In(f(z)),
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IF'iche n°19. Produit scalaire dans I’espace]

Réponses
— 2 —> (2 - —
19.18) oo % 19.7¢) e 67" —3wl|” +77-w
—12 —>12
B 197 d) 917 - 17|
19.1 D) o =
3 19.88) . ceeeeinnn... IT)? + 4@ +47 @
10
19.1 C) ..................................... 3 19.8b)................ 9”{}’“24_“@”2_65’.@’
191 d) .o Tyl 1980 4TI+ 3B + 4V3T - B
3 2
—12 —12 —> —
19.2 8) 19.8d)........... 4B +5|B|]* —4vVE T W
19.2 D) oo 19.98) i —48
19.2€) .o 199 )i —od
19.2.d) ..o 19:9 €)oo — 14
19.38) i non 19.9d)...oi
19.3b) i oui 19.9€) v
19.3 C) i non 19.9f) .o
193 d) oo oui]  19:10a)..... (20 —y+2z — 11 =0]
19.3€) v oui|] 19.10b).................. 20 —y+2:-10=0|
19.3F) o oui|  19.10¢)... ... 52 +6y+14=0]
19:48) i
a) 1901 oo ()
19.4Db) o non
19.4 ¢) 19.128) i non
L) oul
1044 19.12Db) .o oui
) oui 1992 €)oo
19.4 e) ..................................... oul 19.12 d) ................................... non
19.4f) oo OW|  19.92€) .. 0 oui
8 19.1216) o non
195 8) oot {}
> 2
1913 8) oo 2
19.5b) o {-1,1} )
1906 8) ..ot -5,0
) { } T=3—-2t
19.6b) . {_5_\/3»7_5+\/3»1} 19.13Db) .o y =2t ,tER
z=2+4t
— > —>12
19.72) oo 60w =27 19.13¢) ooiviinn . 2z +2y+2—14=0]
19.7b) o 6l =TI+ T-@| 19.183d).......cooieiiii H(—1,4,4)
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19.13 )i 45 19.17 a) oo, AM, = |t|v/a2 + b2 + 2
19.14a) ...l r+2y—2—2=0 b d
) KR, | 1907 b)oeeeerini) _0TA T Oya ¥ CzA Tt
45 8 e S
19.14b) ... ()
) ) b d
333 1917 )i Jaza + bya + cza +d)
vaz+ b2+ c?
19.14 3
) 3 19.18a) ... BP x BH
19.18 b) .o V6
19.15a) ..o 22 — 6t +9 ) -
1918 C) ettt
2t —3
19.15b) .o NG
2t — 6t + 9 1908 d) oo Yo
6
3v2
19.15C) oot == v
915 c) 2 1918 €)oo PF:%
T=2+1 =42t
19.16a)................. y=4-3t ,teR 1919 8) oo y=2+1t teR
z=2t s —91¢
55
292 5V/3
19.16b) ..convviiiniii H(Q’ 271) 1919 b) e 5
V14 2
19.16 C) oo 5 19.19C) oot 5v2
Corrigés
_q2, 1 1_6,3 2_1
19.1a) OnaP(l)=1+gxl+s=ctoto=—
e Ly o486 143
19.1b) Ona P(—4)=( 4)+2X(4)+3—3+3+3—3
3 3y2 01 3 1 9 3 1 12 1 1 10
1916 onap(3)=(5) t3x5t5=1tits- g t3=tt5=3
19.1 d) onap(ﬂ)—(ﬁ)2+1¢§+1—2+1+1f2—z+1x/§
’ - 2 3 3 27773 277
19.2a) Onawu =up+0+1=5.
19.2b) Onawus=u1+1+1=7,dottuz =uz+2+1=10.
19.2¢c) Onavi=v+0=4,dotve=vi+1=5etvg=v2+2=T.
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19.2d) Onawi=wi—0+1=5dotws=wi—14+1=5etwz=w2—2+1=4.

19.4 a) Remarquons pour commencer que V2 x V3 =16 et qu’ainsi V2 x V6 = 2v3 et V3 x V6 = 3v/2.
Ona@-b =4x(-2)+ (—v6) x (V3+v6) +3v2x (1 -3v2) = -8 - 3v/2 - 6+3vV2— 18 = 32,

On a montré que @ - b # 0 donc que @ et b ne sont pas orthogonaux.

19.4¢) Ona@-d=[4x(-2v3)]+[(-V6) x (3-V2)] + [3v2x (V3 + V)]
= [-8V3] + [-3V6 + V6 x v2] + [3v2 x V3 + 32 x V6]
= [-8V3] + [-3V6 + 2v3] + [3v6 + 6V3] = 0.

19.4¢) Onab-d=[-2x(-2v3)] + [(V3+V6) x (3—v2)] +[(1-3v2) x (V3+V6)]
= [4v3] + [3V3 - VB x vV2+3V6 — V6 x v2] + [VB+ V6 - 3V2 x V3 - 3V2 x V6]
= [4V3] + [3V3 - V6 +3v6 - 2v3] + [V3+ V6 - 3V6 - 6V3] = 0.

19.5b) Ona ¥ =2t>+(241)(2—t) —5= (t —1)(t+ 1), donc T+ @ = 0 si, et seulement si, t = —1 ou t = 1.

19.6b) Ona T-@W = (t—1)(t+1)+(t+2)° = (t—3)* = £*+10t—6 = (t+5)* =31 = (t +5— v/31) (t + 5+ V/31),

donc U+ = 0 si, et seulement si, t = —5 — /31 ou t = —5 + v/31.

[
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19.10 a) Soit M(z,y, z) un point de I'espace. Les assertions suivantes sont équivalentes :
e M appartient a P. e AM-7 = 0.
T —2 2
— e 2(x—2)—(y—5)+2(z—6)=0.
e AM[y—5] et m| —1 | sont orthogonaux. ( ) - W ) ( )
z—6 2 e 2x —y+22—-11=0.

On a montré que P admet pour équation 2z —y + 2z — 11 = 0.

19.10 b) Le plan P admet 7 pour vecteur normal donc P admet une équation de la forme 2z —y + 22 +d =0
avec d réel. De plus, A(1,—2,3) appartient & P donc 2 x 1 — (—=2) +2 x 3+ d =0 donc d = —10.
Le plan P admet pour équation 2x — y + 2z — 10 = 0.

1+42x243=38, 1+40-2x243=0, 1+40+2%x2-5=0, 1+42x2-5=0.
On en déduit que la réponse @ n’est pas I’équation d’un plan passant par A.
Les plans dont les équations sont les réponses ®7 @ et @ admettent respectivement pour vecteurs normaux :

1 1 1 1
7Tb’< 1 ) , T <1> et nq (0) . Le vecteur ny, est le seul de ces vecteurs qui soit colinéaire & ﬁ( 1 ) .
2

_ 2 2 —2

La seule réponse correcte est donc la réponse @
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1 2 1 1
19.12 a) Les plans Pi, P2, Ps et P4 admettent respectivement ni7 (1) N2 (—1) , N3 (—2) , g (2) pour vecteurs

1 0 1 1
normaux . On a ainsi 77 75 = 1 x 24+ 1 x (—1) + 1 x 0 = 1. Les vecteurs 77 et 73 ne sont pas orthogonaux donc
les plans P; et P2 ne sont pas perpendiculaires. On procede de facon identique pour les questions suivantes.

1 z—2
r—3=-2t r=3—-2t
sont colinéaires, c’est-a-dire si, et seulement si, il existe un réel ¢ tel que ¢ y = 2t

—2 r—3
19.13 b) Soit M(z,y, z) un point de 'espace. M appartient & (BC) si, et seulement si, B_C>< 2 > et ﬁf(y — O)

, c’est-a-dire ¢ y = 2t
z—2=t z2=2+1t

19.18 ¢) Soit M(z,y, z) un point de I'espace. Les propositions suivantes sont équivalentes :

e M appartient a P. e AM-BC=0.
z—3 -2
_ N o 2 —-3)+2(y—4)+z—12=0.
e AM| y—4 | et BC| 2 | sont orthogonaux. ( ) =4
2 —12 1 o 2x+2y+z—14=0.

On a montré que P admet pour équation —2x + 2y + z — 14 = 0.

19.13 d) Le point H appartient & (BC) donc il existe un réel ¢ tel que ses coordonnées soient H(3 — 2t, 2t,2 + ).
De plus, H appartient & P donc —2(3 — 2t) + 2 x 2t + 2+t — 14 = 0. On en déduit que ¢t = 2 et H(—1,4,4).

1

19.14 a) Le vecteur ﬁ( 2 > est un vecteur directeur de d et un vecteur normal & P, on en déduit que P admet
—1

une équation de la forme x + 2y — z + d = 0. De plus, P passe par A(5,0,3) donc5+2x0—-3+d=0et d=—2.
Le plan P admet = + 2y — z — 2 = 0 pour équation.

19.14 b) Le point H appartient & d donc il existe un réel ¢ tel que H(3 +¢,5 4 2¢,1 — t). Le point H appartient &

Pdonc 3+t+2(5+2t)— (1 —t) —2=0. On en déduit quet:—g et que H<§,g,§)

4 2 75 2 /8 2 147 73
19140 onaan=/(2-5) + (3-0) ¢ (S-a) = [T

4t — 2t —
19.15 b) La fonction f est dérivable sur R et, pour tout réel t, on a f'(t) = t=6 = t=3 .
2v/2t2 — 6t + 9 V212 —6t+9

3
19.15 c) En étudiant le signe de f’, on montre que f admet un minimum en ¢ = 5

2 2
Ce minimum vaut f(%) = % La distance de A & d est donc égale a %
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1
19.16 a) Le plan P admet pour vecteur normal 7{(—3). La droite (AH) passe par A et admet pour vecteur
2
r=2-+t
directeur 77, on en déduit une représentation paramétrique de (AH) : S y=4—-3t , teR.
z =2t

19.16 b) D’apres la question précédente, il existe un réel ¢ tel que H(2 + ¢,4 — 3¢, 2t). De plus, H appartient & P

2

1
donc2+4+t—34—-3t)+2x2t+3=0dout== et H(g,g,l)‘

19.17 a) On a AM, = \/(wA +at —xa)’ + (ya + bt —ya)® + (za +ct — 2a)> = \/(at)2 + (bt)? + (ct)?

=/ (a? 4+ b2 + A2)t2 = |t|v/a? + b% + 2.
19.17 b) Les propositions suivantes sont équivalentes :
axa +bya +cza +d

o M(xa + at,ya + bt, za + ct) appartient a P ; On a ainsi tg = —
a? + b2 + 2

e a(za +at) +b(ya +bt) +c(za +ct) +d =0;
° (a2+b2+02)t—|—amA+byA+czA+d:0.

b d
19.17 ¢) La distance de A & P est : AMy, = ’—amAtbyA2+CZQA+d‘\/a2+b2+c2 = laza + bya + cza + |
a?+b+c VaZ + b2 + ¢2

19.18 b) Dans le triangle DAB rectangle en A, on a BA? + AD? = BD?, d’ott BD? = 5.

Dans le triangle DHB rectangle en D, on a BD? + DH? = BHQ, d’ot BH? = 6 et BH = V/6.

19.19 b) Le plan P perpendiculaire & (BC) et passant par A admet BC pour vecteur directeur, on en déduit que
‘P admet pour équation cartésienne : —2z +y + z = 0.

En utilisant la représentation paramétrique de (BC) et ’équation cartésienne de P, on obtient les coordonnées du

8_8_8) 5V/3

projeté orthogonal H de A sur (BC) : H( . On en déduit AH = =5

3'33
19.19¢) Ona BC =+6et AH = ? On en déduit que l'aire de ABC est égale a w = %

218 Réponses et corrigés



IF'iche n° 20. Plans et spheres dans ’espace]

Réponses
20.18) o 206 d) ... x=1
20.1 D). 1
20.7 ) | -1
20.1C) ciiii {M(9,-21)} 1
20.28) it ]—00, ~1[U g,+oo ;
- - 20.7 D) il
5[ 3
20.2 D). =35 1
T 208a) 3z — 2y +4z = —13]
20.2C) ................................ |:—275_ 208b) ....................... ’2x—y+3z——9‘
2003 8) o\ A(3,0,0)]  209a) ... 3z —2y+2z = —T7|
20.3 D) et A(0,4,0)]  209b) (7 =2+ 4z = —15)]
20,10 Q) o r+y=1
20.8.C) rvrooeeeeeeeee AG.0.0) )
20.10b) .o r+y=1
208.0) oo A15.0.0
20,10 €)oo z=1
2004 8) i r=1
20.11 AR AN
204 D). TR By
204 C) 20+ 3y = 20,12 8) .. x=-1
1 20.12Db) .o x—y=
205 8) ot |2
0 20.138) ..o {1(0,3,-3)}
1115
0 20.13Db) ... {1( =, )}
20.5 D) . 7l 1 47472
-3 20,13 C) o
1 5 1
20,5 C) et 7|0 2014 a) i {1<272’2)}
0
20,14 D). (d)
1
20.5d) . 7l 1 0
-2 20.15a). .. A(1,-1,0)et W [0
1
2006 ) ..
0
20.6 D). =
) id 2015 D). ... A(2,0,—1) et 7|1
20.6 C) i y=2 0
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3 28
2016 d)......o Al2|. @27
0

0
20.15¢C) i A(-1,1,0) et w0
1 )

20.17 a).. ‘x2+y2+22—2x—4y—62735:0

20,18 a). ... 9(0,0,0) et R =2

20.16b) ... A(9,-3,0), 7|3

20.18¢C) ..o, Q(—1,2,3) et R=113

13 1
20.19 a) ................ Q<2,27_2> et R=2

2016 C) ..o A(3,4,0), 7 | 4

; |
20.16 ) ... A(—6,12,0), 1) 20.17 b)... ’x2+y2+z2—2x+4y—2z+2=0‘

20.19b) .......... ‘ Q(cos(av), sin(),0) et R =2 ‘

Corrigés

20.2 a) Un trinéme est du signe de « a » & 'extérieur de l'intervalle des racines! Et ici, les racines sont 3 et —1.

20.2 b) Ici, le coefficient « a » vaut —2.

, . — * NN . dr+2y—22=0
20.8 a) On détermine un vecteur 7 [ y | orthogonal & W et v'. Les nombres z, y, z vérifient Ay +2 0’
Y z =
z
3
x = -z
ce qui donne 4 1 - On cherche un (seul) vecteur normal, on choisit donc par exemple z = 4, ce qui donne
y=-—5%2

xr = 3 et y = —2. Ainsi, une équation du plan est de la forme 3x — 2y 4+ 4z = d. Puis, on détermine d en écrivant
que A appartient au plan.

T _

p . — NN . z+5y+2=0

20.8 b) On détermine un vecteur 7 | y | orthogonal & ¥ et ¥. Les nombres z,y, z vérifient ,

e 2x + 4y =0
ce qui donne z = —2y avec la seconde équation, d’oil z = —z — 5y = —3y. On cherche un (seul) vecteur normal : on
choisit par exemple y = —1, ce qui donne x = 2 et z = 3; donc, une équation du plan est de la forme 2x —y+32z = d.
Puis, on détermine d en écrivant que A appartient au plan.

. . N dr+ y—52=0 4or — y =5z
20.9 a) On proceéde comme précédemment. On trouve le systéme , donc .
20 — 2y —52 =0 2z — 2y = 5z

, . — r L L 2c+3y+ z=0
20.9 b) On détermine un vecteur 7 | y | orthogonal & W et U, ainsi x, y, z vérifient , ce qu’on
> dr+8y+32=0
- oo Jmt o z=3y ! s
choisit de réécrire , d’olt z = —2y et © = —=y. On cherche un (seul) vecteur normal : on choisit
4z + 3z = —8y 2
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par exemple y = —2, ce qui donne x = 1 et z = 4; donc, une équation du plan est de la forme r — 2y + 4z = d.
Puis, on détermine d en écrivant que A appartient au plan.

—6
20.12 a) Ce plan passe par I(—1,0,0) et est orthogonal & ﬁ( 0 )
0

0

2
20.12 b) Ce plan passe par 1(3,0, —3) et est orthogonal & AB (2) .

20.13 a) Une représentation paramétrique de la droite est donnée par A + A%. La droite et le plan ont un point

d’intersection si, et seulement si, ’équation (1 + A) + 2(2 — A) = 6 admet une solution, ce qui est le cas ici (pour

1+Aax1
A = —1). On en déduit les coordonnées du point d’intersection <2 + A x (—1)> .
—1+Ax2

2
20.13 ¢) Le point A n’appartient pas au plan mais la droite est parallele au plan; en effet le vecteur ﬁ'( 0 ),

-1
qui est un vecteur normal au plan, est orthogonal au vecteur u. Ainsi, la droite est strictement parallele au plan.

2

20.14 b) La encore, le vecteur directeur de la droite (d) est orthogonal au vecteur 71’( 0 >, donc la droite est
-3
parallele au plan. Mais, ici, le point A appartient au plan, donc la droite est toute entiere incluse dans le plan.

0
20.15 a) Il suffit de se représenter la position de ces deux plans : ils sont tous deux paralléles au vecteur k (O) .

1
. . . : . t+y—22=6 .
20.16 a) L’intersection de ces deux plans est une droite, dont les points vérifient n 12’ qu’on écrit
y+ 2=
. Jr =-64+32 . . . . ) ) .
plutot 12 . Comme il n’y a aucune condition sur z, on obtient la droite donnée par la représentation
y=12-2
—6 3
paramétrique A| 12 | +zu | —1].
0 1
. : . . - r+y—22=6 \
20.16 b) L’intersection de ces deux plans est une droite, dont les points vérifient n 12 et donc, apres
T—y+ z=
T =9+ =z 9 1
calcul, 2 3 - On obtient la droite donnée par la représentation paramétrique A —3 | + 27| 3 |.
y=-3+ 37 0 2

20.17 a) On rappelle que la sphére de centre 2 et de rayon R est I’ensemble des points M vérifiant QM = R.

On en obtient une équation cartésienne en écrivant QM = R?, c’est-a-dire (z — 1)® + (y — 2)° + (2 — 3)* = 49.
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0.1 2 s s 5 1\2 2 N 115
19a) Onaz”+y + 2 —x—3y+z—1—0<:> z-3 +ly—=) +(z+=) + —Z—O.
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[Fiche n° 21. Equations différentielles I

Réponses
211 a) o 21.2d) . 251 215b)......... z— e? V2
23
-1z 21.6a).............. r—3
21.1b) ...
b) S 21.3a)........... x — Ce®
e 21.6Db) ........... x+— Ce”
21.1 C) ................... 21.3 b) ........ T — 067793
21.6¢)........ x —> ke +3
21.1 d) .................... 21.3 C) ........ T — Ce3w/2
2 5z 21.7a). ..ot T —
21.28) .. E 21.3d)....... x— Ce /7 ) V6
214a)......... x — 5e H*
21.2 b)) : 21.7Db) ... x> CeV3
21.4b).......... T — e " .
18 3z
_° 21.7 ¢ x+— Ce + —
21.2C) i 5l 2154 . RN ) 7
Corrigés
21.1a) Onae? xe §=edF =T —of —ef

e2e+1 o5 +8

e X _ _ 5z+8—-5x—2 _ 6
21.1d) Ona (/o) = Gz O =e’.

1 2
r+1

21.3 a) D’aprés le cours, les solutions de I’équation différentielle ' = ay sont les fonctions du type x — Ce®”,

N . . . 2
ol C parcourt R. Ici, comme a vaut 2, on trouve que les solutions sont les fonctions x — Ce*”.

21.4 a) D’aprés le cours, les solutions de I’équation 3’ = —11y sont les fonctions du type x — Ce ™" on C

parcourt R. La condition f(0) = 5 impose que Ce™ "% =5 et donc que C = 5.

21.4 b) L’équation différentielle donnée est équivalente & 1’équation y' = —5y dont les solutions sont les fonctions

5x0

x — Ce™ ", ott C € R. La condition f(0) = 7 impose que Ce~ =7 et donc que C = .

4
21.5 a) L’équation différentielle donnée est équivalente & I’équation y' = — §y dont les solutions sont les fonctions

—4 N -1 _4y3 —1 —1 4 1
x+— Ce” 9% ou C parcourt R. Comme f(3) =e ",ona Ce 9°° =e ' etdonc C =e ' xe3 =e3.
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21.5 b) L’équation différentielle donnée est équivalente & I’équation y = —v/2y dont les solutions sont les

fonctions x — Cefﬂz, ou C parcourt R. Comme f(\/§) =1,o0na Ce V2*VZ = 1 et donc C = ¢,

21.6 a) Si f est une solution constante de ’équation différentielle (E), alors f' est nulle. La fonction f vérifie
donc, pour tout z € R, 0 = f(z) — 3 et donc f(z) = 3.

21.6 ¢) D’apres le cours, les solutions de (E) s’obtiennent en ajoutant la solution constante avec la solution

générale de I’équation homogene associée & (E).

Premiére solution.
Si f est une solution constante de I’équation différentielle (E), alors f’ est nulle.

La fonction f vérifie donc, pour tout = € R, 0 = v/6f(z) — 1 et donc f(z) = %

Deuxiéme solution.
En général, on peut remarquer qu’une solution constante de I’équation différentielle ay’ = by + ¢ est la fonction

€
7

c
T — 3 Ici, comme a = V2, b = V6 et ¢ = —1, on trouve qu’une solution constante de 'équation est z —
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[Fiche n° 22. Equations différentielles I

Réponses

22,1 (@)
22.2 ()

22.34a) ... z+— Ce 5% ot C €R

15
22.3 D) . 5
22.3¢C) ..., r—Ce 3" + — ouCeR
2204 8) i (©
22.4b). ... z+— Ce?” o C €R
22.4¢C) ... z+—s Ce™ ot C €R
22.4d). .
22.4¢€)....iii... z— Ce?® — 14, on C € R
22.5 ) o ®)
225 D) i T =
22.5¢) ..o, rr—Ce 10"+ - ouC eR
22.6a)............. x> Ce3” — = o C €R
22.6b)............. r— Ce* + — ouC eR
22.6C)............. zr— Cet® —Z o CeR
22.6d)........... z— Ce ** — 2 ol C eR

1 9

22.78) i T g §e273

22.7b) . T =7+ Te %e*”
b z
22.8a)............ xn—>§+Ce2 ouCeR
b 20 s
22.8 D). .. — - 4 e 2?
) T3ty
b b
22.8C) it z— -+ (c—2)e 3"
3 3
b 2b
22.8d) ... — gt gef‘e_%*
22.9 (©
22.10a) ... x'—>Ce5$,oﬁC€R‘
2210 D). (_—2, E)
5725
2 13 .
22.10 ¢) x»—>—5x+%+0e ,ouC eR
2210 8) .t @
2 6 .
22.11b)......... T 5 cos(@) - psin(z)
+Ce** on C € R
2
x +— ——cos(x) — §sin(ac)
22.11¢)......... 5 5,
+(V2+£)e™
22,12 8) ... ()
22.12b)..... ’x — (sin(x) + C)e™**, on C € R‘
22.12¢) ..t ’9: — (sin(x) + 1)e™2®
2213 ..o & — 20e" — 1207

Réponses et corrigés

225



Corrigés

2
22.3 a) On a une équation différentielle du type 3 = ay, avec a = —3 D’apres le cours, les solutions sur R

_ 2
sont les fonctions R R , ou C est une constante réelle. Ici, on a a = —= ; les solutions de 1’équation
Ce®” 3
x—— Ce

R
différentielle sont donc les fonctions { 5, quand C parcourt R.
3 x

22.3 b) Soit K € R. Notons ¢ : {

suivantes : 5 3 15
¢ solution de (E) <— 0:—§K+5 — K=-5x - =5

2
22.6 a) Pour commencer, remarquons qu’on a I'équivalence 3y’ — 2y =7 <= 3 = gy + 5.

R——R

5 ,ouC € R. Une solution particuliére
x> Ce3”

2
D’aprés le cours, les solutions de 3 = 3Y sont les fonctions {

,2 7 R——R 2, 7
constante de y' = —y + - est _» . Donc, les solutions sont les z — Ce3” — -, quand C parcourt R.
3 3 T 5 2

R— =R
1

xh——> Ce?* 4+ 1

22.7 a) Les solutions de I’équation différentielle 3’ = 2y — 1 sont les fonctions {
2

De plus, on a les équivalences suivantes :

y(0) = -4 <= Ceo+%=—4 e O=-4--=_2,
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1
22.7 b) Pour commencer, remarquons qu’on a ’équivalence gy' —y =17 <= y = 2y+ 14. Les solutions de

R———R

O 7,oi1C'€R.Deplus,onales
rh——> Ce™® —

I’équation différentielle ' = 2y + 14 sont donc les fonctions {

équivalences suivantes :
y()=0 <= C® —T=0 < C=7e".

3
22.8 a) Pour commencer, remarquons qu’on a équivalence 2y’ + 3y =b <= ¢ = —35Y + .

, 3 b R— =R
Les solutions de y' = — =y 4+ = sont donc les fonctions b 3. ,quand C parcourt R.
2 2 T 3+ Ce 2"

22.8 b) Gréce a question a), écrivons y : { , avec C' € R. On a alors ’équivalence

3
T 24 Ce 2"

- = b = b —_ = = —.
3 + Ce — C 3 3

b . . b 2 2b 3.
— 27 = 2" =pHh— — = — = —e2
3—|—Ce b < (e b 3 3 — C 3e

22.10 b) On a ¢'(z) = a, et ¢ est solution de (E). Donc, on a les équivalences suivantes :

o' (x) =5p(z) +22 -3 < a=5(az+b)+22-3 < (5a+2)x+5b—a—3=0.

a +2=0
Pour que I’équation soit vérifiée, il faut et il suffit que (a,b) soit solution du systéme { 5 —3=0" Or, on a
—a —3 =

les équivalences suivantes :

-2
2 o =
5a +2=0 a =z 5
—a+5b—-3=0 2_13
a+ 5b=34+a=3-Z= 13
5 5 b:%~

22.11 b) Pour commencer, remarquons qu’on a I'équivalence y' — 3y = 4sin(z) <= 3 = 3y + 4sin(x).

R——=R

Coe quand C' parcourt R. De plus, une solution
z — Ce”®

Les solutions de y' = 3y sont donc les fonctions {

R— =R

articuliere de (F) est f :
particulier (E) est f {m_);cos(x)—gsm(x)-

2 6
Donc, les solutions de (F) sont les fonctions x — —x cos(zx) — E sin(z) + Ce*”, quand C parcourt R.
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2 6 ©
22.11 ¢) Fixons C tel que la solution cherchée s’écrive y(x) = —% cos(z) — 5 sin(z) + Ce®”. On a les équivalences
suivantes :

2 2 2
y(0) = V2 = —5><1—g><0+0><1:\/§ = 75+C:\/§ = C=\/§+g.
R R
La solution cherchée est
x> —Zcos(z) — Esin(z) + (\/5—&— %)63“’

2z

22.12 b) Pour commencer, remarquons qu’on a Péquivalence y' + 2y = e ** cos(z) <= 3 = —2y + e >” cos(x).

R———R

x——> Ce™ 2"

Les solutions de 3" = —2y sont donc les fonctions { , quand C' parcourt R. Comme une solution
R— =R

particuliere de (E) est { 5 , les solutions de (E) sont donc les fonctions

T —> e~ ““sin(z)

R— =R
, quand C' parcourt R.

x —— (sin(z) + C)e™ "

22.12 ¢) Fixons C € R tel que la solution cherchée s’écrive y(z) = (sin(z) + C)e >*

suivantes

. On a alors les équivalences

y0)=1 <<= (0+C)x1=1 << C=1

La solution cherchée est la fonction {

22.13 On a ¢'(x) = 26" — 3e™". Ainsi, on a les équivalences suivantes :
@ solution de (E) <= pour tout = € R, 7¢'(z) + 3p(z) = f(z)
<= pour tout z € R, 7(2e” —3e™ ") 4+ 3(2e” + 3e”*) = f(x)
<= pour tout z € R, f(z) = 20e” — 12¢™”.
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Fiche n°23. Primitives 11

Réponses
1
23.1a) ..., 5:174 + 223 - ~2® 424 C 23.4 2)
23.4 D)
23.1Db) ... “a® —4e* — = 4 C
X
1 23.4 c)
23.208) i —=
X
23.5 a)
23.2b) .. ‘—x3+ln(|x\)+2\/§+0‘
23.5 D)
1
23.2C) it 3In(|z]) — 2—2+6\/§+C
r 23.5 ¢)
1 2 1
23.2d)........ — 21 C
) 27 3 gt (el + 23.6 a)
23.38) . i 2+ —2 23.6 b)
23.3Db) i 2In(|x|) + 3
) (D) 23.7 a)
23.3 ¢) 1$3—6$+3$+§
LS L O 3 2 23.7 b)
Corrigés
23.1 a) Pour tout n € N, une primitive de z — z" est z —

Va2 +3z+1+C

|(42® — 220 -3)° + C|

In(|32® + 5z — 1]) + C

—— 2™ On utilise également le fait qu’une

n
primitive d’une somme est la somme des primitives de chacun des termes de la somme.

s 1
Pour tout n > 2, une primitive de z — — est z —
T

23.1 b)
e, 1 1
23.2 a) La dérivée de x — — est z — ——
x x
1
23.2 b) Une primitive de & — —— est x — 2¢/7.
VT
23.3 a)
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Fiche n°24. Primitives 111

Réponses
x? —4/3
.......................... — 24.3d) .o
24.1 a) xl—>4—|—2x ) x @ 12
1
241 D) i z+— = In|z| 24.48). i T —
2(1+e%)?
241 C) — 2 v 23
¢) i S PV D) e o EF2)
. 23
24.1d) .o T— ——
4z 24.4C). . z— —— (1 —222)3/?
24.1€) it x— —z?/3 1 2
24.4d) . (In(x))
2
671293
241 €)oo T — — 2 24.58) .. 72— In /|2I—3|
24.2°8) i T — ez 24.5b) ... x»—>ln|x4+fc3|
5 24.5C) .. — In|a® +22° + 1
24.2D) o xr—>ge5x7% 2 2 Infa” + 227 + 1]
24.5d). ...l x»—>1n|x5+x3+x+2|
24.2C) i x|—>x2—z+5x+%
24.5€) it ’a:r—>ln|ex+x|‘
24.2d) ... @ — —cos(2z) | —
245 ). .. z+— In(e” +e7)
(22 + 2)° :
243a) .. T e 24.6 8) .o T — ze”
(@2 +32+12)11 | 246Db)....... I
24.3D) . e
e 246 C) i & e~ cs@+3]
x° + 3r +
24.3C) i r 6 24.6d) .. ..o x — exp(e”)
Corrigés
24.2 a) La fonction est constante!
24.3 a) On reconnait une forme z — u'(z)u(z)’, ot u :  — ° + .
24.3b) On reconnait une forme z — u'(x)u(x)'’, ot u : & — 2° + 3z + 12.
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1
24.3 ¢) On reconnait une forme z — gu'(glt)u(:c)7 ot u: x — z° + 3z + 4.

/
24.5 b) On reconnait une forme x — u ((ac))’ ot w:x— z' +x
x
N u'(z) 3 2
24.5 ¢) On reconnait une forme z — @) olu:x+—z +2x° 4+ 1.
u(x
v ()

24.5 f)  On reconnait une forme x — ,otu:x+— e’ +e “. Les valeurs absolues n’ont pas été utilisées

ici car la somme de deux exponentielles est une quantité toujours positive.

u(z)

z3+1In(z) _ z3

24.6 a) On reconnait une forme x — u'(z)e*™, ot u : 2 — z® + In(z). On remarque que e

1 3
24.6 b) On reconnait une forme x — gu'(a:)e“(‘"”), ot w:x— x + §$2 + 15z — 12.

u(x)

24.6 ¢) On reconnait une forme x — u’(x)e"™, olt w : & — — cos(x) + 3.
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IF'iche n° 25. Intégration I

Réponses
5 —1)"
25.1 a) ................. E 25.4 ..................... @ 25.7 b) .... ( )1 (277,71 1)
n—
1 1_(_1)n+1
25.1 b) .................... [ 25.5 a) ......... — 1 2n—2 _ 1
1 a
6 n T 25.7¢)...... e
5 1
25.1¢C) i —— 25.5b) .........
6 ) (n+1)2n+1 1 2n_\/§
— 25.7d)...... i e
25.28) .. ... 225~ 1 2n—1 2
25.5¢C) i
25.2b) ..o 9-252 °) nt 1 o
25.8a)...............
25.2 C) ............... 271571 2n+1 -1 ) 3n+1
T 2505 d) ......... m
n n
L8 1 2580 e
S \/?
2 = no_
953 b) . 2 25.6 ..o D] 259 42" —1)
1] 1 gn1 25.10 (n—1)
25.3 C) .................... i 25.7 a) ------ n71(2 _1) e e nn,2(2n,1 71)
Corrigés
o1, r 1 1 1y
25.2 c) Onagfﬁf2x10 10f10f2x5f2 5.
B 1 ...... 1 ............................................................................
25.3 c) Ona/(—t+1)dt:1—/tdt:1—f:7.
0 0 2
L e | 0 1
25.4 Ona/ot dt_{n—kl} :n—o—lin—&—l:n—kl
1 1
25.5 c) Onal—/nt"dt:l—n/ At =l -mx =11
o 0 n+1 n+1l n+1
3 )z 1 1 ontl g
255 d) Ona/}l Fdt= {n+1}1 - n+1(2"+1 - 4n+1) ~ (nt Dantt
4
256 O a/ﬁtindt_i Caall N SV S W Ve B W Ve SR
2 )y T |21, T2 en+l 27 2041 202041 204l

Réponses
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25.7b) Ona

31 -3 gt -3 1 1 77t
/ —dt:/ tT"dt = = [ }
ot —1 -n+1]  n-1lt]_1

— (_1)’“71 (1 _ 2n—1) _ (_l)n (Qn—l _ 1)

1
1 1 1 1v2 1 2n—1 1 2" 1 2" -2
25.7 d —dt = = 2 -1)= — — = _— .
) Ona/}t% 2n—1{t2”—1}1 2n—1(\[ ) 2n—1<\/§ ) 2n—1 2
2
25.9 Pour commencer, on peut écrire

2 2 2 2 ” 2
/2tdt+/ 3t2dt+/ 4t3dt+-~~+/(n+1)t”dt:2/(k+l)tkdt
0 0 0 0 =1 0
:i{tk+l]2
k=1 0
SY oy
k=1

- 2" —1
Or, on a Z 2F =2 x 5T = 2"+t _ 2. Done, la somme cherchée vaut 2(2" ' — 2) = 4(2" — 1).
k=1
25.10 Pour commencer, remarquons que
1 1 1
no1 gt e 1 1 12n 1 . 1 ntt
/2115” [—n+1]1 n—l[t"*l]l n—l(( n) " ) n—l( )
n n n
Ainsi, on trouve
n _ n(n —1) _ (n—1)
% 1 - nn71(2n71 1) - nn72(2n71 1)
o t
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IF'iche n° 26. Intégration 1]

Réponses
2 —1 1
26.1a). ... = 26.4C) ... -7 26.7D) ... I
3 5 30
26.5a). ...l 3 1
26.1Db)......... u : [or] 26.8a)............ —(e*—1)
9 26.5b)...iiiii 4
50 1 1/. 1
26.1C) e = 26.5C) - (32
c) o7 ) E 26.8b).......... 4<e e)
26.2) ... 26.5d)...oiiiiiiin -1 265 14
€ OC) i e —_—
26.2b) ..o = 3
26.38) . ... 273 26:62). e 4 26.8d).............. 9-3V3
31
26.3D). .. 3] 26.6Db)... o 26.92) . ... _%
26.3c) i 26.6C)...ii 1
. — : 26.9b)............. 3e—1)
26.3d)... i 5 26.6d) ... -3
26.48). . ... 26.9C) ...l e—+/e
39
26.4b)....... 26.7a) e 2 26.9d)............... —3 570
Corrigés
26.5b) O /3 PN L7l R G GO VS B B
. na 71u u = 71— 2 D) = 5 5 =
B s 1 .............................................................................
26.5 d) Ona/ exdw—{ex} =’ —et=1--.
1 —1 e
2 472 2% (=1)* 45
26-6&) Ona/_l3t dt_3|:4:|13><<4— 1 >_4
26.6b) O 2””—4(1 —1/2 “d —1””—52 3
: B T T T 10°
......................... 414
26.6 ) Ona/ —dx:[w%] =2V4-2/1=4-2=2.
1 VT 1
5.3 51 113 11 —1 1
26.7a) Ona
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1 2 _9)2
/(3:p2—5x+1)da:: PR :(13—7+1)— (—2)3—5><( 2) +(-2) S T L
L 2 ., 2 2 2
s67b) ona [ (S )as-[Zoz] oL 11
o \3 2 L2, 152 30

268 C) ..... Ona / : ( Qm + l)zdx - é [ ( Qx + 1)3} b

1
26.9d) Ona
! 2 3 1t 2 3 1 2 471
/(4:&—3)(491: — 6x + 3) dx:§/4(8x—6)(4x — 6z + 3) dx:§[(4x — 6x + 3) }_1
—1 —1
:%(14—134):—3 570.

Réponses et corrigés 235



iche n° 27. Integration

Réponses
27.18). . 3+ ¢ 27.2a) .. ..., 2(e?? — 1) 27.2 d) _In(7)
2d) 0
271b) SIE) | 27.2b) ) orzay In(7)
3 3 1/ 1
27.1¢) e SH+4NE)| 2720) —2| 2msb) f(e4 —1)
Corrigés

1
27.1 a) Une primitive de ¢ — t* + exp(t) est ¢ — 1t4 + exp(t) donc

22
........................................ B
27.2 c) On trouve {—} .

—2
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IF'iche n° 28. Intégration par parties I

Réponses
28.1a)............. +1)e” 211 1 1
2) @+ L)e 28.3Db) ...t ¢ I 28.72). o © -7
28.1b)............. In(z) +1 5 . .
o
28.4a) ... = —(n7
“(z — 1) 8.44a) e 28.7b) . 98( (In7)
28.1¢) . .iinnnnn.. = —In7+ 24)
28.41) 2¢3 +1
I I 9 28.8a). ...t In(2)
28.1d)............. NG
28.4¢) ...l 28.8b)...... la=1letb=—1]
4z
28.1¢)............ —_— Se 28.8¢)............. 1—In(2
) | 284d). = -2 ) n(2)
1
5 28.5a). . n(5) —4| 28.8d)................
28.1f)........... —(66%3)2 8:5 a) 5In(5) ) n+1
T
28.5b)........... zln(z) —z 28.8 o) 5 n(2)
BO€C) i — —In
28.22) ... |(3z+5)(13 - 10z) | 26.5 ) ’51 = 6
5¢).. [5In(5)2 — 10In(5) + 8
28-2 b) ............. eib(a: _ 3) 51 (5)3 151 (5)2 28.9 .................... 2'IT2
28.5d).. | >, oW 28.10 1
28.2¢C) i In(z) +301n(5) — 24 d0a) .o
28.6a). .. .............. e—2 J(n+1)
28.2d)............. (e” +2)° 28.10b).... | _ (n+1)J(n)
5 5 2
28.38). it 28.6b)......oon 27 T 27| 28.100C) ...
Corrigés
28.3 a) On choisit u/(t) = e’ et v(t) =t. On a
1 1 1 1
/tetdt:{tet} —/etdt—e—{et} =e—(e—1)=1
0 0 0 0
28.3b) Ona
e t2 € e t2 e2 /e t
tin(t)dt = | —= In(¢ — — X —-dt = — — —dt
/o [Qnm]l i -/
_et ] et e 1) et
) 41, 4 4 4) 4
28.4a) Ona
o« [ - 21
/1 =[x ) - [ —gar= - [3]]
22
e e
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1
28.4c) Ona
10 10 10 10
/ (2t +1)e "dt = [—(Qt—i—l) xe*t} —/ —2¢ fdt = —21e "0 +1 {Ze t}
0 0 0 0
= 2le " +1-2""42=3-23"".
28.4d) Ona
0 3t+1 3t+1 0 3t+1 4 5 3t+1
/ (4—3t)e+dt:[(4—3t)xfe+}7l—/ -3 x e+dt—(§ —g)—/ M dt
= 5 JF =
4 5 1 3t+1}0 (4 5) (1 1) 5
=(Ze— = Z =(Ze—- = Ze——)=%e—-2
(3e-3)+[3 2 ~\3°73)73°73) 73
28.5a) Omna
5 5 5 1 5
/1><1n(t)dt:{tln(t)} —/ txzdt:5ln(5)—/ 1dt =5ln(5) — (5—1) = 51n(5) — 4
1 1 1 1
28.5b) Ona

/ "1 X () dt = [t ln(t)}

5

/ " In(6) In(t) dt = (1m0t~ 1) x ()] / (tn(t) — 1) x Lt = (51n(5) ~ 5) n(5) - / ") — 14t

1

=5In(5)> — 5In(5) — ’ In(t) dt + i 1dt
oo |

calculé
précédemment

=51In(5)° = 5In(5) — (5In(5) — 4) + 4 = 5In(5)*> — 10In(5) + 8.

/15 In(t) x In(t)? dt = [(tln(t) — 1) x 1n(t)2rz f/ls(tln(t) — 1) x %m(t) at
= (5In(5) — 5)In(5)* — /5 21In(t)® — 21In(t) dt

=5In(5)* — 5In(5)* — 2/5 In(t)? dt 42 /5 In(t)dt = 5In(5)® — 15In(5)* 4 301n(5) — 24.

——
calculé calculé
précédemment précédemment

238 Réponses et corrigés



28.6a) Ona
1 1 1 1 1
/tzetdt:{tht} —/ Qtetdt—e—<[2tet} —/ Qetdt>
0 0 0 0 0

1 1
:e—{Qtet} —&—[Qet} =e—2+2e—2=¢e—2.
0 0

_e 2 2ff]t @ 2 1\ 3’ 20 2 5 4
3 9 '9(3|. .79 9\3 3) 27t ' 27 27 27

71 s 1. 71 S P 297 721 2
) n(t) Xt—gdt— ) n(t)” xt dt—{(nt) X_—QL— : En()x_—zdt

= |(Int)? —177 L2 ) dt = (In7 —1 711tdt
=[x g+ [ G = o0t o [ g

7 T _ _
= (In7)? ><—+[—1><1nt} Y it 7dt—(ln7) xg—gl—%xl 74

98 ' 22 )2

/1 1

1 1717 1 1x49

= (In7)? - — x1 n7) — L In7+4 (-

98(n7) 98X n7+{ 4t2} 98( N - 58 7+( 196+4><49>

1 24 1 )
:%(m?) —ln7+% —8(—(1n7) —In7+24).

1 1 1

28.8 a) Onan—/ —dt:{ln(l—i—t)} — In(2)
0 ]‘+t 0
1 t 1 1 1

28.8d) SoitneN,ona

1 yn+1 1 n 1 yn+1 n
t t t +t
Lny1 4+ 1 :/ dt+/ dt:/ L L
" "y 1+t o 14t 0o 14t

1 4n 1 nt+1 71
:/ Lt (1+t)dt:/t"dt: t -
0 1+t 0 n+1 0 n+1
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1 1

28.8 ¢) Comme Int1 + I, = g ona 41 = n 1 I,,. On en déduit

28.9 Soit > 0. Pour commencer, on calcule

= .2 @ 2 @ % 2
/ t3e éﬂdt:/ 12 % te ffwdt:/ 2 x e 5w dt
0 0 0 27

2 _2\1°" z _ 2 5 _z2 @ 2
[t X (*ﬂ'e 27 )] — 2t X <77re 2ﬂ) dt = —mx"e” 27 + 2mte” 27 dt
0 0 0

2 _a? 2 — 277 2 _aZ 2 _a? 2 22 9 2
= —mxe 27 4+ [—271' e 2#} = —mx’e 27 —27m°e 27 4217 = —me” 2% (x + 27?) + 27,
0

x +2

2
. / . — I 2 PR . 3 - 2
Or, par croissance comparée, on a lim —me™ 27 (a: + 27r) = 0. Ainsi lim t’e” 27 = 27°.
Tr—r 400 T—r+00 0

A—+4o00 0

A
Jn+1) = lim t" et dt

I SN

A
= lim ([A"HeA} +/ (n+1)t"e™" dt)
A—+4o0 0

A
= lim [—A"*le**“}+(n+1) lim the "t dt
A—+4o00 A—r+oo /g

=m+1)J(n)

. n+l —A B 4
car lim A" e~ =0, par croissance comparée.
A—+oo

28.10 ¢) Comme J(0) = 1 et que pout tout n € N, J(n+ 1) = (n+ 1)J(n), on en déduit que J(1) = 1, puis
J(2) =2, J(3) = 6, puis J(4) = 24. On conjecture que, pour tout n € N, J(n) = n!

Ceci se démontre par récurrence.
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IF'iche n° 29. Intégration par parties 1l

Réponses
20,1 a) . e 1 ga+1 ga+1
) (o] 29.4 ......... 5 . In(4)
29.1h) .t [0] (a+1)? (a+1)? a+1
201 C) e 29.5 8) .. 3 _ 302
2001 d) .. R
29.28). 29-5b). i 1
29.2Db) i (—2x2)2 20.6a). ... ‘ In+1 =TI — Inta ‘
14+
1
. 29.6 D). ..o Lo = o + 200
29.2 C) i
C) a7
1 2n —1
2oz = 29.6C) ... Liyi = oy + 5 —1n
. ) ............................... Q\/Tix 3 + 8
Uus
29.38) ... a2 —1] 2B 32
3 15 44
29.3 D) . 22| 2006€) . %
Corrigés

29.3 a) On a, en posant u(z) =z et v(z) = In(z),

/1 In(z)dx = /1 o' (2)v(z) dz = u(2)v(2) — u(1)v(1) — /1 u(z)v' (z)dz = 21In(2) — /1 dr =2In(2) — 1.

/01(:10 +1)e Fda = /01 w(z)v'(z) dz = w(1)v(1) — u(0)v(0) — /01 o' (z)v(z)de = -2 +1+ /01 e fde=2— Z.

a+1

29.4 On a, en posant u(z) =

a+1
4 4 4 a+1 4 mu
/1. z%In(z)dz = /1 o (z)v(z) dz = u(d)v(4) — u(l)v(l) — /1 u(z)v'(z) dz = ;1+ ] In(4) — /1 e dz
_ 1 4a+1 4a+1 1n(4)
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29.5a) On a, en posant u(z) = z° + 1 et v(z) = ",

/20 (m2 + 1)ez de = /20 w(z)v' (z)de = {u(x)v/(m)}
u(w)v'(m)}z — ({u'(m)v(w)} " [20 u” (z)v(x) dm)

2

|
_ [u(a;)u’(z) —u/(x)v(x)}z n /2 * i (@yo(e) da
= [(m2+1)e —erz]z-i-/:Zezdx: 1—e?+2(1—¢”) =3—3¢”
- b)onaen posantu() :(x_ 1)6“}@) _iez ........................................................................
/12 (+* = 20+ 1)e* do = /12 w(@) (z) dz = [u(m)u’(m) - u’(x)v(x)]j + /12 o (z)v(z) dz
_ [(m ;)26% (z 21)&&”]? N 12 %dx e ;e{

1 2 1 2 1-1 1 1 1 1
Jo (1+22) Jo (1+22) Jo 0 +2?) Jo (1+22)

1
29.6 b) Les applications z — z et  — m sont dérivables et de dérivées continues respectivement
x
2
égalesa z—— 1l et x —> —# sur [0,1]. Ainsi, une intégration par parties donne
+x
. /1 1 x 1+/1 a1
n = = = T=— nJp+1-
0 (27 R P (O L
. 1 1 .
29.6 ¢) Sachant que J,41 = I, — In41, on obtient I, = on + 2nJp41 o + 2n(I, — In+1). Ce qui donne
1 2n — 1
Tt = S + g I
1 T+ 3 3m+8
29.6 d) Comme [; = —, on trouve [, = o> T I = Puis Is = 5% 25 + ZIQ = 32
8 1 5 15 44
29.6 e) Comme I3 = Wg; , on trouve I4 = W + 6]3 = %
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Ficl 530 Cardi it bi TN

Réponses
15 1 52
30.1a).........ooeannn Y 30.7a) ...l ~30 30.13a)............... (5 )
15 11
= = 1
30.1b) ... 3 30.7D) i 5 30.13D). ..o 4( 53)
5 17
30.1C) i 2 30.7C) i — 2
2 120]  30.18¢)............... ( - )
30.28). i 42| 308a)...... [n(n+1)(n+2)|
30.13 d 13\ [13\ /13
80.2b) ... 35| 308b)... 2t hEn+ D) e ) Un) s
—1
30.2C) i 20V3|  30.8¢)................ & 13\ (39
c) °) nt+2| 30.13¢)......... ( > ( )
1)\ 4
30.2d) ... 12v/3 30.9 a) n
ed )i
30.3a)........ (n+1)! 30.13 f)....... (552) _ (458>
_ |
30.3b). ..o 30.9b) .. ... (;(ni)l?. — =
30.3C) i (5)—2(5>
—1 30.13 g)
30.4a). i 4 30.9¢)..... —_— 0 8)

) °) n(n+1)(n+1)! +(44>
30.4b) ..o 5
30.4C) it 30.9d)........... ( & > 36

n+1 1x3x 12( ) )
30.58) . 1
0.5 b)) 30.10a) ...cviiii @ 30.13 h).. +<3) (12> (36)
T & 30.10b) ..iiiii 9] 2/\2/)\1
30.5C) i
30.10¢) v 30.14a)............ 6! = 720
30.5d) ..o,
3010 d)...oiiie Nz
Be) 30.14b)...... =30
80.5 ) 120 3010 ¢).0eiiiiiii] ) (2) <2>
30.56) . ..o 0] 30408 N
30.58) i 5 040 30.15a)...... ( ><>()
8) n(n?—3n+8) 4)\4)\2
30.5h). .t 30.11 a)..... 5 NN
30.15 b
s s o = (000
30.6b)............... 10100 3

) 3016 ...
306c).................. 140 30.11¢) .o 1

) °) 30.17 a) 2n+1

3 . E2 B —
306d).......ciiii. 30.11d).......... 2(2n +1) 2(n+1)
n+1
30.6€).. ... 5 30.17b) ..o ®)
3012 ............. =10
306 f). ..o (3) 3018 ...l 2"n!
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30.19a)............ (2n + 1)! 30.20a)........... ap — Qpt1 30.20 <) (p +n+ 1)

Tk p+1
2 1)! p
30.19b)........... @n+ 1! 30.20b)............ ( )
27! p
Corrigés
. 1 7 3—-7 4 2 15 15
30.1 a) Pulsquegfl—’(_)f?ffﬁ,ona 7 7,2><17,?.
5 15
2 1 41
3 6 6 1 30 15
1 — 1y _ 2
80-1b) Ona 3 1 18-5 2 13 13
5 6 30
,_ 3 14-3
7 7 11 35 5
80-1 ) Ona1+§ 7115 7 2 2
5 7 35

30.4 a) D’apreés la formule d’inclusion-exclusion, on a

d’ou Card(B)

8 = Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(AN B) = 3Card(A) —4 donc Card(A) = 5 = 4.

13 = Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(AN B) =3+ Card(B) —1 donc Card(B) = 11.

9 = Card(A U B) = Card(A) + Card(B) — Card(AN B) =2Card(B) — 5 — 2

947

5 = 8 et par suite Card(A) = Card(B) — 5 = 3.
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30.5 h) Attention! Par convention, on a 0! = 1. Grace & cette convention, on a 1! =1 x 0!

! 4 x 3!
30.6 a) Par définition de la factorielle, on a % = % =5x4=20.

101! 101 x 1 !
30.6 b) Par définition de la factorielle, on a 1011 101 x 100 x 99!

0o = 991 =101 x 100 = 10 100.

7 Tx6x5x4x3!

30.6 ¢) Par définition de la factorielle et sachant que 3! =6, ona — = —————————— =7 x 5 x 4 = 140.

312 312

3lx6! 3lx6x5 6 3

A'x5 4x3'x5 4 2

30.6 d) Par définition de la factorielle, on a

30.7 a) On commence ici par déterminer d’éventuels facteurs communs entre les dénominateurs afin de regrouper

les fractions de fagon optimale. En 'occurence 5! = 5 x 4!, ainsi

1 1 1-5_ —4 1 1

51 41 "5 5x4x3  5x6 30

30.7 b) Selon le méme principe, ayant 4! =1 x 2 x 3 x4 =3 X 23 un dénominateur commun est 3 x 2%, d’oul

3><3!_5

3¥x6-2x5 2027-5) 22 11
24 YT 3 x 24 T 3x24 T 3x237 127

30.7 ¢) De la méme fagon, puisque 6! = 6 x 5 x 4!, on a

7 3x3P _ Tx6x5-3x6*_ 6(35-18) 17 _ 17

4! 6! 6! 6! 5! 120°

30.8 a) Par définition de la factorielle et sachant n > 1, on a

(2 _ D DX =Dl 1)+ ),

| |
30.8 b) Par définition de la factorielle, on a (2n +2)! = (2n+2)@n+1) x (2n)! =2(n+1)(
(2n)! (2n)!

30.9 b) Puisque (n+1)! = (n+1) x n! et 22" =4 % 2*" ona
m+1)! nl  (n+1l)xnl—4xn! (n—3)n!

22(n+1) ~ 92n 22(n+1) T T92(nt1)
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30.9¢) Puisque (n+1)!=(n+1)xn!, ona

1 1 1 1 1 1

(n+1)!+(n+1)(n+1)!_n><n! - (n+1)><n!+(n+1)2><n!_n><n!

nn+1)+n— (n+1)>

- n(n +1)2 x n!
n2+n+n7(n2+2n+1) -1
N n(n+1) x (n+1)! T am+1)(n+ 1)
30.9 d) Pour toutn €N, on a
(n+1)!
Ung1  (m+ 1"+ (n41)! o n" _ (n+1)xn! o n" o ( n )”
Un n! T oonl (n+41)n+1 n! m+D) x4+ (n+Dn " \n+1/)°
nn
PP 4 4! 4x3x2 4x3
30.10 a) Par définition, on a <2> = 3% a—) = o1 =— =6.

-1 4 4x3
On peut aussi retenir que, pour tout n > 2, on a (Z) = % Ainsi, on a <2> >2< = 6.

L 9\ 9! _ 9x38!
30.10 b) Par définition, on a <8> X O_8  sxl

. 9
On peut aussi retenir que, pour tout n > 1, on a <T> = ( " 1) = n. Ainsi, on a <8> =09.
n—

=7x5=235.

PP 7
30.10 ¢) Par définition, on a (3) = 57 =3 TR

PP 9 9! Ix8xT7Tx6! 9Ix8x7T
30.10 f) Par définition, on a (3) = 319 —3)1 = 3 6l = al =3x4x7=284

n ny n! _ n(n—1)(n—2) x (n—-3)! n(n —1)(n — 2)
(1)*(3)”*3!@—3)!”+ 31(n — 3)! =nt 3]
_bntnn-1)(n-2) n(6+(n71)(n72)> _ n(n® - 3n+8)
6 6 6

30.11 b) On peut procéder comme & la question précédente. Toutefois ici

formule de Pascal, qui donne directement
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30.11 ¢) Comme on a ) k =k, pour tout k£ > 1, on a ici ntl) " =n+1)—n=1.
1 k-1 n n—1

30.11 d) Par définition, on a
<2n + 2) (2n + 2)!

n+1 (n+ 1)

<2n> - (@2n)!
n n!?
(2n+2)(2n+1) x 2n)! n!?

(n+1) xn!)? (2n)!
_2(n+1)(2n+1)
- (1

2(2n+1)

T +1

30.12 On dispose de cinq fruits, et on doit en choisir trois pour former une corbeille. Il s’agit donc de choisir

3 éléments dans un ensemble de cardinal 5, soit (g) = 10 choix.

30.13 b) Cing cartes d’'une méme couleur s’obtiennent en choisissant :

e une couleur, soit 4 choix possibles;

. . . . (13 . .
e cing cartes parmi les treize cartes d’'une méme couleur, soit ( choix possibles.

1
Ainsi, le nombre total de possibilités est égal a 4 X ( 53>.

30.13 d) Pour obtenir une telle main, on choisit deux piques (on a 123 choix), puis un cceur (on a <113 choix)

2 1 2

et enfin deux carreaux (on a (123> choix). Ainsi, le nombre total de possibilités est égal a <13> (13) <13>.

30.13 ¢) Pour obtenir une telle main, on choisit

13
e une carte de trefle : on a ( 1 ) choix possibles;;
. . . . 39 . .
e puis quatre cartes parmi les 52 — 13 = 39 cartes qui ne sont pas des treéfles : on a 4 choix possibles;;

1
Ainsi, le nombre total de possibilités est égal a ( 13> (349).

30.13 f) Notons A I’ensemble des mains avec au moins un valet et 2 'ensemble de toutes les mains possibles.

Commencgons par déterminer le nombre de mains ne contenant aucun valet (c’est-a-dire le cardinal du complémen-
taire de A dans ). Une telle main s’obtient en choisissant cinqg cartes parmi les 52 — 4 = 48 cartes qui ne sont pas

des valets : on a <458> possibilités. On a alors Card(A4) = Card(§2) — Card (]1) = <552> — (458).
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30.13 g) Notons B lensemble des mains avec au moins une dame, notons C' 'ensemble des mains avec au moins

un neuf, et notons €2 I’ensemble de toutes les mains possibles. Le nombre de mains recherché correspond alors a
Card(BNC). Or, on a

Card(BN C) = Card(Q2) — Card (W) = Card(f2) — Card (B U C_')
Or, la formule d’inclusion-exclusion donne
Card (B U C’) = Card (B) + Card (C‘) — Card (B N C‘).
On en déduit en combinant ces deux formules :

Card(BN C) = Card(2) — Card(B) — Card(C) + Card(BNC).

D’une part, comme a la question précédente, on obtient Card (B) = Card (C’) = (458>.

D’autre part, un élément de B N C' est une main ne contenant ni dame ni neuf, ce qui revient a choisir cinq cartes

parmi 44 (= 52 — 2 x 4), et donc Card (B N C_') = (454).

5 5

30.13 h) Notons D (respectivement E) I’ensemble des mains avec exactement deux rois et deux coeurs dont le roi
de cceur (respectivement sans le roi de coeur), et encore € ensemble de toutes les mains possibles. Le nombre de
mains recherché correspond alors & Card(D U E) = Card(D) + Card(E), car les ensembles D et E sont disjoints par
construction. D’une part, pour obtenir une main avec exactement deux rois et deux cceurs dont le roi de coeur, on
choisit :

e le roi de ceeur, soit 1 choix possible;
e un autre roi parmi les 3 rois restants, soit 3 choix possibles;

e une autre carte de coeur parmi les 12 restantes, soit 12 choix possibles;;

. . . . .. (36 . .
e deux autres cartes parmi les 36, qui ne sont ni un roi ni un ceeur, soit ( 9 ) choix possibles.

Au total, le nombre de possibilités est égal & Card(D) = 1 x 3 x 12 <326>. D’autre part, de facon similaire, on a

Card(E) = (g) (122> (316>, Donc, le nombre cherché vaut 1 x 3 x 12 <326> + <2> (122> (316>.

30.14 a) Le mot « MAISON » est formé de 6 lettres distinctes. Ainsi, se donner une anagramme de ce mot équivaut

a se donner une permutation de ces 6 lettres. Il y a donc 6! anagrammes.

30.14 b) Le mot « RADAR » est un mot de cinq lettres formé de deux R, deux A et un D. Ainsi, pour se donner

une anagramme du mot « RADAR », on peut :

e choisir la position des deux lettres R, parmi les cinq positions possibles, soit <2> choix ;

3
e choisir la position des deux lettres A, parmi les trois positions possibles restantes, soit ( 2) choix ;

e il reste alors une seule position possible pour placer la lettre D.

4
Au total, le nombre de possibilités est égal a <g> X (g) x1l= > >2< x 3 x 1= 30.
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30.15 a) On commence par remarquer que le mot « MISSISSIPPI » est formé de onze lettres, dont quatre I, quatre
S, deux P et un M. Ainsi, pour se donner une anagramme du mot « MISSISSIPPI », on peut :

11
e choisir la position des quatre lettres I, parmi les onze positions possibles, soit < 4) choix ;
e choisir la position des quatre lettres S, parmi les sept positions possibles restantes, soit choix ;

3
e choisir la position des deux lettres P, parmi les trois positions possibles restantes, soit ( ) choix;
e il reste alors une seule position possible pour placer la lettre M.

11
Au total, le nombre de possibilités est égal a <4) X (1) X (;’

>><1—330><35><3><1.

30.15 b) On procede comme & la question précédente, en remarquant que le mot « ABRACADABRA » est formé de
onze lettres, dont cinq A, deux B, deux R, un C et un D. Le nombre d’anagramme du mot « ABRACADABRA » vaut

()E)G) () <1 sommonan

Card(AU BUC) = Card ((A UB)U C) — Card(A U B) + Card(C) — Card ((A UB)N c).
Or, on a aussi
Card(A U B) = Card(A) + Card(B) — Card(ANB) et Card ((A UB)N c) — Card ((A nC)U (BN C)).
A nouveau, d’aprés la formule d’inclusion-exclusion pour deux ensembles,
Card ((A nC)u (BN 0)) — Card(AN C) + Card(BN C) — Card <(A nC)n (BN C))

=Card(ANC)+ Card(BNC) — Card(AN BN C).
Au total, on a donc

Card(AUBUCQC)
— Card(A) + Card(B) — Card(A N B) + Card(C) — (Card(A A C) + Card(BNC) — Card(AN BN C))
= Card(A) + Card(B) + Card(C) — Card(AN B) — Card(ANC) — Card(BNC) 4+ Card(ANBNC).

30.17 a) Soit n € N. On a déja vu que = Donc, on a
(27:1) n+1
w2 PCEY) 1 2041 24l
Un, 2-2n (%) 22 n+1 2(n+1)°

30.17 b) Notons, pour tout n € N, v, = (n + 1)u.. Remarquons que la suite (Vn), 50 est a valeurs strictement
positives et, pour tout n € N, d’apres le calcul précédent,

v (m+Dud T n41

Vnt1 . (R+2uiy n+2 y ( 2n +1 )2 (n+2)2n+1)*  4n®+ 120> +9n+2
5 -

= 1
(n+1) 4(n+1)3 4n3 +12n2 + 12n + 4 <4

Ainsi, la suite (vn),,, est décroissante.
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30.18 Pour tout entier n > 1, on a

2X4X6x---Xx2n—2)x2n=(2%x1)x (2x2)x (2x3)x---x(2(n—1)) X 2n
=(2X2x2x---x2x2)x(1x2x3x%x---%x(n—1)%xmn)

n facteurs

30.19 a) Par définition de I et P, le produit I x P est le produit des entiers consécutifs de 1 & 2n + 1. Donc,

IxP=@2n+1).

30.19 b) Pour tout entier n > 1, on sait que P = 2"n! (calcul précédent). Ainsi, P est non nul et

_IxP _(2n+1)!
P 2npl

30.20 a) Pour tous entiers naturels n et p avec p < n, on a

n

D (ak = arer) = (@ =ap41) + (@p1 =aps2) + (apsz —apss) + -+ (an-1 Zan) + (an ~ani1).
———
k=p simplification simplification simplification
n

On observe alors une simplification des termes de proche en proche. On a donc E (ak — Gk+1) = ap — Ap+1.

(m)+6)=0)

En appliquant cette formule pour n =p+ ket k=p+ 1, avec p € Net k € N non nul, il vient

p+k n p+k _ p+k+1 ot donc ptk+1\ (p+k _ p+k.
D p+1 p+1 p+1 p+1 P

()
(557G
() -6n)
)
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Réponses
11 1 5 _
31.1a)..ceeei .. 20 31.98) <60) 31.14¢)......... 3% (2°—2)
- 31.14d) ... |3 —3x2° +3]
L 8190 7
31.1b) .o 3 ) 31.158) .. ... X110
10
31.28) it 3L.9¢) ..t (6>—7 31.15 b) 12 x 11 x 10
31.2b) .. —3x2x10
3 7
31.3a) ....ooiinn... n(n—1) 3L.9d).......... (3> X <3) 3L15¢)........... 10x9x38
31.15d).......... 3x2x10
31.3 b) ! 31.10 .......... 7x6x5x4 )
(n+3)(n+2)(n+ n 5
31.11a)............ Tx6x5 31.16a)......covenen. ( )
L 1] ) [7x 53] 5
3
31.3d) . eeieieeiiiin s3] STALD) 3116 b)...ceeeenn.. 13 x 48
3111 ¢)nnnnn. ™7
3Lda). ..o 13
) [6] 3116 ¢)........... 4 x ( )
31.4b). i 31.128) ....iin 10 5
1AC). i 31.12Db)...... 10x9x8x7T 52 48
314 c) ) XIXOX 31.16 d) ...... (5)—(5>
315 ... 15x14x13]  g1.12¢) ...

4 4
3l6a).................. 26']  s1.12d)................ 10°|  31.16¢)... (58) +4x (48>
31.6b) ... 26° 1

) 31.12€) ... <40) N 1
B1.6C)eirvieniiiinnns, 262 3L.16f)......... (3> x (2>
31.7a) . 31.132a) ..o —
31.7b).. [5x4 x13x12x11] 3L.13b)......ooiii. 31.16 g).. 13X12X< )X(2>

|
31.7¢).....i. 3% 14 x 13 31.13¢C) i s11n S
31.7d).. 14x13x12x11x10] 3LA3d)........... o n
31.82a)....ciiiiinnnn, 31.14a) ..., 3118 a) .o [0]
31.8b) ... 31.14b) ..o 31.18Db) ..o [0]
Corrigés

115 6 10 1
2 5 3 30 30 30 30
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100 10x9x8

31.2a) Ona o= S 90.
10x 8x6x4 2XHX2X4Xx2XxX3IX2x2 "

31.2b) Ona - = . =2* = 16.
nl  nnh-1)n-2)!

31.3 a) Ona(n72)! n—2) n(n —1)

31.3 o) Ona(nZ—l)n'i(n—l)(n—l—l)n'i(n—l)(n—l—l)':nil
(n+1)! (n+1)! (n+1)!

BN x4l (3x2)*x4x3x2 3°x27
97 = 97 =T 97 T

3% = 243.

31.3d) Ona

31.4 a) Une corbeille est entiérement déterminée par son nombre de pommes. Comme celui-ci peut valoir 0, 1,
2, 3, 4 ou 5, on en déduit qu’il y a 6 corbeilles possibles.

31.4 ¢) Pour contenir plus d’oranges que de pommes, la corbeille doit contenir au moins trois oranges. Elle en
contiendra alors trois, quatre ou cing. Il y a donc 3 possibilités.

31.5 Pour la premiere chambre, il y a quinze couleurs possibles, pour la deuxieme quatorze et pour la troisiéme
treize. On en déduit qu’il y a 15 x 14 x 13 = 2 730 possibilités.

31.6 b) La premiére lettre doit étre un « E », il reste donc trois lettres & choisir en tenant compte de 'ordre et
en autorisant les répétitions. Un tel code est un triplet des 26 lettres de ’alphabet. Il y en a 26°.

31.6 ¢) Comme le pays est fixé, la région du monde 'est aussi. Donc, la premiére lettre est fixée. Ainsi, il reste

deux lettres a choisir en tenant compte de I'ordre et en autorisant les répétitions; il s’agit d’un couple des 26 lettres
de l'alphabet. Il y en a 26°.

31.7 ¢) Ily a 3 places possibles pour « Etalon Noir ». Ensuite, il reste 14 x 13 fagons de placer les deux autres
chevaux. En tout, il y a 3 x 14 x 13 = 546 tiercés possibles dans lesquels le cheval « Etalon Noir » apparait.

31.7d) 1 reste 14 chevaux, on a donc 14 X 13 x 12 x 11 x 10 = 240 240 quintés possibles.

31.8 a) Le nombre de boules rouges, qui détermine entierement I'urne, peut varier entre 0 et n. On en déduit

qu’il y a n 4+ 1 urnes possibles.
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31.8 b) On retire du résultat précédent les urnes qui ne conviennent pas : celle contenant une seule boule rouge

et celle qui n’en contient aucune. On obtient n — 1 urnes possibles.

31.10 Un mot de quatre lettres est une liste ordonnée d’éléments distincts des sept lettres tirées. Il y en a
7 x6x5x4=_840.

31.11 a) Si aucun membre ne peut cumuler plusieurs fonctions, il y a 7 choix pour le responsable de la vaisselle
et 6 pour le rangement puis 5 pour le ménage. En tout, 7 x 6 x 5 = 210.

31.11 b) Si un membre peut cumuler plusieurs fonctions, le choix des responsables est un triplet des sept membres

du groupe. Il y en a 7° = 343.

31.11 ¢) Pour déterminer le nombre de groupes de responsables ot un méme membre peut cumuler au plus deux

fonctions, il faut retirer du total les groupes ol un méme membre peut cumuler les trois fonctions. Il y a 7 tels
groupes de responsables, ce qui donne 73— 7 =336 groupes de responsables possibles.

31.12 b) Un tel code est une liste d’éléments distincts de quatre chiffres parmi les dix chiffres.
Ilyenal0x9x8x7=25040.

31.12 d) Si un code se termine par 9, il reste a choisir un triplet de trois chiffres. Il y a donc 10* = 1 000 codes
se terminant par le chiffre 9.

31.12 ¢) Etant donnés 4 entiers différents, il n’y a qu’une seule facon de les ranger dans l'ordre croissant. Il y

a donc autant de codes avec des chiffres tous différents rangés dans 'ordre croissant que de combinaisons de 4

éléments parmi 10. Il y a donc (140> = 210.

31.13 a) Une anagramme du mot « FICHE » est une permutation des cinq lettres, toutes différentes, de ce mot.
Il y en a 5! = 120.
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31.13 b) L’anagramme commence par les voyelles, il y a 2! = 2 facons de les placer en premiére et deuxiéme
positions. De méme, il y a 3! fagons de placer les consonnes ensuite. On obtient 2! x 3! = 12 possibilités.

31.13 ¢) Si le mot se termine par un « E », il faut permuter les quatre autres lettres pour former les quatre

premieres lettres de 'anagramme. Il y a donc 4! = 24 possibilités.

31.13 d) Si l'on souhaite qu’il y ait alternance entre les voyelles et les consonnes, ’anagramme ne peut que
commencer par une consonne.

Pour la premiere lettre, il y a donc 3 possibilités, 2 pour la deuxieme, il reste deux consonnes pour la troisiéme lettre,
ensuite la quatrieme lettre est automatiquement la voyelle restante et la derniére lettre est la consonne restante.

En tout, on obtient 3 X 2 x 2 = 12 possibilités.

5114 ) A chague jean, on associc un troir, le nombre de rangements est done un 5-uplet des 3 troirs.
Ilyena 3% = 243.

S104b) 1 sagit i de choisi L tirois of Ton mettra fous les jeans  on 3 possibiités,
5114 On a 5 fagons de choisis le tisoi qui estera vide, Sachant cela, on  2° — 32 possibilités de mettre s

jeans dans les deux tiroirs restants. A ces 2° possibilités, il faut retirer les deux possibilités ou I'un des deux tiroirs
sera vide. En tout, il y a 25— 2 possibilités de ranger les pantalons sachant que le tiroir choisi est le seul vide.

Au total, il y a donc 3 x (2° — 2) = 90 possibilités.
31.14 d) 1 suffit de retirer aux 3% possibilités les possibilités ot exactement un tiroir est vide et ott deux tiroirs

sont vides. On a vu qu’il y a 3 X (25 —2) cas ou il y a exactement un tiroir vide et il y a 3 cas ou il y a deux tiroirs
vides. On obtient 3° — 3 x (2° — 2) — 3 = 3° — 3 x 2° + 3 = 150 possibilités.

31.15 a) Un bureau est une liste d’éléments distincts de trois personnes parmi les douze membres de 1’association,
ilyenal2x 11 x 10 =1 320.

31.15 b) On retire du nombre total de bureaux possibles le nombre de bureaux ot Pierre et Jean siégent ensemble.

Pour constituer un bureau ou Pierre et Jean siégent ensemble, il faut déterminer le réle de Pierre : 3 possibilités,
déterminer le role de Jean : 2 possibilités restantes et choisir le dernier membre : 10 choix.

En tout, on obtient 3 X2 x 10 bureaux ou Pierre et Jean siégent ensemble, ce qui donne 12x11x10—3x2x10 =1 260
bureaux ou Pierre et Jean ne siégeront pas ensemble.

31.15 ¢) Le bureau sera dans ce cas une liste d’éléments distincts de trois membres parmi les dix restants.
Ilyenal0x9x8=720.

31.15 d) Pour constituer un bureau ot le doyen et le plus jeune du groupe (le « benjamin ») siégent ensemble, il

faut déterminer le réle du doyen (on a 3 possibilités), déterminer le réle du benjamin (on a 2 possibilités restantes)
et choisir le dernier membre (il y a 10 choix).

En tout, on obtient 3 X 2 x 10 = 60 bureaux ou le doyen et le plus jeune du groupe siegent ensemble.
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31.16 a) Choisir une main revient & choisir une partie & cinq éléments de I'ensemble des 52 cartes. Il y en a

(52)52><51><50><49><48
)=

= 2 598 960 choix possibles.

31.16 b) Il y a 13 carrés possibles (un par type de carte). Pour chacun de ces carrés possibles, il reste une carte

a choisir parmi les 48 cartes qu’il reste. En tout, il y a donc 13 x 48 = 624 carrés possibles.

31.16 ¢) Il y a quatre couleurs. Comme il y a 13 cartes de chaque couleur, pour chacune de ces couleurs, il y a

<153> mains de cette couleur. En tout, il y a 4 X <153> =4 X 13 x 12 X51'1 x10 <9 = 5 148 mains unicolores.

4
31.16 d) Calculons d’abord le nombre de mains ne contenant pas de roi. Il y en a ( 58> =1 712 304.

5 5

Le nombre de mains contenant au moins un roi est donc (52) — (48> =2 598 960 — 1 712 304 = 886 656.

31.16 ) On ajoute le nombre de mains ne contenant aucun roi et le nombre de mains qui en contiennent

exactement un.
e Pour les mains ne contenant qu’un roi : on a 4 choix pour le roi, il reste a choisir 4 cartes parmi les 48 cartes

qui ne sont pas des rois, ce qui donne 4 x = 778 320.

. .. 48
e Pour les mains ne contenant aucun roi, il y en a ( .

En tout, il y a (458) +4 x <4f> =1 712 304 4+ 778 320 = 2 490 624 telles mains.

4 N 4
31.16 f) On a 5] = 4 facons de choisir les rois. A chacune de ces facons, il y a (2> = 6 fagons de choisir les

4 4
deux as. Au total, il y a (3) X (2> = 24 fagons de choisir trois rois et deux as.

31.16 g) Omn a 13 fagons de choisir la figure qui sera répétée 3 fois et 12 fagons de choisir la figure qui sera répétée
2 fois. Ensuite, comme pour la question précédente, il y a 24 fagons d’obtenir un full avec ces deux figures choisies.

4 4
En tout 13 x 12 x 3) X (2> = 3 744 fulls possibles.
n—+p o . 214 . 212 A .
31.17 Ilya facons de choisir les n éléments pour constituer un groupe de n éléments. A partir de
n

la, les p éléments restant constituent le groupe a p éléments.

On a donc (n + p) = (n + p) fagons de constituer ces deux groupes.
n p

n!
] O (Z) O = ¢ L = s Done, i, (5) =0.
(”“) <p+1)

|
31.18 b) On a (n) =2 l'n X (n—1) x -+ x (n—p+1). Ce produit est une expression polynomiale
p p:

pl(n —p)!
n* G)

de degré p en n. Or, pour tout entier k, on a lim — = 0 par croissance comparée. Par somme, lim

=0.
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Corrigés
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n+2\ _ (n+2)!
82.1¢) Onal )= Groixt

binomiaux : pour tout 0 < k <

(1)

( " ).Ainsi,ona(
n—k n

n+2
+1

)= (

1

n+2>

32.1d) Ona n+3) _ (n+3)! m+43)(n+2)(ntl) (n+3)(n+2)(n+1)
~ nlx 3 3! B 6
5! 1 1
32.2 ¢) Onaﬁ_m_E
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(%) 1t arxel 11

Cette propriété est vraie de fagon générale : pour tous k,n € N tels que 0 < k < n, on a

n+1 n n+1

32.5a) On peut faire un arbre out chaque embranchement correspond & un choix. J’ai 2 choix de pantalons, 3

choix de chemises et 4 choix de chapeaux. Au total, j’ai 2 x 3 x 4 = 24 choix.

32.5 b) C’est une permutation de 6 éléments : il y a 6! = 720 fagons différentes d’écouter les six chansons.

32.5d) Chaque fléchette a 4 possibilités pour sa zone d’arrivée. Les 3 fléchettes sont différentes. On a donc

4% =64 tirages possibles différents.

32.6 a) Pour chaque roue, on a 10 possibilités. L’ordre compte et il peut y avoir des répétitions. Ainsi, au total,

il y a 10° possibilités.

32.6 b) L’ordre compte et il n’y a pas de répétition possible. On a donc 5 x 4 x 3 = 60 possibilités.

32.6 ¢) Pour chacun des huit chiffres qui manquent, on a 10 possibilités. L’ordre compte et il peut y avoir des

répétitions. On a donc 10% possibilités.

32.7 a) On peut réfléchir en pensant & un arbre : il y a 20 possibilités de choix pour l’arrivée du premier cheval;
puis (donc multiplication) 19 possibilités de choix pour larrivée du premier cheval; puis (donc multiplication) 18

possibilités de choix pour I'arrivée du troisiéme cheval.

32.8 ¢) Je dois choisir une partie de cet ensemble de cing fromages. Comme le nombre de parties d’un ensemble

4 n élements est 27, j’ai 2° = 32 choix possibles.

32.9 ¢) Je dois choisir une partie de cet ensemble de huit « choses & manger ». Comme le nombre de parties

d’un ensemble & n élements est 2", j’ai 2% — 256 choix possibles.

32.10 a) Une anagramme du mot « LAPIN », c’est une permutation des cinqg lettres de ce mot. Donc il y en a 5!
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32.10 ¢) Par rapport a la question précédente, il y a deux fois plus d’anagrammes du mot « CAROT1T2E » que
d’anagrammes du mot « CAROTTE ».

En effet, & chaque anagramme de cette question, par exemple « TARCOTE », correspondent deux anagrammes de la
question précédente, par exemple « T1ARCOT2E » et « T2ARCOT1E ».

32.11 Tracer un segment est équivalent & choisir les deux points qui en seront les extrémités. Cela revient a
choisir deux éléments parmi n car ’ordre du choix des points n’a pas d’importance.

-1
Il y a donc (g) = % fagons de choisir deux points parmi les n, et autant de segments possibles.

32.12 Chaque sommet est relié & « presque » tous les autres par des diagonales : c’est le cas pour tous les
points sauf pour lui-méme et ses deux voisins. Chaque sommet a donc exactement n — 3 diagonales qui partent de
lui. Il y a donc en tout n(n — 3) diagonales.

n(n—3).

Mais chaque diagonale a été comptée deux fois. Le nombre de diagonales est donc exactement

32.13 a) On n’a le choix que des deux premiéres lettres, les autres sont imposées « en miroir ».

Par exemple « AB-- » donne le seul et unique mot « ABBA » qui soit un palindrome.
Ainsi, il y a 26 x 26 palindromes possibles.

32.13 b) On n’a le choix que des trois premiéres lettres, les deux derniéres sont imposées « en miroir ».

Par exemple « ABC - - » donne le seul et unique mot « ABCBA » qui soit un palindrome.
Ainsi, il y a 26 x 26 x 26 palindromes possibles.

32.14 a) On choisit une hauteur parmi les 13 possibles (par exemple les rois), puis on choisit trois des quatre

cartes de cette hauteur (trois des quatre rois), puis on choisit deux autres hauteurs, différentes entre elles et de celle
déja choisie, parmi les 12 restantes (tout sauf les rois) et dans chaque hauteur (par exemple les sept et les deux),
on choisit une carte parmi les quatre.

32.14 b) On choisit deux hauteurs parmi les 13 possibles (par exemple les rois et les dix) puis on choisit deux des

quatre cartes de chaque hauteur (deux des quatre rois et deux des quatre dix) puis on choisit une autre hauteur
différente parmi les 11 restantes (tout sauf les rois et les dix) et on choisit une carte parmi les quatre.

32.15 Créer une telle suite strictement croissante u1 < uz < --- < up, c’est choisir p éléments distincts parmi

n et les ordonner par ordre strictement croissant. Comme il n’y a qu’une seule fagon de le faire, il y a ( > telles
p
suites strictement croissantes.
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Réponses
33.18). .. 2x37| 3371 33.13d)......... 25np(1 — p)
.................... 5
33.1Db)....i, 2° x 7 50
) 33.82a). . ... 3314 a). . 3
331 ¢) 33.8D) et 1
5 33.14Db) ... =
33.2a). ..., (x—3) 33.8¢C) ..o, —3et7 6
Y 125
33.2b) . [(@- D@+ D@ +1)|  33.8d). .. % 33.14¢C) ..ot =
33.3 a) E 33.9 a) 0 et—l 1
Ba). = 339a).. 33.14d) ... —
5 ) ) 720
33.9D) .. z
38.3b). .o 1% ) 3] 8815a)... [0]
7] 33.15b) ...,
1 33.10a)......ccooiin... —
33.3¢) ... 70 2] 3316 ...l [0]
35 2 _ 2
1001 33.10b).... e [ —2EC0w + B(X)|
33.3d)........oiiii.l. —
) 100 - REN ) E(X)
n
33.10C) i —
1
33.48) . 0 E 2] 8317c¢).oii V(X)
35
S 33.10d) . T; 33.18a) ..ottt [0]
33.4b) ... -
) 1 ’EX2 EXQ‘ 33.18Db) ...t
33.11a)..... -
33 ) S 33.19a)............ p(l—p)
33.4 C) ................... Tﬁ 33.11 b) .................. 77,52
1 33.12a) ...l 33.19b) ..o oui
33.58) i —
10 33.12b)................. 3np 33.19 ¢) 1
A9¢) N
33.5Db) i 33.12¢) . ...
33.5C) it 33.12d). .. ... X 1
33.6 n  2v/na’
. a) .................... 33.13 a) ........... np(l _p) 33.19 d) .. X 1 [
33.6Db) ... 36 -
) Ed 33.13b).......... Inp(1 — p) no 2yna
1
33.7a) “E| 33.13¢).......... Inp(1—p)| 33.19¢)........ 10,34, 0,54]
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Corrigés

1 1 1 1 9
33.3b) OnaP(X<2)=P(X=-2)+4P(X=-1)+PX=0)+P(X =1) TO+3+§+E 0
33.3 c¢) D’apres la définition de 'espérance, on a
1 1 1 1 1 —2—-24142 1

1 1 1 1

1\2 1 112 2 2 2
X)= (24 =) x4 (14 L1) <1 R I I RS S WL RV,
Vx) ( +10)X10+( +10)X5+(0+10>X2+(+10)X10+(+10>X10

_19242x9° 4541124212 361 +162+5+121+441 1090 _ 109
N 102 x 10 - 102 x 10 T 102 x 10 102°

A noter que les carrés se calculent relativement vite. Par exemple, on a

192 = (104 9)> = 10* + 2 x 10 x 9 + 9> = 100 + 180 + 81 = 361.

1 1
Z+§+p—1 donc p=—
N PP . 3 1 1 5 1 1
33.4b) D’apres la définition de I’espérance, onaE(X):fgszrOxiJrixi:Z.

33.5a) Comme ([X =1,[X=2],[X =3,[X = 4}) forme un systéme complet d’événements, on a

4
a+2 +3a+da=1 donc a(l+2+3+4)=1 donc a%‘r’:l done

1
a=—.

10

10 102" "1 6 T T10x6

33.5¢) D’apres la définition de la variance, on a
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33.10 b) On a

V(X1)

I
7~
ol
|
N~
N——

[V
[
|
| =

(6><7x13_7><6><7+6x§)

6 6
1 ) 9\ 1
6( k 7Zk+6><4>6 . . i
k=1 k=1
_Tx13_3xT 49 56 49 —112+147 35
6 6 4 6 4 12 T2’
" DR - 7
33.10 ¢) En utilisant la linéarité de I’espérance, on a E(S,) = Z E(Xx) = 3
k=1 k=1
33.10 d) Comme les variables aléatoires sont indépendantes, on a V(S,) = V(Xg) = %
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33.11

a)

D’apres la linéarité de I’espérance, on a

33.14

a)

On peut considérer le lancer d’un dé a six faces comme une épreuve de Bernoulli, pour laquelle ’évé-

nement « obtenir 1 » représente le succes. Puisque la variable aléatoire X compte le nombre de succes lorsqu’on
répéte indépendamment cette épreuve, elle suit une loi binomiale. L’épreuve étant répétée 100 fois et la probabilité

10050

1 1
d’un succeés étant 5 X suit la loi binomiale de parameétre (1007 6) On a donc E(X) = = —.

6 3

<
o
ko)
=
vd
o5}
5}
0
ie]
=
o
e
3.
&N
t+
oS
w
[oW
@
&
g
=3
5
=]
Q
kg
o
=}
<
<
—~
~!
—
I
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33.17 b) La fonction f est une fonction trinéme dont le coeflicient dominant vaut 1. La fonction f atteint donc

. —2E(X)
son minimum en ro = —————.

33.18 b) Comme X3, ..., X, sont indépendantes, d’apres les propriétés de la variance, on a

—_
3
)

33.19a) On a E(X) =np et V(X) = np(1 — p). D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a

p( X _p‘ . 5) DX — mp| > ) < np((ié;f) _ P(;(;P) .

1
33.19 b) La fonction polynéme du second degré ¢t — ¢(1 —t) atteint son maximum en « % », qui ici vaut 5 et
a

pour lequel elle vaut i

X 1—
33.19 ¢) D’apres ce qui précede, pour que I'inégalité P(’ — - p‘ > 5) < « soit vraie, il suffit d’avoir 11(752}0) <«
n n
1 1
Or, d’apres le résultat admis, cela est réalisé si on a < a, c’est-a-dire si %> —.
4né? dna

1
2¢/na’

On peut donc choisir § =

R PN X 1 X 1
33.19 d) D’apres ce qui précede, on a P(‘n fp’ > 2m> < «, donc on a P<’n fp’ < 2\/@) =>1—-oa.
Or, on a
2 ob<s= = s <p-t <= = s <p<i T
n b 2y/na 2y/na b 2\/na n o 2yn b 2v/na’
X 1 X 1
Final t, Plpe - , — >1-
Inalement, on a <p ] 2\/7TOCW+QMD/ «
. - . X220 1 1 .
33.19 ) Avec les données numériques, on a ici — = — = 0,44, a = 0,05 et —— = ——= = 0,1. L’intervalle
n 500 2y/na 24/25

I obtenu a la question précédente est donc l'intervalle ]0,34 , 0,54[.
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IF'iche n° 34. Fonctions trigonométriques|

Réponses
B4l @] 8494 21 345h) ®)
5
34.228) © 34.16a)..................
34.9b). ... —%ﬂ ®
34.2 b) ................... @ — 34.16 b) ................. @
34.9¢) ... =
NE 2
343a). .o 5 34.17a)........... {_Z’ E}
V2 55
1 34.10 a) ............... —7
- 3
34.3Db) ... E 34.17b) ... .. {777”}
V2 4" 4
34.10b). ... Ye
34.3¢)..... g 2 s 9 (o
: N L) I 33
5] 340 Q) e -3
Bd) Vo
34.3d 47 5w
2 34.18a).......... ==
34.10 d) V3 5 3
344a)....i. cos(x) U e 2
3T om
34.4b) ... —sin(x) 34.10€) ... @ 3418 b).......... {4, 4}
34.10€) ... —1
344 c).iiiiiiiii.. —cos(x) ) - ~ 1ir 137
34.11 ... {7 ETRET R
34.4d)................ sin(z) O, 34.18 ¢) 18" 18 ° 18
237 257 357
34.4¢€). —cos(z)| 3412a)..... © 13 18’ 18
34.4€) ... — sin(z) 34.12Db) .o (@) i
34.19 a) ........... {6, 6}
344 ¢g). i sin(x) 34.92C) i @
344 h)................ ™ 3m bmw ITm
) cos(z) 3413 a). .. @ 34.19b)... {4,4»474}
34.5a) . ...t t
2) @t ®] 5418 D) e @
34.19 c) {ﬂ 7 57r}
34.5b)............ t Y B
) ©@| 5413 ) ®) 3
346 . [ T Z}
@] 3413 d) (@) 3420a)............ 303
34.Ta) ... (a) 3404 8) i —
34.20b) ........ ]—,—[
6+y3|  BAMADl 373
34.TD) 8 34.04¢). ... { PY—
34.80) . 0iieiiii 34.14d) o 34.20¢) ... Al
34.8D) ..t 34.152). ..ot ®) {4’ 4]
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3421 a) ...l
}—m ?ﬂu a) 0] sa21rd)...............

34.20d).....

[E’ﬂ] 34.21b)................. V3

1 e 34.21 L

€)iiiiii
34.21¢) . ) cos? ()
Corrigés

34.2 a) Un angle de 7 radians fait 180°.

Un angle de 1° fait T rad.
2
34.7b) On sait que cos’(z) + sin’(z) = 1 donc on a sin®(x) = 1 — cos’(z) = 1 — <ﬁ4 1> =6 +8\/§'
Or, on a sin(z) > 0 et donc sin(z) = 6 +8\/§'
34.8 a) On a les équivalences suivantes :
4 4 4
0<ﬁ+2k7r<27r — fﬁ<2k7r<737—7T = f—5<k<7£ <~ ,5,§<k<,5+§ = k=-5.
4 4 4 8 8 8 8
34.8 b) Soit k € Z. On a les équivalences suivantes :
Tim s 657 7 65 5 7
- il < 2 < -2 L 2 —6— = < —64 —
T < 6 +2km < T = 6 < 2km < s = 12<k\ o = 6 12<k\ 6+12
<= k= -6.
. . 1527 . P .
34.9 a) On cherche l'entier relatif k& tel que —m < = + 2km < 7. Soit k € Z. On a les équivalences suivantes :
1577 1477 157 147
—— <2k —— &&= —— <k<—— = k=-15.
<o 5 0 10
152 152 1 2
La mesure principale de T est donc b2 _ 15 x 27 = 152w _ 150w S
5 5 5 5
34.9b) De méme, soit k € Z. On a les équivalences suivantes
—7r<2k7r—75—ﬂ<7r = 71—7r<2k:7r<79—7r <= E<I~c<E <— k=09.
4 4 4 8 8
. 75m 75m 7w 2w 3T
La mesure principale de -1 est donc -1 + 9% 21 =— 1 T -1
R PO 153w
34.9 c) De méme, on a I’équivalence : —m < 5 +2kr < <= k=-13.
1 1 1 -1
La mesure principale de o3m est donc b3m _ 13 x 27 = M = —g.
11 11 2
34.10 a) On reconnait que Tﬂ = W =27+ ?%T On a donc COS(TW) = cos(%) = —g
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34.10 b) De méme, on a sin(ll—ﬂ> = (3—7r> fﬁ,
4 4 2
107 127 — 21 27 107 —2m 1
4.1 i — = =4 — = — ) = — ) =—=.

34.10 ¢) On reconnait que 3 3 T— 3 On a donc cos( 3 ) cos( 3 ) 5

1 20 — —
34.10 ¢) On reconnait que % = 071'2 T — 107 — Z. On a donc cos(—) = (TW) =0
34.11 La fonction cosinus est paire, donc sa courbe est symétrique par rapport & I’axe des ordonnées.

. . . 5T . s
34.12 ¢) La fonction cos est croissante sur [, 2], donc croissante sur |:7T, —} La fonction z —— cos (x + —)
est donc croissante sur [%’T, 7r].
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34.14 b) On note f:z+— sin(g). On a
V2

f(g) :sin(g) =5 et f(g —|—27r) :sin(% +7r) = —sin(%) = —g,

La fonction f n’est donc pas 2w-périodique.

34.14 d) Pour tout x € R, on a f(er g) = 4cos(4(x+ g)) —1=4cos(4x + 27) — 1 =4cos(4z) — 1 = f(x).

4

34.15 b) La fonction recherchée s’annule en %, il s’agit donc de x — cos (a: — 31)

T ™ s , .
34.17 a) Dans lintervalle |—7, 7], les seuls nombres ayant le méme cosinus que — sont —— et —. L’équation

5

cos(z) = COS(%) admet donc deux solutions dans cet intervalle : {fg, %}

(T V2 . . . 7 7r
34.17Db) Ona SIH(Z) =5 Or, dans l'intervalle |—m, 7], les seuls nombres ayant le méme sinus que 1 sont 1
et %r Les solutions de I’équation dans |—, 7] sont donc : {%, ?%T}
34.18 a) On procéde comme précédemment en constatant que sm(—) =—5

N . . 1 V2 5
34.18 b) On procéde comme précédemment en constatant que — cos(x) = 7 < cos(z) = —5 = cos(z)
117r 1

34.18 ¢) De méme, dans 'intervalle ]0, 67], les solutions de I’équation cos(t) = 73 = cos(z) sont %, Tﬂ, %,
2 2
%, % 35% L’ensemble des solutions de ’équation cos(3z) = ? dans l'intervalle ]0, 27] est donc

[z L 13x 2n 2n 3om)

34.19 a) De méme, on a cos(%) = % Les solutions dans [0, 27| sont donc T et %T

PN _ 1 _ 1 . V2 . V2
sin (1})—2 = sm(z)fﬂou sin(z) = 7 < sin(z) = 5 ou sin(z) = 3
{8 )
4’ 47 47 4
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34.19 ¢) Soit z € [0, 27]. On note t = cos(z). L’équation 2t> +t — 1 = 0 est une équation du second degré, dont

1
le discriminant vaut 9 et les solutions sont —1 et —. On a donc les équivalences suivantes

34.20a) Ona cos(g) = cos(—z)
1

5) =73 Par lecture sur le cercle trigonométrique, les réels de 'intervalle

}_71-777]
. so. N . ™ ™
dont le cosinus est supérieur a 3 sont ceux compris entre —— et —-.

3
34.20 b) De méme, on a sin<f—) = sin(fg) =—> donc, par lecture sur le cercle trigonométrique, les réels
3 2
de l'intervalle ]—m, 7] dont le sinus est inférieur a —i sont ceux compris entre —ET et —g.
34.20 ¢) Soit z € |—m, w]. On a I’équivalence
2 2 2
< 5 < —— <cos(z) < —.
| cos(x)| 3 2 cos(x) 2
2 3 3
Or, on a cos(%) = cos(—%) = g et cos(%) = cos(—%) -5 Un raisonnement similaire au précédent
permet alors de conclure.

34.20 d) On utilise le fait que, dans lintervalle } bm 3
om 3m
est } - —7Ti| U [O, Z}

cos?(z) - cos?(x)

Réponses et corrigés



IF'iche n° 35. Dérivation des fonctions trigonomeétriques|

Réponses
B5.1 a) e 2+ 35.8 ) xcos( 2+ 5)
BA) _—
35.1 D).t z 1 2 +5
S0 T e 1] assn)...... | o)) OsnG s
8b)........ <o (32)
35.28) i ab(7a — 4b) .
. x® cos(z)
35.8¢) .. 3
35.2b) it (1+a)(1+0) °) woVsin(z) + )
85.38) it {-9,5} 350 [0]
35.10 ... —2sin(z
B5.3 D). {g} (@)
35.118). it cos(a)
35.4a) @] 85.11b)
B5.4D) e ee e @ 3511c)
3512 8) ot
355 8) it (a)
3512 D) i [0]
855 D) i O] P O e ot g
35.6a) . ... ’em(cos(a}) — sin(z)) ‘ :
35.13 ...
35.6D). ... 5sin(—5z + 3) cos?(x)
35.6C) .t —2z sin(z?) 35.14 a) 3 2
dda) oo o2 (32) T con2(a)
35.78) oot cos(x)es(®) —sin(z)
35.14 1) 4 tan(z)
cos(2) sin(z) A4Db) cos2(2)
357 D) +
Vsin(z)  \/cos(w)
35.14 o) 12 ~_4cos(y)
85.7C) i |24 cos(22)(1 + 3sin(2x))° | cos2(32)+/tan(3z) /T sind (V)
Corrigés
35.1a) Ona(z+y)(z°—ay+v°) =2 -2’y +ay’ + 2%y —zy’ +9° =2° +4°
1 1\ 2°-lz+1-1 (z—1(z+1) =
35.1b) Ona(x—;)(l—m+1)_ T r+1 T z+1 -l
35.1c) Ona(z—1)2"-1)@*-1)=0G@"-2®-z+ 1) -1) =2 -2 -2 +2° +2 - 1.
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35.2a) Ona 7a’b — 4ab® = ab x Ta — ab x 4b = ab(7a — 4b).

5
le+2|=|z -7 < z+2=z—Touz+2=—(z—-7) < 2=—Tou22zx=7-2 < z=5

35.6 b) En notant u(x) = cos(x) et v(z) = —5z+3, on a f(z) = wowv(z), v’ (x) = —sin(z) et v'(z) = —5. Donc,
on a f'(z) = v'(z) x v'(v(z)) = =5 x (—sin(—5z + 3)) = 5sin(—5z + 3).
35.6 ¢) En notant u(x) = cos(z) et v(z) = 2%, on a f(z) = wowv(z), v'(z) = —sin(z) et v'(x) = 2z. Donc, on a

f'(z) = v (z) x v (v(z)) = 2z x (—sin(z?)) = —2z sin(z?).

35.8 a) En notant u(x) = sin(z) et v(x) = \/22 + 5, on a f(z) = uov(x), u'(z) = cos(z) et v'(x) = ——
On a donc f'(z) = v'(z) x v/ (v(z)) = %‘FB cos( x? + 5).

v'(x) = 2 x (=3sin(3z)) x cos(3x) = —6sin(3x) cos(3z),
en utilisant des dérivées de composées.

270 Réponses et corrigés



35.9 On a f'(z) = —e *sin(x) + ¢ * cos(x) et f’(x) = —2e~* cos(z). Donc,

' (x) +2f (x) + 2f(z) = —2e~ " cos(x) — 2¢” " sin(z) + 2¢ 7 cos(z) + 2e” " sin(z) = 0.

dérivé, on a donc lim sin(z) — sin(a) = sin’(a) = cos(a).
T—a r—a

2 in(t
35.11 ¢) Quand z tend vers g, t=2x— g tend vers 0. Donc, d’apres la question précédente, % tend vers 1.

sin(2z — Z© 2sin(t
( 3 ) = sin(t) admet une limite égale a 2.

v (z)v(z) —u(z)v'(z)  cos(z) cos(x) + sin(x) sin(z) _ cos?(z) + sin®(x) _ 1
(v(x))? cos?(z) cos?(z) cos?(x)’

24/tan(3z) sin?(y/7)
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IF'iche n° 36. Intégration des fonctions trigonométriques|

Réponses
36.1a).......oiiiia... 2 1 2
) 36.3b). ... “3-| 866¢).......... T 9
™ 4
86.1D). ..o
366d)..........iiil
................... — 2
36.1 ) 36.48) . 0.ieeiiniin g
36.1 )i 36.7 a) e? —1
............... 5
36.28). ... 1
2) [0 564 D) e s
36.2D) i [0] 4 36.71) ef +1
36.2C) ... 36.5 ... (e 2
14 2e™
3—-1
36.2d).............. V3 T—2 86.70) oo 5
2 3664a)................ 5
2 3—2"%
36.3a) ... —3 36.6D)..rn e 36.7d)............ —13
Corrigés
36.1c) Ona / (cos(t) — sin(t)) dt = [sin(t) + cos(t)} T 0-1—-(0+1)=-2
0 0
36.2d) Ona
2+ % 274+ L T T
/ sin(t) dt = [f cos(t)} = —cos (27r + 5) — (7 cos(g))
§ §
en(5) () =4+ H =
36.3b) Omna
/é”4“+z) G J‘f@4”+’)ﬁmG’+§D‘€#")—‘ﬂ
-5

Jo 0
36.5 On pose, pour tout ¢t € R, u(t) = sin(t), alors u'(¢) = cos(t). On a donc
z . 3 L (u(®))™1]%  sin™tH(Z) —sin"+(0) 1
t t)dt = t t)dt = = =
| eostsinn@yar = [ i [ el e —
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36.6 b) On pose, pour tout t € R, u(t) =t et v'(t) = sin(t), alors u'(t) = 1 et v(t) = — cos(t). En intégrant par

parties, on obtient

/O%tsin(t) dt = [t(—cos(t))f —/05 1 x (—cos(t))dt = 0 — 0+ [sm( )]

(=}

36.6 c) On pose, pour tout ¢t € R, u(t) = t* et v'(t) = cos(t), alors u/(t) = 2t et v(t) = sin(t). En intégrant par

parties, on obtient

™

% 2 2 . % 2 . e 2 % .
t” cos(t) dt = [t sm(t)} - 2tsin(t) dt = (f) -0-2 tsin(¢) dt.
0 0 0 2 0

4 il 2
2
D’apres la question précédente, / tsin(t) dt = 1, donc / t* cos(t) dt = I —2.
0 0
Si la question précédente n’avait pas été ld, nous aurions enchainé deux intégrations par parties.

On pose, pour tout ¢ € R, u(t) = e~ et /() = sin(3t), alors u'(t) = —2¢ > et v(t) = — 3

En intégrant par parties, on obtient

I = [em (— cosé3t)>:|: - /0g —2e7 2 <_cos3(3t)> dt = —%(0 —-1)— %/03 et cos(3t) dt

_ 1 g/6 e 2" cos(3t) dt.
3 0

3
. . . —2t 7/ ’ _ot sin(St)
Une autre intégration par parties avec a(t) = e~ ", b’ (t) = cos(3t), a'(t) = —2¢~ ", b(t) = donne
/6 e 2t cos(3t)d [ —2¢5in(3 ] — /G _2€,2t7s1n(3t) dt
0 0 3
1 o 2 [T o . e 3 2
[ 3 0 = 3t)dt = =1.
3 ) + 3 /0 e” ~"sin(3t) 3 + 3
En regroupant les deux calculs, on obtient I = é — % (e 35 + §1> = é _2eF §I donc I + -1 = é — 269 ° ,
13, 1 2 9 (1 23 _x — 2%
d —I==-- doul=—|=--— =-—-(3—-2 3)=
M9 T3 0 13(3 9 ) EA 13
273

Réponses et corrigés
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