Exercices CHAPITRE 1

Fiche 4

Manuel page 135 capacité 7 et capacité 8 page 133 capacités 6

Exercice 1:

Soit (u,) la suite définie pour toutn € N paru,, = %
1. Montrer que (u,) est majorée par 1
2. Montrer que (u,) est croissante
3. En déduire que (u,) converge

1. Pourtoutn € N,
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Un4+1 > Uy donc la suite (uy,) est strictement
croissante
3. La suite (u,,) est croissante et majorée donc elle
converge

Exercice 2 :
Soit (v,) la suite définie pour tout n € N par
v, =n’+4
1. Montrer que la suite (v,)est minorée par 4
2. Etudier les variations de la suite (v,,)
3. Peut-on appliquer le théoreme de
convergence des suites monotones

1. Pourtoutn € N, n? >0
n+4>4
doncv, > 4
2. Pourtoutn € N,
V1=V, =(m+1)2+4—(n?+4)

=n*+2n+1+4—n*—4
=2n+1>0
Vn41 > VU, donc la suite (v,) est strictement
croissante

3. La suite est croissante et minorée on ne peut
pas appliquer les théoremes de convergence des
suites monotones. Il faudrait avoir croissante
majorée ou décroissante minorée
remarque par somme de limites on sait que la
suite diverge vers +o

N°47 p 141 :

47 Soit (u,) la suite définie pour tout entier

naturel n par u, =n? - 6n+4.

1.a.Al'aide d'une calculatrice, calculer les 10 premiers termes
de la suite (u,).

b. -1 peut-il étre un minorant de (u,) ?

¢. 20 peut-il étre un majorant de (u,) ?

2. Montrer que pour tout entier naturel , u,+5 = (n - 3)2
3. En déduire un minorant de (u,).
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: * -1 ne peut pas étre un minorant de (u,) car
U, = —4< -1

20 n’est pas un majorant car ug = 31 > 20

2. Pour tout entier naturel n,
n-32%=n*-6n+9=n*-6n+4+5=u,+5
3. Pour tout entier natureln, u, + 5= (n—3)>=0
Doncu, = —5

—5 est un minorant de la suite (u,,)

Exercice 3 :
Soit (u,) la suite définie pour tout n € N par
Ug = 2etup; =Ju, +1
1. Montrer par récurrence que pour tout
entier naturel n,
1<u,;1 <u,
2. En déduire que la suite (u,) est

convergente
1. Hn):"1 < upyq < uy
Initialisation :
u = Juy+1=v2+1=13
1<u <y

Donc I’hypothése de récurrence est vraie au rang 0

Hérédité : Soit n en entier tel que H(n) soit vraie
1<up;1 <u,

2<up;1t+1<u,+1

La fonction racine carrée est strictement
croissante sur [0; +oo[ donc

V2 < Jup 1< Ju, +1

1<V2 <upyy <upiq
H(n + 1) est vraie




Conclusion : Par principe de récurrence la
propriété est vraie pour tout entiern

2. La suite est décroissante et minorée par 1 donc
elle converge

N°49 p 141 :
) L Soit (u,) la suite définie pour tout entier naturel

nparuy=2etu, = %u”+3.

1.a.Al'aide de la calculatrice, calculer les 10 premiers termes
de la suite.

b. Conjecturer le sens de variation de (u,) et une majoration
de (u,).

2. Montrer par récurrence que (u,,) est majorée par 9.

3. Montrer que u, , —u, = —%un + 3, puis en déduire le

sens de variation de la suite (u,).
4. Justifier que la suite (u,) converge.

13 53 187 _ 617 )
49 l.a.um0=2:u :?z 4,3;1:3:?z 59; us= = =~ 6,9 :ng’: 7,6
1963 6113 18787 57 257
us = =81 us= ~ 8,417 = = 8,6; ug =
243 729 2187 6561

b. (u,) semble étre croissante et majorée par 9.

=~ 8,7, us= 8 8.

2. Par récurrence sur la propriété P(n) : 1, <9.
Initialisation : on a 2o <9 . P(0) est vraie.
Heérédité : On considere un entier naturel » tel que u, < 9. Alors en multipliant

S 2 . .
chaque membre de I’ inégalité par 5 et en ajoutant 3 on obtient up+1 <9.
. 2 1
3. Pour tout entier naturel n, tta+1— ttn = Jint 3 —1m =gt 3.

1 . .
Comme u, <9 alors — 3 Un + 3 =0 et donc uy+1 — 1, = 0. La suite est croissante.

4. La suite est croissante et majorée donc elle converge. (Théoréme de convergence

monotone)

N°39 p 141:
LD Déterminer la limite, si elle existe, de chaque suite (i)
définie par :

a.u”=—25(%)” b.un=— (\/?7)” c.u”=—2($)”

d. u”:(—‘fc)” e.u,=3"*1

39 Chaque suite (ir») est une suite géométrique.
5 5 n
a.Comme-1<=-<1lona: lim (—) = 0.Donc lim u, =0.
6 n—+oo \6. n—+co
n
b. Comme v3 > 1ona: lim (\/3 = +o. Donc lim w, =-».
n—+oe n—+o
10 . 10" .
c.Comme—>1ona: lim (=) = 4o Donc lim wu, =-=».
7 n—+o \ 7 n—+oo

d. Comme —nt < — 1, la suite (u,) diverge par absence de limite.
e. Pour tout entier naturel »#, #, =3 x 3”. Comme 3> lona: lim 3" = 4.
n—+oo

Donc lim u, = +o.
n—+oo

N°40 p 141 :
40 On considére la suite (i, ) définie, pour tout entier natu-
n
rel n, paru, = %. En écrivant u,, sous la forme ¢", avec g un

réel a déterminer, étudier la convergence de la suite.
Pour tout entier naturel n,

6\" 6
unz(—) =q" avecqz;

—1 < g < 1 donc la suite converge vers 0

N° 70 a 72 p 144
b (] Copacité6, .13

n+1
_4 _2x12 _{=1pr3 _(=4)
'I.lf“—?T 2.u,= 6 4n 3ou,= oy 4.u, o
1.0 2.4+ 3. 4o 4.0
71 Ly, =4+ 7" 2., =-2%12"+3" -5
3, =93 8., =1+05+...+05"
"
5.0, =4+ (-2)"+4 6.1, = 2"
k=0
71 1. +eo.
2. Pour tout entier naturel », 1, = 3"(~ 2 x 4"+ 1)~ 5. Donc lim u, = —oo.
n—+w
3. +on.
4.2.

5. Pour tout entier naturel n, w1, = 4"(1 + (- 0,5)") + 4. Donc liIP u, = +oo.
n—+oo

6. +w.

_ m 3 _ m _3n _ 5" + (,3)4“
72 lu,= T 2.u,= 31 3.u”72” 300y
72 1.0. 2.- 1. 3. 4.




73 Déterminer la limite de chacune des suites ci-dessous
définies pour tout entier naturel » non nul par :

a.u,=0,5"cos n b.u,=3"+sinn c.u, =%sin(2” )

Piste : Utiliser un encadrement du sinus ou du cosinus d’un
réel.

a) Pourtoutn €N, —-1<cos(n) <1
donc —0,5" < u, <0,5"
lim 0,5" =0

n—-+oo
D’aprés le théoreme des gendarmes la suite

converge vers 0

b) Pourtoutn € N, -1 <sin(n) <1
donc3"—-1<u,<3"+1

lim 3" = 4owet lim (3"—1) =+
n—+oo n—+oo

D’apres le théoréeme de comparaison la suite
diverge vers 4+

c) Pourtoutn € N*,—1 <sin(2™") <1
1

-1
Donc—<u, <
n n

lim — =0
n-+oon

D’apres le théoreme des gendarmes la suite
converge vers 0

77
Indiquer si 'affirmation est vraie ou fausse, puis justifier.
Si g est un nombre réel tel que -1 < g << 1, alors la suite de

n
terme général  ¢* converge.
k=0

Pour toutn € N ettoutréelqg # 1
1 n+1

n
20 =T
q = —
k=0 1 q

Si—1<q<1alors lim q"*1=0

n—+oo

. 1
Donc la suite converge vers o




