Exercices supplémentaires : Trigonométrie

Partie A : Cercle trigonométrique, cosinus et sinus

Exercice 1
Angleen® 60 150 10 12 198 15
Angle en radians r Sn T n 11m T
: 3 6 18 15 10 12
Exercice 2
1) -m:m; 3m; 51 et plus généralement w + 2wk aveck € Z
2) 32—n : —g ;72—7r ;1177[ et plus généralement —% + 2mk , soit —mHATk veck € 7.

3) 10m: 0; 2m; 4m et plus généralement 2k avec k € Z

m 7m 15m 23w L T ., (—m+8mk
4) e el plus généralement —3 + 2nk smtg aveck €Z
Exercice 3
471 T 481 . N .
= (— E) =0 = 41 ce qui correspond a un écart de deux tours.
491 T 481 . N .
T (— E) =-0 = —47 ce qui correspond a un écart de deux tours.
11w T 12 . N .
—_—— (— —) = — = 1 ce qui correspond a un demi-tour.
12 12 12
241m T 240w . N .
-0 (— E) =—-—0 = —20m ce qui correspond a un écart de 10 tours.
37 T 36m . N .
———(——=) = —=——= —3m ce qui correspond a un tour et demi.
12 12 12
313w T 312m . N .
-0 (— E) =—-—0 = —26m ce qui correspond a un écart de 13 tours.
. 471 491 241w 313w . s n . T
Finalement, — ; —— ; ——— et ———— sont associés au méme point que — —.
12 12 12 12 12
Exercice 4
T 3 ,\ . .
1) x—y= S5, =T donc x et y ne sont pas des mesures d’'un méme angle orienté.
51 21m 20m+63m 831 N . .
2) x—y= St =0 = donc x et y ne sont pas des mesures d’'un méme angle orienté.
291 2T 31w n . .
3) x—y= = + S =3 donc x et y ne sont pas des mesures d’'un méme angle orienté.

4) x_y=43_n+57r_4871:

TR T 41 donc x et y sont des mesures d’'un méme angle orienté.

Exercice 5
T 21 T T 5w T
A-E,B.?,C.TII, D.—Z,E-—E,F-—?,G.E, J
L B
H-—E, I'O']'E BE
Exercice 6
Voir le cercle ci-contre.
Exercice 7
1) Pourtoutx € R, cos?(x) + sin?(x) = 1 donc
2
V2 -6 2—-2V12+6 D c
cos?(x) =1-sin’(x) =1-|——| =1 - ————
4 16 -
F
16— (8-2V12) 8+2V1Z (VZ+V6)
h 16 16 16
V2+/6 V2+/6
Donc cos(x) = T ou———
V2+/6

Or, comme x € [—%;%], cos(x) est positif donc|cos(x) =

4

2) sin(x) < 0doncx € [—%; 0] et de plus |cos(x)| > | sin(x) | donc x € [—%; 0] et finalement [x = -5




Exercice 8

1)
Y , (91 V5 41\ 5+2V5+1 10— 2V5
sin (—)=1—cos< ) - =1- =
5 5 4 16 16
De pIus— [ ] donc sm( ) < 0 et donc|sin (9?71) = 10;2\/3

2) cos (?n) = cos (an — S?H) = coS (271 — g) = cos (— g) = cos( ) donc|cos (g) =

V5+1
4

5 4

sin (9?”) = sin (— g) = —sin (5) donc|sin (E) = —‘/m

Exercice 9
2
1) COsz(x) =1- Sinz(x) =1- (%) =1 —% = 1—§donc Cos(x) = gou _g
Orx € _E'n] donc cos(x) < 0 et donc|cos(x) = —g

2) cos?(x) =1-sin?(x) =1-(-0,6)>=1-0,36 = 0,64 donc cos(x) = 0,8 ou —0,8.

Orx € _—g;gl C [_E;E] donc cos(x) = Oet

2
3) cos?(x) =1—sin?(x)=1-— (—%) =1 —% =gdonc cos(x) = \g—gou —\/3—?

Orx € _—g; 0] donc cos(x) = 0 et|cos(x) = \/?g

Partie B : Angle orienté, mesure principale d’un angle
Exercice 1

71T
Pour ——:
3

7 7 7 s
—3<—?<—2@—37‘[<—?<—27T(:)—7T<—?+27T<0(:>—7T<—§<0

T

. 7n
La mesure principale de —5est|—2

Pour —m : la mesure principale de - i est

131
Pour—:
6

13 13m 13m T
2<?<3@27T<T<37T<=>0<T—27T<7T<=>0<g<ﬂ'

. 13w T
Donc la mesure principale de - est

471

Pour —
12

3< ¥ chezn<T oy T <o <-Z <o
— & —_— = —_—— = -
12 TS S sy T ST

i

. 471
Donc la mesure principale de T est — 5

491
Pour —

49 491 497
—9<—Z< -8 97T<—T< -8t o 7T<—T+87T<O@ 7T<—g<0

L 491 3
Donc la mesure principale de ——est|—<

11w
PourT

11 11w 11m T
3<?<4C>37T<T<47T@—7T<T—47T<0@—7T<—§<0

L 11m 3

Donc la mesure principale de —est|—3
2417
Pour e

241w 241w T
—617'c<—T<—60n(:>—n<—T+6Orr<0<:)—rt<—Z<0

241m T
Donc la mesure principale de ——est|—o




Pour—?
4 < 37< 3 4 < 377T< 3 0< 377T+4- < 0<1171'<
— -——< -3 - —-——< -3t - =) —_—
12 ST " 12 ST 1z -7
L 371 11w
Donc la mesure principale de ———est|—
12 12
Pour 3,14
3,14

0< —< 1 © 0 < 3,14 < m donc la mesure principale de 3,14 est (3,14
Pour 2013:

2013
640 < — <641 © 640t < 2013 < 641n © 0< 2013 -640nt <7
Donc la mesure principale de 2013 est (2013 — 640n

Exercice 2

— 3n
(o1;0M) = — +2mk aveck €z

N T
(OI;ON) = —E+27Tk avec k€ Z

L, T
(OI;OP) = —Z+27Tk avec k € Z

— 3n
(oj;0pP) = —— t2mk avec keZ

SN 3
(OM; ON) = T-{-Zﬂ'k avec k € Z

(OP; 0M) = [ + 2mk avec k € Z]

Exercice 3
1) Voir lafigure
2) Voir la figure

3) Dans le triangle ABC, C

——5 adjacent AC 1 5 T
cos(ACB) = ]— = — == donc ACB = =. Donc, vue
hypothénuse BC 2 3

I'orientation,

. T
(CA; CB) = §+2T[k avec k € Z

(ﬁ, ﬁ) = (ﬁ, E) + (R, ZE) + (Zﬁ, E) [27]

_7T7T+[2]
R

T
=—§ + 2wk avec k € Z

(ﬁ, EE) = (Zﬁ, ZZ')) + (ZZ, ﬁ?)) [27]
= %+ 7+ (CA;CB) [2n]

2 T
=3 t3 lnl

=|m + 2k avec k € Z|
(ﬁ, ﬁ?)) = (ﬁ, E) + (ﬁ, ﬁ?)) [27]
=g+n [2m]

3
=7+2nkaveckEZ C

Exercice 4
1) Voir la figure
2)




(E_A)_Bl) o (DC; AC) = (CD; C4) [2n] (DC; BA) = (ﬁ@ .
= (AD; AC) + (AC; AB) [2n] _|T [27] + (C4; BA) [2m]
__r.r [27] 3 =7T+(H));EZ)

357[ 2 + (R), E) [27]
= _?[2”] L [27]

3 2
5t
=5 [27]

Dans le triangle ABC, ABC + BAC + ACB = tdoncACB =1 — % —% = g Donc, vue l'orientation,

(C4;CB) =|3 [2n]

b c
Exercice 5
1) Voir lafigure
2) Dans le triangle ABC,
cos(ZC\B) = M =2 1 doncACB =Z
hypothénuse  BC 2 3
(AD; AE) = (AD; AC) + (AC; AB) + (AB; AE) [2m] A
_ T T o
4 2 3
_ 13w (271]
12 “"
11n
= E [ZTL']
E
(H?), ﬁ) = (ﬁ’), 54)) + (E‘l), TD) [27] (ﬁ, R')) = (ﬁ, TD) + (/Tﬁ, R')) [27]
=—%+n+(ﬁf;25) [27] = + (AE; AD) + n + (AD; CB) [2n]
o T = 2n — (AD; AE) — (CB; AD) [2m]
=—+— [2n] 11 1ln
3 4 =2 — — — " [271]
117 (2] ) 12 12
=|— |27 A
12 = E [27'[]
T
=l [27]
Exercice 6
(2u; v) = (U;v) (=v;2u) = (—v; 1) [2n] (3v; —2u) = (v; —u) [2n]
31 =n+ (v;u) [2m] = —(=; V) [2m]
=|-— [27] =n— @) [2n] =—(n+ @) [2n]
3 3
=+ [2n] =—(7‘[—T) [2n]
T T
= T [277:] = _Z [277,']
=|—— [2m]
Exercice 7
@w) = (% u) + W@ w) [2nr] 31
= —(; D) + (@;W) [2n] =|"25 127 (—il; %) = + (@ 9) [2n]
T 7 T




é6r
=7 [27] (—w; V) =+ (W; V) [2m] ~ 4 [2m]
=n— (;w) [2r] _ _3_7T [27]
=1+ z [2m] L4
4
Exercice 8

(E, E) + (ﬁ,ﬁ) + (ﬁ)), ﬁ?’) + (ﬁ, ﬁ)

= (ﬁ’), E) + (ﬁ, ﬁ))) + (ﬁ)), ﬁ%’)) + (ﬁ’), E’)) [2] car (—u; —v) = (U; v) [2m]
= (ﬁ, ﬁ) [2]  grace 4 la relation de Chasles

=0 [2m]

Partie C : Angles associés

Exercice 1

cos(2nm) = cos(2m X n) = cos(0) = et sin(2nm) = sin(2w X n) = sin(0) = @

cos((Zn + l)n) =cos(2mr X n+ ) = cos(m) = et sin((Zn + l)n) =sin(2r X n + w) = sin(w) = @
1 sin estpair

{—1 sin estimpair

a I'aide des deux calculs précédents et sin(nm) = @

cos(nm) =

cos(——+(2n+1)n) —cos(——+2n><n+n) —cos(——+n) —cos( ) @et
sin (—E+ 2n+ 1)7'[) = sin (g) =

Exercice 2
1) A = cos(0) + cos G) + cos( ) + cos( ) + cos(m)
=1+ \/75 +0— £ -1 =[0]
2) B= cos(—n) + cos( Tn) + cos (— —) + cos (— %)
V2 V2

3) C =sin (g) + sin (g) + sin (g) + sm( ) + sm( ) + sin(m)

1 3 V3 1
=t Flt+o+0= +43
Exercice 3

1) A=cos(5?”—x)=cos<n+(§—x))=—cos(——x)

2) B =sin(x + 1007) = sin(x + 27 X 50) = m

3) C =cos (2012n + x) = cos(1006m + x) = cos(2mr X 503 + x) =

4) D =sin (2013” + x) = sin (10061r +5+ x) = sin (Zn x 503 + ; + x) = sin (g + x) = sin <§ — (—x))
- cosx) =

5) E =sin(x — 78m) = sin(x — 2m X 39) =

6) F = cos (g - x) + 4sin (—x - g) — 5sin(m + x) = sin(x) — 4 sin (g + x) — 5 X (—sin(x))
= sin(x) — 4 cos(x) + 5sin(x) = |6 sin(x) — 4cos(x)|

7) G =sin (x + g) — 2 cos(—x — m) + 5sin(—x) = cos(x) + 2 cos(x) — 5sin(x) = |3 cos(x) —5 sin(x)|

Exercice 4
(871) _ (6n 4 2n> _ (2 + Zn) _ (277) _ 1
cos 3 = coS 3 3 = cos|2m 3 = coS 3) =3




N

_/ 35m _ 32m 3w , 31 _ 3m V2
sm(—T) = sm(————) = 51n(—8n—7) = sm(——) =|—=

4 4 4

Partie D : Equations et inéquations trigonométriques
Exercice 1

1) x= —g

2) x=§|

3) xel-T:7

0 +e[53
Exercice 2

1) cos(x) = % < cos(x) = cos (g) S x = §+ 2k ou —§+ 2k aveck € Z

Donc|S = {E+2nk ; —E+27Tk aveck € Z}

Donc|S = {g+2nk;?+2nkaveck € Z}

Donc S={5?7T+27rk; —5?”+27Tkavecke Z}

Donc|S = E+21‘rk;%n+2nkaveck € Z}

Exercice 3

1) 2x=§ [27] @2x=g+2nk®x=%+nk aveck €Z
Cela donne donc deux points en rouges sur la figure.

2) 4x=§ [27] @4x=g+2nk@x=g+gk aveck € Z

Cela donne donc quatre points en bleu sur la figure.

3) 3x=37n[271]@3x=37n+2nk®x=g+2?nkaveckez

Cela donne donc trois points en vert sur la figure.

Exercice 4
1) cos(2x) = cos( ) < cos(2x) = cos(4m) & cos(2x) =
cos(0) © 2x =0+ 2k © x =k

2) sin(x) ——<:>51n(x) —sm( )@x——+2nkou—+2nk aveck € Z
3) cos(x) = —\/z—g(:)cos(x) = cos(%”) o x =5?n+2nk ou—5§+2nk aveck € Z

4) sin(x) = \/2—5 < sin(x) = sin (g) S s = % + 2k ou%ﬂ + 2k aveck €Z

TN
\__/x’

~_ | x

Donc|S = {nk avec k € Z} pour la résolution dans R et|S = {m; 2m; 3m; 4m; 57'[}| dans [r; 57]

Eneffet:m <mk <5mo 1 <k<5donck € {1;2;3;4;5}.

2) sin(x—z?n)=sin(§)@x—z—n=§+2nk oux—z?n=n—§+2nk

3

L 227T+2k
&S x=— =
x 1 Tk oux 1= T
Donc S—{B—n+2 k; +27Tkavec kEZ} dans R
177 43
DepIus —2n<1—+2nk<2n<:>—E<2 k<E®_5

17 131

donne — — 2m, soit ——et—
15 15 15"

SkS%:—lsksOdoncke{—l;O}cequi



D’autre part, —2m < 212—5n+ 2nk <2 & —% <k< 3% = —1 <k <0donck € {—1;0} ce qui donnezlz—sn— 2T,

8w . 22m . _ (_17m 13w 8m 22m o
soit ——et—. Finalement, |S = {_E’ TRIRETT 15} dans [—2m; 27]
3) cos(3x) = —cos(x) © cos(3x) =cos(m—x) ©3x=m—x+ 2nk ou3x = —(r — x) + 21k
T T T
(:>4x=n+2nkou2x=—n+2nk@x=z+5koux=—§+nk

Donc S=E+§k; —§+nkavec kEZ} dans R

—2ns%+§kSn@—%ﬁ%kﬁ%@—gsksgﬁ—ﬁlsks1donckE{—4;—3;—2;—1;0;1}cequi
donne — F. _5®, 3, m.m, 3"

4’ 4’ 4’ 4’4 4
D’autrepart,—ZnS—§+ann<=—%nskns%n(:)—gsksg:—lSks1d0nck€{—1;0;1}cequi

3 T T .
donne - —;et > Finalement,

S_{ we 5m 3m T W 3T 3T n.n}
B 4’ 4’ 4’ 4’a’a’ 27’ 2’2

4) sin (Zx + %) = —sin(x) & sin (Zx + %) = sin(—x) © 2x +% = —x + 2wk ou 2x +% =1 —(—x) + 2nk

o= "ok oux=Tromkox=—T 4+ koux =" 4 onk
X = 4 T 0ux—4 T X = 12 3 Oux—4 T

Donc|S = {—%+2?nk;%”+2nk avec k € Z} dans R

2 49 2 73 49 73 .
DepIus4TrS—%+§k£6rt®l—zn£?nkﬁl—znc)gﬁk£?=>7Sk£9donckE{7;8;9}ceqU|donne
55 631 71

12 12 12°
3w 137 21w 13 21 . 197
Etd’autrepart,4ﬂST+2nkS 67T(:)TS ZTEkST(:);S k S?=>k = 2ceqU|donneT

Onadonc|S = { dans [41; 67]

5511.631'[.7177:_1971}
127127127 4

5) sin(3x) = cos(2x) < cos (g — 3x) = cos(2x) & g —3x =2x + 2nk ou% —3x = —2x+2nk

Lt e — e — Lt e — — e —
X TTK Ou X T X 1 ou x T

Donc S={%+2?nk;g+2nkavec k EZ}

Exercice 5
1) 0<cos(x)<1 _ 5) sin(x) € [—Q; 0[
/.J\ 3) —1<sin(x)<0 2 ,
J
TN T

T

~—_ | —

2) cos(x) € [l 1_ ~—1 — 6 S _1.¥8
2’7 4) —% <sin(x) <1 ) cost [ 2, 2
J J
\__/




Exercice 6

] T 57 ]
1) S___T[;EI:U]?;T[
2) |s = o ] [— 2n]
1 =« 7t 9|
3 5= _—z'z[ Fn
[ b4 2w
4) |s =|-m3|u[5Fs2n]|
Exercice 7
1) Onpose X = cos(x) etalors2X? +9X +4 = 0.A = 92 — 4 x 2 X 4 = 49 donc cette équation a deux
. -9+7 1 -9-7
solutions X; = = —et X, = — = —4.
On adonc cos(x) = —%ou cos(x) = —4.

La derniére équation n’a pas de solution car un cosinus est toujours supérieur a —1.
1 2w 21 2m
D’autre part, cos(x) = -5 cos(x) = cos (?) ex==+ 2k ou — 5+ 2rtk

2n 2n
S={?+2nk; —?+2nkavec kEZ}

2) Onpose X = sin(x) et alors 4X? — 2(1 + \/§)X ++/3=0.
=(—2(1+\/§))2—4><4><\/§=4(1+\/§)2—16\/§=4(1+2\/§+3)—16\/§

=4-8/3+12= (2 - 2\/§)2 donc I'équation a deux solutions X; = w ==

X, = 2(1+v3)—(2-2v3) _ V3

8 2
On a doncsin(x) = l ousin(x) = ‘/Z—g

1 57
sin(x) = > & sin(x) = sin (6) S x= g + 2k ou— + 21k

n(0) = 2 & sin() = s (Z) o x = 2+ 2mk our + 2k
Slnx—2 Slnx—51n3 x—3 T Ou3 T

Finalement|S = {% + 21k ;5?” + 21k ;§+ 2k ;z?n + 2wk avec k € Z}

Exercice 8
1) t(x) = —4x*+ (2V3-2)x +V3:
A=(2V3-2) —4x (-9 xV3=12-8V3+4+16V3=12+8V3 +4 = (2V3+2)’

Donc t a deux racines X; = _(2\5_23;(2\5”) =|—=letX, = _(Z‘E—Zz;(z‘/g”) =

Juny

2

2) 1) =|-4(x-2)(x+1) = (—2x +V3)(2x + 1)
3) 2cos(x)+1 <0< cos(x) <-—= <:) € [2” 4”]
X 0 2n 4 2T
3 3
Signe de 2 cos(x) + 1 + 0 — 0
V3 11m
—2cos(x)+\/_<0<:>cos(x)>—<:)xe[0 6] [ ; ]
X 0 n 11 2T
6 6
Signe de —2 cos(x) + /3 0 + 0

4) A(x) = —4cos?(x) + (2\/§ - 2) cos(x) + V3 = t(cos(x)) = (—2 cos(x) + \/5)(2 cos(x) +1)




x n 21 41 11n 21
6 3 3 6
2cos(x)+1 0 0
—2cos(x) +V3 0 0
A(x) 0 0 0 0




