Lycée Parc de Vilgénis Année 2023-2024

Méthodes de rédactions Chapitre 1
Suites

Exercice 1

Récurrence

On considére la suite (u,) définie par ug = 3 et, pour tout entier naturel n, u,+1 = %un + 1.
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, = (%)n + 2.

Correction exercice 1

Démontrons par récurrence que, pour tout n € N, u,, = (%)n + 2.
Pour n € N, soit P(n) la proposition : « u, = (%)n +2»
Initialisation : D’une part, ug = 3 et d’autre part, (%)0 +2=3
donc ug = (%)0 +2

donc P(0) est vraie.

Hérédité : On suppose P(n) vraie pour un n € N fixé.

1)1’L+1 + 9.

Montrons que P(n + 1) est vraie, c’est & dire up41 = (5
Méthode 1 : D’aprés I'énoncé u,11 = duy, + 1.
Or, par hypothese de récurrence, u,, = (%)n + 2 donc upq1 = % ((%)n + 2) +1= (l)nJrl +141= (%)nJrl + 2.

2 2
Méthode 2 : Par hypothese de récurrence u,, = (%)n + 2 donc %un = (%)nJrl + 1 donc %un +1= (1)n+1 + 2

2

Or, d’apres 1’énoncé, u, 11 = %un + 1 donc up4q = (%)n+1 + 2. Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire donc : pour tout n € N, u,, = (%)n +2

Exercice 2

Sens de variation

1. Etudier le sens de variation des suites ci dessous :
so ) o
a. (up) définie sur N par : u, = 5.

b. (wy,) définie sur N* par : w, = > k%

k=1
2. On considere la suite (v,) définie par vy = 10 et, pour tout entier naturel n, v, = 2“”77%’
Démontrer par récurrence que la suite (vy,) est décroissante.
3. On considere la suite (¢,) définie par to = 2 et, pour tout entier naturel n,t,+1 = —%tn +3

a. Calculer t; et to.

b. La suite (t,) est-elle monotone ?



Correction exercice 2

1. Etudier le sens de variation des suites ci dessous :

a. u, = 7 = f(n) avec f la fonction définie sur R par f(z) = xL—Fl f est dérivable sur son ensemble

de définition R comme fonction rationnelle.

Ve e Ry, f'(z) = (Hll)Q f est croissante sur R
donc la suite (uy) est croissante.

n—|—11 n 1

Vn € N*¥, wn+1—wn:Zﬁ—Zk2
k=1 k=1
2

done (wy,) est croissante.

2. Démontrons par récurrence que la suite (v,,) est décroissante c’est a dire, pour tout n € N, v,11 < vy, .

Pour n € N, soit P(n) la proposition : « v,11 < vy »
Initialisation : vg = 10 et v1 = % donc v1 < vy donc P(0) est vraie.

Hérédité : On suppose P(n) vraie pour un n € N fixé.
Montrons que P(n + 1) est vraie c’est a dire vp42 < vpy1 -
D’apres I’hypothese de récurrence, vp+1 < vy

donc 2vup4+1 < 20,

donc 2vp4+1 +5 < 2v, +5
done 20p41+5 < 20, + 5
donc vpt9 < Upta !
Donc P(n + 1) est vraie

Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire donc :
Pour tout n € N | vp1 < vy

Donc la suite (v,) est décroissante.

3. On considere la suite (¢,) définie par to = 2 et, pour tout entier naturel n,t,+1 = —%tn +3
a. t1 =2 ~ 0,666 et t = % ~ 2,222

b. Comme t; < t( alors la suite (¢,) n’est pas croissante.
Comme to > t1 alors la suite (¢,) n’est pas décroissante.

Donc la suite (¢,) n’est pas monotone.



Exercice 3

Majoration et minoration

: . o +2 -
1. Soit la suite (uy,) définie sur N par u,, = L—Fl On veut montrer que (u,) est majorée par 2.
n
Méthode 1 : directe
n
n+1
b. En déduire que la suite (u,) est majorée par 2 .

a. Vérifier que Vn € N u, =2 —

Méthode 2 : avec la fonction associée

2 .
a. Soit f la fonction définie sur RT par f(z) = z i T Etudier les variations de f.
x
b. En déduire que la suite (u,) est majorée par 2 .
3 5
2. Soit la suite (vy,) définie par vg = 10 et, pour tout entier naturel n,v,41 = Un7+ .

Montrer par récurrence qu’elle est minorée par T
Correction exercice 3

n
1. Soit la suite (uy) définie sur N par u, = % On veut montrer que (u,) est majorée par 2.
n
Méthode 1 : directe

2 2 2
a. Vne N, 2 — n__znt n nte_

n+1 n+1 _n+1_n—|—1_
b.VneN, >0

Un

n+1
n
donc, en multipliant par —1, ——— < 0
n+1
donc, en ajoutant 2,2 — -t < 2

donc u, <2
Méthode 2 : avec la fonction associée

a. a) f est dérivable sur Rycomme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule
paset Vz € Ry, f/(x) = —ﬁ.
Vr e Ry, f'(z) <0 donc f est décroissante sur R..

b. Vn € N, n > 0 donc, par décroissance de f sur R, f(n) < f(0).
Or f(0) =2 donc, Vn € N | u,, <2

donc la suite (uy) est majorée par 2 .

2. Démontrons par récurrence que la suite (vy,) est minorée par 1 c’est a dire, pour tout n € N, v, > 1

Pour n € N, soit P(n) la proposition : « v, > % » .

Initialisation : vy = 10 donc vy > 2 donc P(0) est vraie.
Hérédité : On suppose P(n) vraie pour un n € N fixé.

Montrons que P(n + 1) est vraie c’est & dire v,41 > 2

D’aprées I’hypothese de récurrence v,, > 1
3 5

donc ?vn > - X 1
3 5_ 15 5
>

d e oS ¢
onc7vn+7_28+7



| Ot

donc vy 41 >
Donc P(n+1

Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire donc :

est vraie.

~—

5
Pour tout n € N, v, > 1 donc la suite (vy,) est minorée par T

Exercice 4

Limites

Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite de la suite (uy,).

1. un:nz—l—% 4. up=n>—3n+5
2. u, = (3n1+ 5)(—2n + 3) 5. u, = 7:;135
341
3. Uy = Sy 6. up = (n>+n) (L + L)

Correction exercice 4

1. lim n?=+4c0

n—-+0o
et lim ==0

n—-+0o
donc, par limite de somme, lim wu, = +o0.
n—-+00
2. lim (3n+5)=+4occet lim (—2n+3)=—oc0
n—-+o0o n—-+o0o
donc, par limite de produit, lim wu, = —oo.
n—-+4o0o
3. Par limite de somme, lim (3 + %) =3
n—-+o0o

et lim (n2 + 1) = +00

n—-4o0o

donc, par limite de quotient, lim w, = 0.

li
n—-+00

4. On a une forme indéterminée du type « oo — co »

Pour tout entier naturel n non nul, v, =n3 —3n+5=n3 (1 — % + %)
lim n3 =400
n—-+00
. : 3 5\
et par limite de somme, ngrfoo (1 -5+ ﬁ) =1
donc, par limite de produit, lim wu, = +oo.
n—-+0o
5. On a une forme indéterminée du type " 32"
neg _ n(143) 143

Pour tout entier naturel n non nul, u, = = =
» Un = 52105 = 5 (1+%) "(Hn%)

lim (1+%):1et lim n =4

n—-+00 n——+00

o . . 5\ . 3\
donc, par limite de produit, ngrfoon (1 + ?) = +oo et ngrfoo (1 + E) =1
donc par limite de quotient, lim w, = 0.

n—-+00

6. On a une forme indéterminée du type « 0 x oo »

Pour tout entier naturel n non nul, u, = (n2 + n) (% + n—lg,) =n+ % + # +1

Par limite de somme, lim w, = 4oc0.
n—-+0o



Exercice 5

Convergence
Soit la suite (u,) définie par ug = 0 et pour tout entier naturel n , uy+1 = %un + 3.
Le but de cet exercice est d’étudier la convergence de la suite (u,) de deux maniéres.

Méthode 1
1. Conjecturer graphiquement la limite de cette suite.
2. a. Montrer que la suite (u,) est majorée par 6 .
b. Montrer que la suite (u,) est croissante.

c. En déduire que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.
Méthode 2 On considere la suite (v,,) définie sur N par v, = u, — 6

1. Démontrer que la suite (v,,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.
2. Exprimer v, puis u, en fonction de n.

3. En déduire que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.
Correction exercice 5

Méthode 1

1 uo Uy U2  U3U4
Tracons :
D, la droite d’équation y = x
1
D, la droite d’équation y = PR +3

uy, semble converger vers 6.



2. a. Démontrons par récurrence que la suite (u,) est majorée par 6 c’est a dire, pour tout n € R, u, < 6.

Pour n € N | soit P(n) la proposition : « u, <6 »
Initialisation : uyp = 0 donc uy < 6 donc P(0) est vraie.

Hérédité : On suppose P(n) vraie pour un n € N fixé.

Montrons que P(n + 1) est vraie c’est a dire up4+1 < 6

D’aprées I’hypothese de récurrence, u,, < 6 donc %un < 3 donc %un 4+ 3 <6 donc upy1 <6
Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, on a :
Pour tout n € N, u,, <6 donc la suite (u,) est majorée par 6 .

b. On peut le faire par deux méthodes : Méthode 1 par récurrence ( voir exercice 2 question 2) ou
directement :
Vn €N, un+1—un:%un+3—un:—%un+3
Or Vn € N: u, <6 donc —%un > —3 donc —%un—|—3 >0
Dot Vn € N : upq1 — uy, > 0 donce la suite (uy,) est croissante.
c. La suite (u,) est croissante et majorée par 6 donc, d’apres le théoreme de la limite monotone, (uy,)
converge vers un réel L.
Vn € N,upy1 = %un +3
D’une part, limy, o0 Un4+1 = L.
D’autre part lim, ., u, donc, par limite de somme et produit, lim, 4 Up+1 = %L +3
Donc, par unicité de la limite, L = %L +3< L=6.

Donc la suite (u,) converge vers 6 .
Exercice 6
Soit u la suite définie par ug = 2 et, pour tout entier naturel n, par
Upt+1 = 2Up + m?—n
On considere également la suite v définie, pour tout entier naturel n, par
vn:un+2n2+3n+5

1. L’extrait, ci-dessous, d’une feuille de calcul réalisée avec un tableur présente les valeurs des premiers

termes des suites (uy,) et (vy,) .

A B
1 n U v
2 0 2 7
3 1 4 14
4 2 9 28
5 3 24 56
6 4 63
7
8
9
10




Quelles formules, étirées ensuite vers le bas, peut-on écrire dans les cellules C2 et B3 pour obtenir les
termes successifs des deux suites ?

2. Déterminer, en justifiant, une expression de v,, et de u,, en fonction de n uniquement.
Correction exercice 6

1. Dans C2, on saisit « = B2+ 2% A2"2 4+ 3% A2+ 5 » et dans B3, on saisit « = 2% B2+ 2% A2'2 — A2 »

2. D’apres les résultats du tableur, on conjecture que la suite (v,,) est une suite géométrique de raison 2 et
de premier terme vg =7 .

Pour tout n entier naturel :

Vpg1 = Uns1 +2(n+1)2+3(n+1)+5
=2u, +2(n*+2n+1)+3n+3+5
:2un+4n2+6n+10
= 2(ty 4 202 + 30+ 5)

:’UTL

On a bien vérifié que (vy,) est géométrique de raison 2.
Son premier terme est vg =ug+5=7

Donc Vn € N, v, =7 x 2" .

On en déduit que Vn € N, u, =7 x 2" — (2n2 +3n +5) .



