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Séance 1 : L’ensemble des nombres réels

Exercices

I Manipulation d’inégalités

Pour bien démarrer

Exercice 1.
Montrer que pour tous réels x et y, on a : ||z| — |y|| < |z —y| < |z] + |y|.

Exercice 2.
Montrer que pour tous réels x et y, on a :

max(z,y) +min(z,y) =z +y

T+y+lr—yl
max(z,y) = —
: _rty—lz—yl
min(z,y) = — 5
Exercice 3.
Résoudre les inéquations suivantes.
1. |z+2/<1; 2. |3z + 2| < |—4z + 12].

Exercice 4.
Résoudre les équations suivantes.

1. Ve —2=3—=x; 2. x =+x+ 11 —5.

Exercice 5.
Soient x et y deux réels positifs ou nuls.

1. Montrer que : \/x +y < VT + /Y.
2. En déduire que si x >y, on a : /T — \/y < /T — Y.
3. Montrer que : ‘f— \/ﬂf < V)T -yl

IIT Partie entiere

Pour bien démarrer

Exercice 6.
Soit A € Ry, dans chacun des cas suivants, déterminer le plus petit entier naturel n vérifiant l’inégalité
proposée.

1.3n—4> A 2. n’+2n+1>A S vVnZ+2n+3> A

Exercice 7.
Soit e € R%, dans chacun des cas suivants, déterminer le plus petit entier naturel n vérifiant l’inégalité
proposée.

n—1

—-1| < 8, ———<¢
n+2 ’ c Vn? +4n +5

N

1. —e <

<e 2.

4+n




Exercices avancés

Exercice 8.
1. Montrer que pour tous réels x ety, ¢ <y — |z| < |y].
2. Montrer que pour tout réel x et pour tout entier relatif n, |z +n| = |z| + n.
3. Montrer que pour tout réel x non entier, |—x| = — |x] — 1.
4. Montrer que pour tous réels x ety, |z] + |y] < |z+y| < |z] + |y] + 1.
5. Montrer que pour tous réels ety : |z +y| — |z| — |y] € {0;1}.

Exercice 9.
Résoudre dans R ’équation : |2z + 2| = | —1].

IV  Propriété de la borne supérieure

Exercice 10.
Soient A et B deux parties non vides de R telles que A est bornée et B C A.

1. Justifier Uexistence des nombres sup(A),sup(B),inf(A), inf(B).
2. Comparer ces nombres.

Exercice 11.

Dans ce qui suit, A désigne une partie de E, déterminer, lorqu’ils existent, les nombres min(A), max(A),
infg(A), infr(A), supg(A) et supg(A4).

1. A={2", neN} dans E = N; 3. A={2",re€Q} dans E =R.

2. A={2",n€Z} dans E=Q;

Exercice 12.
Soit A une partie non vide et bornée de R.
On note : —A = {—a; a € A}.

1. Montrer que —A est bornée.

2. Montrer, aprés avoir justifié l'existence de ces nombres, que :

sup(—A) = —inf(A)
inf(—A) = —sup(A)

Exercice 13.

1. Montrer que toute partie non vide magjorée de Z possede un plus grand élément.

2. Montrer que toute partie non vide minorée de Z posséde un plus petit élément.




Séance 2 : Les suites numériques

Exercices

I Limite d’une suite réelle

Pour bien démarrer

Exercice 1.

Soit A > 0, dans chacun des cas suivants, déterminer un rang a partir duquel [’inégalité proposée est vérifiée.

1. bn+cosn > A 2 "
° 4n+2

_ 2
> A g —nt—e2Mtl LA
Exercice 2.

Soit € > 0, dans chacun des cas suivants, déterminer un rang d partir duquel [’inégalité proposée est vérifiée.

1 4 (=17 &=
PRl ) g, |Amtcos2n 4] 03" -1}
2n2 3n 3 2n +1

Exercices avancés
Exercice 3.
L’objectif de cet exercice est de montrer ['unicité de la limite d’une suite convergente. On raisonne par

labsurde en supposant donc lexistence de deux réels distincts, 1y et ly tels que (uy)nen converge versly et ls.
On suppose en outre que l; < .

lo —1
1. Justifier Uexistence d’un entier naturel ny vérifiant : Yn € Nyn > ny = |u, — 1| < 2 1

2
) . , . L la =1
2. Justifier lexistence d’un entier naturel ny vérifiant : Vn € Nyn > ny = |u, — lo| < >
o , , .. lo =1y
3. En déduire lexistence d’un entier naturel ng vérifiant : Vn € Nyn > ng = |up, —l1| < 5 et
lo — 11
|Un = l2| < .

4. Conclure.

Exercice 4.

n—1
1. En utilisant la définition, montrer que la suite <> tend vers 1.
n+3 neN

2. En utilisant la définition, montrer que la suite < tend vers 0.

n? 3= 1l ) neN
Exercice 5.

Montrer que toute suite convergente est bornée.




II Opérations sur les limites

Pour bien démarrer

Exercice 6.
Déterminer la limite de chacune des suites dont on donne le terme général :

1. VneN, u, =n’?—2n 5 VneN, u, = .

vn+1—4/n
2.VneN, u, =-3n2+2n>+5n—6 vn

dn—9 6 VneN u = Ytl-n
3.Vn€N,un=m ' Tt V¥ l—y/n
—2n3 +3n+1
. VneN, u, = —L TT 2
4 Ve N un = e

Exercice 7.
Déterminer la limite de chacune des suites dont on donne le terme général :

—1)"3" o _ a1
1. VneN uy, = ——— ) SUp = ————
w L (—0.1)" 4. YneN, u e
1 1 1
(—a)t R R I P S
Q.VnGN,UnZST mEN, Un +2+4+ +2n
n k
2"+ ()" 6. VneN, u, =S U
3V EN’ T — R . n e s Up
NES U T S 3 ;) e

.

Exercices avancés

Exercice 8.

L’objectif de cet exercice est de montrer que la somme de suites convergentes est une suite convergente de
limite la somme des limites. Soient donc (un)nen et (vn) deux suites convergentes de limites respectives 1 et I,
montrons que la suite (u, + vy )nen converge de limite | +1'. Fizons & > 0.

1. Justifier Uexistence d’un entier naturel ny tel que pour tout n € [ny;+oof, on a : |u, —I| < §.

2. Justifier Uexistence d’un entier naturel ny tel que pour tout n € [ng; +oof, on a : v, = 1'| < 5.

8. Montrer qu’il existe un entier naturel ng tel que pour tout n € [ng;4o0o[, on a : |u, —1| < § et |v, —I'| < 5.
4. Conclure.

Exercice 9.

Montrer que la somme d’une suite qui tend vers +oo et d’une suite minorée est une suite divergeant vers
+o00.

Exercice 10.

Montrer que le produit d’une suite qui tend vers +oo et d’une suite minorée par un réel strictement positif o
partir d’un certain rang est une suite divergeant vers oo




IIT Théoremes d’existence

Pour bien démarrer

Exercice 11.
FEtudier la convergence des suites dont on donne ci-dessous le terme général.

= 2
1. Vn € N* u, = sin(n”) ;
n
3
5
2. VneNu, = —
3n3 + cos(n) + 3
2n? + (—1)"
3. VneN* up=————7;
mENLUn =y n(=1)"
a® — b"
4. VYn €N, un:m avec a € RY et b € RY.

Exercice 12. 9

3—u,

Soit (un)nen la suite définie par ug = 1.8 et pour tout n € N, up4q1 =

1. Démontrer que la suite est bornée par 1 et 2.
2. Démontrer que la suite est décroissante.
3. En déduire que la suite est convergente et préciser sa limite.

Exercice 13.

27l
Soit (un)nen la suite de terme général : Vn € N, u,, = .
Vn!
1
1. Montrer que pour tout n € [15,4+00[![, on a : Upt1 < 2 Un-

n—15
1
2. En déduire que pour tout n € [15,+00[![, on a : 0 < u,, < (2> Us.

3. Déterminer la limite de la suite (up)neN-

Exercices avancés

Exercice 14.

Soit (un)nen une suite numérique et (Upn))nen une suite extraite de (un)nen. Montrer que toute suite
extraite de (Up(n))nen est une sous-suite de (Un)nen-
Exercice 15.

Soient (un)nen une suite réelle et I € R. Montrer que (un)nen est convergente de limite | ssi les suites
extraites (Usn)neN, (Usn+1)nen €t (Uspt2)nen Sont convergentes de limite (.




Séance 3 : Limites de fonctions

Exercices

I Définitions et premieres propriétés

Pour bien démarrer

Exercice 1.

p %
FEtudier les limites aux bornes de la fonction x —

2z + |z|’

Exercices avancés

Exercice 2.

1
Montrer que f : x — sin () est décroissante au voisinage de +00.
x

Exercice 3.
T+ 2

Vr—1

tend vers +o0o en 1.

En utilisant la définition, montrer que f : x —

ITI Opérations sur les limites

Pour bien démarrer

Exercice 4.
Déterminer les limites auzx bornes des fonctions suivantes :

1. x— -4 + 522+ +1 5. z—Vz2+1l—12
9 gy 2 6. z— (e® +1)(5 — e~?)
2 -9
T _ -z
—2z2 +1 7.33|—>u
3 r— — et e *
rz—1
3
4. x— Va2 +1 8-x'—>2+em

Exercice 5.
Déterminer les limites auzx bornes de chacune des fonctions définies ci-apreés.

19 —32% + 18z — 22
1. f(z) =52% 43z — — . =
fle) z 5 fl@) 22 —6x+9

2. f(x)=1—a— 2"

5 = (5+2) b o) = e

—4+ 32 )
4- flx) = 32 7. f(x) =ev T
Exercice 6.
z+b

Soit la fonction f:x —> (c#0), soit € sa courbe représentative.

cx +d
Déterminer les valeurs des réels b, c et d sachant que :

o 5 admet une asymptote horizontale d’équation y =2 ;
o G5 admet une asymptote verticale d’équation v = —1;

e lim f(z)=1.

x—0




Exercices avancés

Exercice 7.
Déterminer les limites suivantes :

. . Vr—+vVa—+vx—a .
1. IEIEOO< :z:—i-\/E—\/:E) 3. il_r)r}l W (a €RY)

gl _ gntl ) T+\T+ /T

a m
I R.n € .l
2. lim p— (a€R,neN) 4 z—+oo Vo +1

T—a xrn

Exercice 8.
Déterminer les limites suivantes :

1. lim (\/x3+m—\/m3+1>; 2. lim (f’/x?’—l—xQ—i/x?’—xz),
—>+0o0 —>+00

x x

IIT Théorémes d’existence

Pour bien démarrer

Exercice 9.

Déterminer les limites auz bornes de chacune des fonctions suivantes :

1. f:xz+— 23 — cos(z) 3 f:x 5sin(z) — 2z

z—3
. x sin(x)

2. fixr— 2?2 + xsin(z) 4 f'x%arQ—&—QcosQ(x)
Exercice 10.

Etudier les limites auzx bornes de chacune des fonctions suivantes :

1. frz— |2 2. frx—a+ |z 3 frxr—x|x]

Exercices avancés

Exercice 11.

. 1
FEtudier les limites aux bornes de [ :x —— x {J .
x

Exercice 12.
Montrer que x — sin(cos ) n‘admet pas de limite en +o0o.

Exercice 13.
Etudier les limites auzx bornes des fonctions suivantes :

1 1 1
1. x — cos(z) + sin () ; 2. x — cos(x) sin <) ; 3. x — xsin ()
7 i i

Exercice 14.

Déterminer toutes les fonctions f : R — R telles que pour tous z,y € R, f(z +y) = f(z) + f(y) et
flzy) = f(2)f(y).

On admettra que tout nombre réel est limite d’une suite croissante de nombres rationnels et d’une suite
décroissante de nombres rationnels.




Séance 4 : Continuité

Exercices

I Définitions et premieéres propriétés

Pour bien démarrer

Exercice 1.
Déterminer les réels a et b tels que la fonction définie ci-dessous soit continue sur R :
fr R — R
22 —1
T z? -2
ar+b sisiz€]—3,3|

si |zl =3

Exercice 2.
Etudier la continuité de chacune des fonctions suivantes.

_ T _q
M siz#0 ¢ siz<l,xz#0
1. firz+— x 2
1 stx =0 e—lxx -1 x> 1
= st x
. 4. frx— 2 x—1
e’ —1 . .
siz#0 1 siz=0
2. fix+— z
1 stx =0 0 siz=1
r—1
¢ six>1
S frzr—q o1 Y21 o
X
5 o1 S
Exercice 3.
Etudier la continuité de chacune des fonctions suivantes.
1. frx— || 2. fix— |z]+ |1 -z 3. frx— |x] + (z— |x])?%

\.

Exercices avancés

Exercice 4.

1
Déterminer 'ensemble de définition et de continuité de x —s (—1)L%] (x — |z] — )

2

Exercice 5.
Soient f et g deuz éléments de €(R,R), montrer que max(f,g) et min(f,g) appartiennent a € (R,R).

Exercice 6.
Déterminer toutes les fonctions f € € (R%,R) telles que pour tous x,y € R, f(zy) = f(x)f(y).

Exercice 7.
Déterminer toutes les fonctions f : R — R continues en 0 telles que pour tout x € R, f(2z) = f(x).




II Deux théoréemes fondamentaux

Pour bien démarrer

Exercice 8.
Soient f et g les fonctions définies sur R par :

flz) =2%(1 —e®?) et g(z) = (x+2)e® 4 -2

1. Montrer que l’équation g(x) = 0 admet une unique solution dans R, que 'on notera o dans la suite.

043

a+2

2. Montrer que f admet un mazimum sur Ry, donnée par

Exercice 9.
Soient n € N* et k € R

1. Montrer que Uéquation z™ + 2™~ 1 + - - - + 22 + = = k admet une unique solution strictement positive.

2. Montrer que cette solution appartient ¢ ]0,1[ sin > k.

Exercice 10.
Déterminer le nombre de solutions de Iéquation e* = x2.

Exercice 11.
Soit n € N*, soit f,, la fonction définie sur R par :
fo(z) =2° +nz — 1

1. Montrer que l’équation f,(x) =0 admet une unique solution dans R, que l’on notera u,, dans la suite.
2. Montrer :
Vn € N*, u, <

S|

3. En déduire la convergence de la suite (U )nen--

4. Montrer que la suite (nu,)nen= admet une limite finie.

Exercices avancés

Exercice 12.
Soient f et g deuz fonctions continues sur [a,b], telles que f(a) = g(b) =1 et f(b) = g(a) = 0.
Montrer qu’il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) = 2020!g(c).

Exercice 13.
Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que f(0) = f(1).

1 1
Montrer qu’il existe a € [O, 2} tel que f (a + 2) = f(a).
Exercice 14.
Déterminer toutes les fonctions f € € (R,R) telles que pour tous x € R, f2(x) = 1.

Exercice 15.
Soit f € €([a,b],R).
1. Montrer que si f([a,b]) C [a,b], alors f admet un point fize.
2. Le résultat demeure-t-il vrai si [a,b] C f([a,b]) ?

Exercice 16.
Soit f € €(R.,R), montrer que si f tend vers +0o en 400, alors f admet un minimum sur R, .




Séance 5 : Bilan

I L’ensemble des nombres réels

Pour bien démarrer

Exercice 1.
Résoudre les inéquations suivantes.

1. Va2 +3x—4 <2 —=z; 2. V5—z<x+3.

Exercice 2.
Montrer que pour tous réels x,y,z, on a :

332+y2+22 Zxy +yz+zx
Etudier le cas d’égalité.

Exercice 3.
Montrer que pour tous x,y € [-1,1], on a :

2% — 3| < 3|z —y|

Exercice 4.
On dit qu’une fonction f est lipschitzienne sur un intervalle I ssi il existe un réel k > 0 tel que pour tous
réels x,y dans I, on a : |f(z) — f(y)| < k|z —yl.

1. Soit f une fonction affine. Montrer que f est lipschitzienne sur R.
2. Soient a et b deux réels tels que a < b. Montrer que la fonction carré est lipschitzienne sur [a;b].

3. Montrer que la fonction valeur absolue est lipschitzienne sur R.

4. Montrer que la fonction f définie par : f(x) = Va2 + 1 est lipschitzienne sur [0, 2].

Exercices avancés

Exercice 5.

1
1. Montrer que pour tout n € N*, y/n+1—/n < 7 <+v/n—+/n-—1.
n

1 10000 1

2. En déduire la partie entiére de S = —

=7

Exercice 6.
Résoudre dans R ’équation : |2z — 2| = |2 — z|.

Exercice 7.
Dans ce qui suit, A désigne une partie de E, déterminer, lorqu’ils existent, les nombres min(A4), max(A),
infg(A), infr(A4), supg(A) et supg(A).

L A= (-1, n € N dans B =1; 2 4= (MU e a0
n+1 ’

G 0.
Q,A—{n+1,n€N dans E = Q;

Exercice 8.
Soient A et B deux parties non vides et bornées de R.
On note :

A+B={a+b;ac Abec B}
AB = {ab; a € A,b € B}

10



1. Montrer que A + B est bornée et :

sup(A + B) = sup(A) + sup(B)
inf(A + B) = inf(A) + inf(B)

2. On suppose de plus que A et B sont inclus dans R .

(a) Montrer alors que AB est bornée et :

sup(AB) = sup(A) sup(B)
inf(AB) = inf(A) inf(B)

(b) Ce résultat demeure-t-il vrai si on ne suppose plus que A et B sont inclus dans Ry ?

11




II Les suites numériques

Pour bien démarrer

Exercice 9.
Soient (Un)nen €t (Un)nen deux suites réelles convergeant respectivement vers | et I'. Montrer que les suites
($n)nen et (tn)nen de terme général :

Vn € N, s, = min(up,v,) et t, = max(un,v,)
convergent respectivement vers min(l,1") et max(l,1").

Exercice 10. 1
Soit (bp)nen la suite définie par bg = 1 et pour tout n € N b, 11 = gbn +n—2.

1. Montrer que pour tout entier n > 5,b, > n — 3.

2. En déduire la limite de la suite (by)nen-

Exercice 11.

2u )
Soient (Un)nen €t (Un)nen deuz suites définies par ug = 2,v9 = 10 et pour tout n € N, up4q = % et
Up, + 30y,
Un4l = ——

1. Montrer que la suite (wy)nen de terme général : ¥n € N, w,, = v, — u,, est une suite géométrique.
2. Montrer que les suites (un)nen €t (Un)nen sont adjacentes.
3. Montrer que la suite (t,)nen de terme général : Vn € N, t,, = 3u,, + 4v,, est une suite constante.

4. En déduire la limite commune des suites (up)nen €t (Un)nen-

Exercice 12.
ug € R

Ftudier la convergence de la suite (u définie par :
) (tn)nen défi p {Vn EN, Upy1 = duy — 2

On pourra commencer par raisonner sur un graphique.

Exercices avancés

Exercice 13.
Etudier la convergence des suites dont on donne ci-dessous le terme général.

n n n
I.VYneN  upy=——+ ———+ -+ ——
" » U n2—|—1+n2+2+ +n2+n

2. ¥n € N*, u, = % (lz] + [22] + -+ [nx]) (0w z est un réel fixé).

Exercice 14.
Soient (un)nen €t (Un)nen deuz suites définies par ug = 0,v9 = 2 et pour tout n € N,

3u, +1 3v, +1

Unt1 = — el Upy1 = 1

Montrer que ces deux suites sont convergentes et convergent vers un méme réel que l’on déterminera.

Exercice 15.
1. Montrer qu’une suite réelle croissante qui admet une suite extraite convergente est convergente.

2. Montrer qu’une suite réelle croissante qui admet une suite extraite majorée est convergente.

3. Soit (un)nen une suite réelle croissante telle que :

Vp € N, |ugp+1 — ugp| < %

Montrer que la suite (u,)nen est convergente.

12



Exercice 16.
Etant données deux suites (un)nen €t (Un)nen @ valeurs dans [0;1].
Montrer que si lirrJlr UnUy, = 1, alors les suites (Un)nen €t (Un)nen convergent. On précisera leurs limites.
n——+0oo

13




IIT Limites et continuité

Pour bien démarrer

Exercice 17.
Etudier les limites auzx bornes de chacune des fonctions suivantes :

1. f: 2+ xcos(z) 2 fiz—s cos(x) 3 fizr x cos(z)
x + cos(x) 2+

Exercice 18.
Etudier les limites aux bornes de chacune des fonctions suivantes :

1 f:xr— x?+ (-1)l= 2. fixr—ax—|x] 3.f:91:|—>i

Exercice 19.
Soit a un réel et f, la fonction définie sur R par :

falz) =224+ 2% +a
Etudier selon les valeurs de a le signe de f,.

Exercice 20. 2
Déterminer le nombre de solutions de l’équation e=* =e* — 1.

Exercice 21.
Soit f la fonction définie sur R par :

2
fo) = ——
Déterminer le nombre de points fizes de f.
Exercice 22.
Soit f la fonction définie sur R par :
J@) = +a

1. Montrer que, pour tout n € N, l’équation f(x) = n admet une unique solution dans R, notée x,, dans la
sutte.

2. Etudier la monotonie de la suite (n)nen.

3. Montrer :
Vn € N, In(n —lnn) <z, <Ilnn

4. En déduire la limite de la suite (x,,)nen, puis celle de la suite (&) .
Inn/nen+

Exercices avancés

Exercice 23.

On dit qu’une fonction f est lipschitzienne sur un intervalle I ssi il existe un réel k > 0 tel que pour tous
réels x,y dans I, on a : |f(z) — f(y)| < k|z — y|. Montrer que si f est lipschitzienne sur I, alors f est continue
sur I.

Exercice 24.
Déterminer toutes les fonctions f : R — R périodiques qui possédent une limite en +oo.

Exercice 25.
Soit f € €(R,R), montrer que si |f| est constante sur R, alors f l'est aussi.

Exercice 26.
Soient f € €(R,R) et g : R — R une fonction bornée.
Montrer que fog et go f sont bornées.

Exercice 27.
Soient a,b € R, a < b, soit f € €(]a,b[,R). On suppose que f posséde des limites finies en a et en b.

1. Montrer que f est bornée.

14



2. En supposant que a et b sont des réels, f posséde-t-elle un maximum et un minimum ?

Exercice 28.
Déterminer toutes les fonctions f : R — R continues en 0 telles que pour tout x € R,

f(22) - f(x) = .

15
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