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Des Questions Indépendantes

1) On admet que pour tout réel x > 0, on ait: —1 < e < —e *.

a) Ona chi_r%(—e‘x) = —1, par composition et produit. Le théoréme des « gendarmes » nous permet de
x>0
x
tirer la conséquence ; lim (e 1) =—1.
x -0

X
conclure que x>0 .
xe xe
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b) Soit x > 0, si on développe (e 1)e*, on obtient 1 — e*, d’ou 1" = er—Der = ei T (

X

en

simplifiant par e*)

xe* X1
1_

est l'inverse de <

ex x

c) Onremarque que le réel

. .. . . xe*\ _
(voir b). Par limite de quotient chlgr}) (—) =—-1

1—e*
x>0

2) (IDsuffit de développer (x —Vx2 + 1)(x + Vx2 + 1), identité remarquable, pour obtenir :

2 _ (x2 =— ACTi — /%2 e S
x—(x*+1) 1. On écrit alors x x2+1 —

je préférerais une justification de la limite de la composée plutot que cette phrase
On justifie facilement que HT (x +Vx?Z + 1) = 400, par composition et somme de limite. Enfin,
X —>+00

lim

-1 _ . s 1 N _
im (—x+m) = 0, par quotient et produit. D’ou xl—l>r-ll-loo(x Vx2+1)=0.

X

3) Soit f la fonction définie sur R par f(x) =

eX —2x

Pour tout x réel non nul, f(x) = exx = ef = exl (On simplifie par x)
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e lim (é - 2) = 400, par croissance comparée et somme. Enfin, liT f(x) = 0, par quotient de
X —>+00

X o400 \ X
limite.

) lim 67 — 2 = —2, par quotient et somme de limite. Enfin, lim f(x) = —%, par inverse de limite.
X >—00 X >—00

les asymptottes devraient étre données aprés chaque limite

EXERCICE 1

Partie A : Questions de cours

1. L’équation réduite de la tangente a la courbe représentant la fonction exponentielle dans un repére du
plan, au point d’abscisse 0 esty = x + 1 On ne justifie pas cela, ni la convexité de exponentielle??

2. On sait que la fonction exponentielle est convexe sur R, ainsi sa courbe est située au-dessus de toutes
ses tangentes en particulier celle en 0, d’équation y = x + 1. D’ou, pour tout réel x, e* > x + 1.

Partie B

1. Dans toute la suite de I'exercice, on considére la fonction f définie sur [0; +oo[ par:

x+1
f@=3-—
1 1 . 1 . . . ..
a) Ona Pl_X412 et lim (2+—=)= 0, par croissance comparée et inverse de limite.
e~ ex ex x >+0o \e¥ e~

D’ou, lirE f(x) = 3 par produit et somme de limite. La courbe de f posséde donc une asymptote
X = [e¢]
d’équation y = 3.
b) f est dérivable sur [0; +o[ comme quotient et somme de fonctions dérivables.

Et, Vx>0, f'(x) = — X -Gtbe?  efoxer—er  —xel ex—x donc f'(x) = 0. Ainsi f @8lstrictement
croissante sur [0 ; +oo].

er er er

X 0 400

N

la fleche est a I'envers et la limite est 3
0

Variations de f

2. On considére la fonction g définie sur [0; +oo[, par g(x) = f(x) — x.
a) g est dérivable sur [0; +co[ comme produit et somme de fonctions dérivables.

Bt vx 2 0,9'00 = f() ~1=5-1= %% Soitg'() =~

ox
b) D’apres A2), e* > x + 1, donc e* > x, ainsi x — e* < 0, et par conséquent, x;—jx <0.
c) L’équation f(x) = x est équivalente a I'équation f(x) —x = 0, soit g(x) = 0.
e Sur[2; 3], g est continue (car dérivable) et strictement décroissante car g'(x) < 0.
e Enplus, g(2)=1-—5~06>0 et g(3) =—=<0.Dol g(3) <0< g(2).
Par le corollaire du Théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation g(x) = 0, posséde une unique
solution @ dans [2; 3]. Soit f(a) = «a.
A l'aide de la calculatrice, on obtient : 2,76 < a < 2,77.
Up+1
elin :

Montrer, par récurrence sur n, que la suite (u,) est croissante et majorée par «a.

3. On considére la suite (u,,) définieparu, =1 etvneN, u,,; =3 —

Pour tout entier naturel n, P(n) désigne la propriété : « u, < U1 < a»

e Initialisation : ug =1 etu; =3 — % =3 —2/e = 2,26, ainsi u, < u; < a. P(0) est vraie.
o Hérédité : Supposant, pour un certain entier naturel n, que P(n) est vraie,

supposons .
Alors, U, < Up4q < adonc f(u,) < f(uns1) < f(a), car f est croissante sur [2; a].

Par hypothése de récurrence 3
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De plus
ET comme f(uU,) = Ui ; Unsz = f(Unsq) € f(a) = a, alors, Uy < Upse < a. P(n+1) est donc vraie.

e On conclut, par le principe de récurrence, que pour tout entier naturel n, u,, < u,,;; < a.

d) La suite (u,,) est convergente vers une limite L, car croissante et majorée par «a, par le théoréme de la
convergence monotone.

I|m0|ed|s juste ontinue (u_n) converge sLd nc f(L)=L
e) On ad'une part liT u, =1Let onc 1m u,fﬂ = Ielgt au%re par(t n>1 ?( %g (?5 est (L)
X o>+
continue sur [2; 3]. Par unicité de la I|m|te d’une suite on a liT un+1 = 11rJr3 f(uy,). Soit f(L) = L.
X —>+00 X —>+00
La limite de la suite (u,) est le nombre « (car f(a) = a) dont un encadrement a été donné ci-dessus.

EXERCICE 2
Un cube ABCDEFGH d’arréte 8 et traversé par 2 aiguilles suivant les droites (IT') et (JJ'). Elles pénétrent
toutes les deux par la face supérieure EFGH du cube, la premiére au point I tel que El = %(ﬁf + ﬁi) la

seconde au point J tels que EJ = 7 (EF + EH).
Elles ressortent par des faces latérales. La premiere au point I' de la face BCGF tels que :
BI = %ﬁ + %ﬁ La seconde au point J' de la face ABFE tels que : 4]’ = %Zﬁ + %E

On souhaite répondre a la question : Les deux aiguilles se touchent-elles ?
1) Justifier, a I'aide de la relation de Chasles, les égalités vectorielles suivantes :
a) 1= - Bl = 1 (EF + EH) -  (F + EH) = 2EF + 2FA.
b) Par la relation de Chasles, on obtient : I’ = IE + EB + BI' = —%(ﬁ +EH) +EA+EF + %ﬁi - %ﬁ

Car BC = EH et ﬁ=—ﬁ.Ainsiﬁ7=§ﬁ+§ﬁ+%Eﬁ.

c) Par larelation de Chasles, on obtient : 1]’ = IE + EA + AJ' = El = —%(ﬁ +EH) +EA + %ﬁ — %ﬁ
Car AB = EF. Ainsi, 1]’ = gﬁ 1 %ﬁ = %E‘Ti

nuls tels -
2) Supposons qu'il existe un couple de réels (x; y) non nul telle que [ =xII' + yIJ'.

[=xIU+y1/ & 2EF+2EH =x(ZEA +2EF +EH)+y(ZEA+2EF —1EH)
= %Eﬁ+%ﬁf ( x+= y)EA+( x+= y)EF+( x——y)EH

Les vecteurs EA, EF etEH sontnon coplanaires, par identification, on obtient :

x+ly=0

8" 87 x+y=0 L 3x =3 L+ L x=1

Txtiy=: o {7x+3y=3 L, o {7x+3y=31L, < {7x1+3x(-1)=4%3
1 1 3 2x—y =3 Lj y=2x—3 Lj y=-1

(x5 =3

4 8 8

La contradiction est que le couple (1; —1) ne vérifie pas la deuxieme équation.

3) D’apres la question (2) les trois vecteurs I; I et W ne sont pas coplanaires et par conséquent les

quatre points 1,1, ] et J' ne le sont pas aL|JSSi. Les aiguilles (II') et (JJ’) ne peuvent jamais se toucher.
non plus



