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e Les calculatrices sont interdites.



Exercice 1
.1l ) ) 3 2
On considére la matrice suivante : A= 5 L

1. Déterminer le polynome caractéristique de la matrice 4. En déduire I'ensemble des valeurs
propres de la matrice 4 et leur multiplicité.

- _ _ L«—L+L
P () = det(A- ) = 3-A 2 || I=A 1-A | 1T
-2  —1-A -2  -1-A
En factorisant par 1 — A :
PA(k):(l—k)‘ 12 11 , ‘:(1—7»)(—1—7&2):(1—%)2 .

La matrice 4 admet donc une seule valeur propre double : A; = 1|.

2. Chercher l'ensemble des vecteurs propres de 4 associés a la valeur propre A4; = 1.

Cherchons les vecteurs propres de la matrice 4 associés a la valeur propre A; = 1, soit :

Yz( * J;{ g )telque: AY=N4Y S (A- DY = 0.
y

s T 0 R0 )

puis;( 2 2 j[ HO]@{ 242720y g e =)

y 0 —2x-2y=0

L'ensemble des vecteurs propres de 4 associés a la valeur propre A; = 1 est donc :

{y}:{[ - ]\xeR*}:{x( g )\xew}.
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Effectuer une vérification du calcul de P/.

3. Soit P la matrice suivante : P :{ J Vérifier que P est inversible et calculer P/,

* Calculons le déterminant de la matrice P :
det (P) =(—2x(—2))—2x1=2#0 => lamatrice P est inversible.

* Déterminons son inverse P/ a I’aide de la formule du cours :

P_lzl -2 -1 |_[ -1 -1/2
21 =2 =2 -1 -1

* Effectuons une vérification du calcul de P/ en calculant PP :

re-f 207 L 20 H

4. Montrer que P/AP est une matrice triangulaire supérieure égale a: T = ( (1) i j

P-lAp:l -2 -1 3 2 =2 1 |_1f -6+2 —4+1 -2 1
20l 2 2 =2 -1 )l 2 =2 ) 2| -6+4 —a+2 )| 2 =2

o piap 4 B2 1 [ 2 322 1 ) 4-3 243 )
2 =2 =2 2 =2 -1 -1 2 =2 2-2 =142

On a donc bien : P“AP:((I) i]:T.




* T3:T2T:( ?

I

* On en déduit : T’lz( (1)

1
0
n .

1 J pour n entier > 0.

Remarque : on peut démontrer ce résultat par récurrence.

1) Il est vérifié au rang n = 1.

1 n-1
0

aurangn: T"=T"'T = bon=1 R S .
0 1 0 1 0 1

ii1) La relation étant vraie au rang 1 et vérifiée au rang n des qu’elle I’est au rang n — 1, alors
elle est vraie quel que soit n entier > 0.

ii) Supposons qu’il soit vrai au rang n — 1, soit 7" = [ j et montrons qu’il est vrai

6. Montrer que A" =P T" P~!. En déduire 4" pour tout n entier > 0.

* P'AP=T & PP APP"'=PTP"' <|A4=PTP|
1

1

* A" = (PTP‘I)H — PTP'PTP .. PTP'PTP" & A"=PT P'PTP .. .PT P"'PTP = PT"P"

n fois 1 1

—|4"= PT"P|

* On en déduit :

2 2 )lo1 )2l 2 2 )22 = 2 2

soit-A":PT”p—lzl 4+4n-2 2+4n-2 |_1| 2+4n 4n

| 2\ —4-4n+4 —2-4n+4 ) 2\ -4n 2-4n
o | 4= prop | 142n 2
o 1-2n




Exercice 2

Soit le systéme linéaire (S) de 3 équations a 3 inconnues (x, y, z) :

Ax 4y 4z=1
(S):: x +Ay +z=1 ,avecA€R.
x4y 4Az=A

1. Donner I’écriture matricielle du systeme () sous la forme AX = B en précisant 1’expression
de 4, XetB.

Ax+y+z=1 X 1
)i x+Ay+z=21 <=> AX =B,avec: X=|y et B=| A
x+y+ Az =22 z 22
A1 1
On obtient directement pour la matrice 4 : A=l 1 4 1
1 1 A

2. Montrer que le déterminant de la matrice 4 peut s’écrire sous la forme :
det A=(A-1)(1+2).

Que pouvez-vous en conclure sur la matrice 4 et sur le systéme (S) selon les valeurs de 4 ?

A1 1
=1 2 1 =(1-2)
O 1_1 l_l L36L3_L2

S = >
—_— D =
Pk

ou l'on a factorisé par (1 — A1) le déterminant, la derniére ligne faisant apparaitre ce facteur
commun (cf théorémes 2, 3 et 5 du cours).

A1 2
En remplagant C3 par C3 + Co,ona: detA=(1-A)| 1 A1 1+1
0 1 0

On peut développer le déterminant par rapport a sa 3¢me ligne :

A2

detA=(1-)(=D)*"*x1
etd={1=-HD XX11+A‘

=—(1-)(A1+1)-2)=(A-1D(A+1*-2).




A=1 (évidente)

Les racines du polynome de degré 2 sont : { PR

On trouve la seconde par factorisation ou en calculant le discriminant (A=9).

On en déduit : [detA=(A-1)(A+2)(A-1)=(A-1)*(1+2)|

On constate que le déterminant de la matrice A est nul pour A =1 ou A=-2.

=> ‘la matrice A n'est inversible que si A #1 er A#-2|

‘Si A=1 ou A=-2,alors le systtme n’admet pas de solution uniquel.

3. Montrer que ce systéme est incompatible pour A = —2.
2x+y+z=1

Pour A = =2, le systéme s'écrit : { x—2y+z=-2 .
x+y—2z=4

On remarque qu'en effectuant L; + L> + L3, on obtient : 0 = 3, ce qui est impossible.
Donc le systéme n'admet pas de solution dans ce cas particulier.

On en déduit que le systéme est incompatible pour 4 = —2.

4. Résoudre ce systéme pour 4 = 1.

x+y+z=1
PourA=1,ona: yx+y+z=1<= x+y+z=1.
x+y+z=1

C'est I'équation d'un plan. Le systéme admet donc une infinité de solutions dans ce cas.

L'ensemble des solutions peut étre noté : | S = JL(x, v,l=x—y)\(x,y) € ]Rz} )




5. Inverser la matrice 4 pour A = 2.

2
*Pour A = 2, lamatrice 4 s’écrit: A=| 1
1

e \® Bl
DO = =

* Son déterminant vaut : |det A = (2—1)* (2+ 2) =4#0|

2 1 1 1 1 2
+ - +
1 2‘ 1 2‘ 11
11 2 1 2 1 oA
* Sa comatrice est : Com(A)=| — + - = -1 3 -1
1 2 1 2 1 1
-1 -1 3
4 11| |2 4 2 1
2 1 1 2
1 3 -1 -1
* On en déduit : [A™ = (Com(A)) =—| -1 3 -1
detA 1 -1 3
! 3 -1 -1 2 1 1 1 4 0 O 1 00
*Vériﬁcation:A_lA:Z -1 3 -1 1 2 1 :Z 0 4 0 |=| 010
-1 -1 3 1 1 2 0 0 4 0 0 1
6. En déduire la solution du systéme (S) pour A = 2.
X . 3 -1 —1 |1 3-2-4 | -3
AX=B<=>X=A"Bdou: X=|y|=—| -1 3 -1 ||[2|=—=]|-1+6-4 |=—|1
4 4
z -1 -1 3 Ji4 —1-2+12 9
e . 319
Ainsi I’ensemble des solutions de (S) pour A = 2 est:|S= (—Z;Z'Z) .




