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Exercice 1
. xZ 42 . x2 . .. , . e e
1) lim = lim — = lim —x = +oo. (limite d’une rationnelle en l'infini).
x> -0 1—Xx xX— —00 — X X— —00

2) Pourtoutréel x > 8,ona —1 <sin(x) <1, donc x__l < sin(x) <2

8 x—8
= 0, donc par le théoréme des gendarmes, lilll gx) =0.
X— 400

o carx—8>0.

. -1 .
Or lim = lim
x— +00 X —8 x— 400X —8

3) lim2 2x + 5 =9, par continuité.
X—

Le tableau de signe de 4 — x? est :

X —00 -2 2 +o0
Signe de 4 — x? - 0 + 0 -

Alors lim 4 —x*=0% et lim4 = —oo, par quotient.
x— 2 x— 2

x<2 x>2 x<2 x>2
2X_ X
4) Déterminer la limite en 0 eten +o de k(x) = ==
Pour tout réel x non nul, k(x) = ex(e:_l) = é x (e*—1)

X

lim £ = +oo, par croissance comparée et hm (e* — 1) = +oo, par somme. Enfin lim k(x) = +oo,

X— 400 X + 00 x— +
par produit.

(e* -1

Pour tout réel x non nul, k(x) = e* x ——= Y Ona hm e*

=1, par
dérivabilité (voir cours). Enfin par prodwt lm}) k(x) = 1.
X—

Exercice 2

2
On considére la fonction numérique f définie sur R par : f(x) = x2e*"1 — x;

1) A l'observation de cette courbe, on conjecture que f est croissante sur [—4; 2].
Contréle de cette conjecture

2) Lafonction f est dérivable sur R comme composée, produit et somme de fonctions dérivables sur R, et
Vx ER, f'(x) =2xe* 1 +x%e* 1 —x =x(2e" 1+ xe* 1 —1) =x((2 +x)e* 1 - 1).
Soit f'(x) = x X g(x), ou g est la fonction définie sur R par g(x) = (x + 2)e* 1 — 1.

3) Etude du signe de g(x) pour x réel

a) VXER, gx) = (x+2)e* 1 —1=3e*1+(x —1De* 1 -1.
Ona lim x—1= —o, donc lim 3e*! = 0, par composition et produit, ainsi que

X——00 X——00

lim (x — 1)e*~! = 0, par composition et croissance comparée, d’ol hm g(x) = —1 par somme.

X—>—00

b) Ona lirf (x+2) =4 et lir+n (x — 1) = +o par somme, lim e*! = +o0 par composition, d’ol
X—+co X—+ 0o

X—+00

lirf (x + 2)e* 1 = +oo par produit et enfin et lim g(x) = +co0 par somme.
X—+ 00 X—>—00

c) Lafonction g est dérivable sur R comme composée, produit et somme de fonctions dérivables sur
R,etVx€R, g(x) =e* 1+ (x+2)e¥t=e*1(1+x+2)=e*1(x +3). Le signe de g'(x) est
celuidex+3,carVx€R, e¥1>0.Maisx+3 >0 x> -3, dol g’(x) est positive sur
]—3; +o[, négative sur |—o0; —3[ et s’annule en —3.

1



4)

5)

d) On déduit les variations de g sur R :

X —® -3 o
-1 + 00
Variation de g \ /
—-1
e

g(=3)=(-3+2)e31-1= ;—j ~1<0.

e) Vx € ]-m;-3], g(x) <0, donc I'équation g(x) = 0 n’a pas de solution dans |—o0; —3].
Mais sur [—3; +oo], la fonction g est continue, car dérivable, et strictement croissante. En plus 0 €

]g(—S); xlirpmg(x)[, par le corollaire des TVI, I'équation g(x) = 0 admet une unique solution «

dans |-3; +ool.
On a g(0,20) ~ —0,01 < 0 et g(0,21) ~ 0,009 > 0, ainsi 0,20 < a < 0,21.

f) D’apres les questions c) et d), on déduit g(x) < 0 sur]—oo; a[ et g(x) > 0 sur Ja; +l.
Sens de variation de la fonction f sur R.

a) On dresse le tableau de signe de f'(x) selon les valeurs de x :

X —00 0 a —+00
Signe de g(x) - 0 + +
Signe de x - 0 + +
Signe de f'(x) + 0 — 0 +

b) On déduit donc que la fonction f est strictement croissante sur chacun des intervalles |—; 0] et
[a; +oo[ et strictement décroissante sur [0; a.

¢) La conjecture n'est pas valide, puisque la tracée de la courbe sur [0; a] est invisible (trop petit).
Pour visualiser mieux la courbe, il faut zoomer sur I'intervalle [0; «].

- _ as
Justifier que f(a) = @i
Onaf(a) = a?e%! _% et gl@=(a+2)e"'-1=0 & (@+2)e""'=1 & e '=—.
L . ZL_O‘_Z _ a_z_a_z _2a® B a*(a+2) _ 2a*-a®-2a* _ as
Ainsi, f(a) = a a+2 2 a+2 2 20@+2) 20@+2)  20@+2)  2(a+2)



