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Ter-Spé                               Devoir surveillé-corrigé                       décembre 2023 

Exercice 1 

1) lim
௫→ ିஶ

௫మ ା ଶ

ଵ ି ௫
= lim

௫→ ିஶ

௫మ

ି ௫
= lim

௫→ ିஶ
−𝑥 = +∞. (limite d’une rationnelle en l’infini). 

 

2) Pour tout réel 𝑥 > 8, on a −1 ≤ sin(𝑥) ≤ 1, donc 
ିଵ

௫ ି ଼
≤

ୱ୧୬(௫)

௫ ି ଼
≤

ଵ

௫ ି ଼
, car 𝑥 − 8 > 0. 

Or lim
௫→ ାஶ

ିଵ

௫ ି ଼
= lim

௫→ ାஶ

ଵ

௫ ି ଼
= 0, donc par le théorème des gendarmes, lim

௫→ ାஶ
𝑔(𝑥) = 0. 

 
3) lim

௫→ ଶ
2𝑥 + 5 = 9, par continuité. 

Le tableau de signe de 4 − 𝑥² est :  
 

𝑥 −∞                       −2                           2                       +∞ 
Signe de 4 − 𝑥² −           0          +              0           − 

 

Alors  lim
௫→ ଶ
௫ழଶ

4 − 𝑥² = 0ା   et   lim
௫→ ଶ
௫வଶ

4 − 𝑥² = 0ି. Ainsi lim
௫→ ଶ
௫ழଶ

ଶ௫ାହ

ସ ି௫²
= +∞  et lim

௫→ ଶ
௫வଶ

ଶ௫ାହ

ସ ି௫²
= −∞, par quotient.      

                

4) Déterminer la limite en 0  et en +∞  de 𝑘(𝑥) =
௘మೣି௘ೣ

௫
. 

Pour tout réel 𝑥 non nul, 𝑘(𝑥) =
௘ೣ(௘ೣିଵ)

௫
=

௘ೣ

௫
× (𝑒௫ − 1) 

lim
௫→ ାஶ

௘ೣ

௫
= +∞, par croissance comparée  et  lim

௫→ ାஶ
(𝑒௫ − 1) = +∞, par somme. Enfin lim

௫→ ାஶ
𝑘(𝑥) = +∞, 

par produit. 

Pour tout réel 𝑥 non nul, 𝑘(𝑥) = 𝑒௫ ×
(௘ೣିଵ)

௫
. On a lim

௫→ ଴
𝑒௫ = 1, par continuité et lim

௫→ ଴

(௘ೣିଵ)

௫
= 1, par 

dérivabilité (voir cours). Enfin par produit lim
௫→ ଴

𝑘(𝑥) = 1. 

 
Exercice 2 

On considère la fonction numérique 𝑓 définie sur ℝ par : 𝑓(𝑥) = 𝑥ଶ𝑒௫ିଵ −
௫²

ଶ
 

1) A l’observation de cette courbe, on conjecture que 𝑓 est croissante sur [−4; 2].   

Contrôle de cette conjecture 

2) La fonction 𝑓 est dérivable sur ℝ comme composée, produit et somme de fonctions dérivables sur ℝ, et 
∀ 𝑥 ∈ ℝ,  𝑓ᇱ(𝑥) = 2𝑥𝑒௫ିଵ + 𝑥ଶ𝑒௫ିଵ − 𝑥 = 𝑥(2𝑒௫ିଵ + 𝑥𝑒௫ିଵ − 1) = 𝑥൫(2 + 𝑥)𝑒௫ିଵ − 1൯. 
Soit 𝑓ᇱ(𝑥) = 𝑥 × 𝑔(𝑥),  où 𝑔 est la fonction définie sur ℝ  par 𝑔(𝑥) = (𝑥 + 2)𝑒௫ିଵ − 1. 

 
3) Etude du signe de 𝒈(𝒙) pour 𝒙 réel 

 
a) ∀ 𝑥 ∈ ℝ, 𝑔(𝑥) = (𝑥 + 2)𝑒௫ିଵ − 1 = 3𝑒௫ିଵ + (𝑥 − 1)𝑒௫ିଵ − 1. 

On a lim
௫→ିஶ

𝑥 − 1 = −∞, donc lim
௫→ିஶ

3𝑒௫ିଵ = 0, par composition et produit, ainsi que  

lim
௫→ିஶ

(𝑥 − 1)𝑒௫ିଵ = 0, par composition et croissance comparée, d’où lim
௫→ିஶ

𝑔(𝑥) = −1  par somme.  

 
b) On a lim

௫→ାஶ
(𝑥 + 2) = +∞ et lim

௫→ାஶ
(𝑥 − 1) = +∞ par somme, lim

௫→ାஶ
𝑒௫ିଵ = +∞ par composition, d’où 

lim
௫→ାஶ

(𝑥 + 2)𝑒௫ିଵ = +∞ par produit et enfin et lim
௫→ିஶ

𝑔(𝑥) = +∞ par somme. 

 
c) La fonction 𝑔 est dérivable sur ℝ comme composée, produit et somme de fonctions dérivables sur 

ℝ, et ∀ 𝑥 ∈ ℝ,  𝑔ᇱ(𝑥) = 𝑒௫ିଵ + (𝑥 + 2)𝑒௫ିଵ = 𝑒௫ିଵ(1 + 𝑥 + 2) = 𝑒௫ିଵ(𝑥 + 3). Le signe de 𝑔′(𝑥) est 
celui de 𝑥 + 3, car ∀ 𝑥 ∈ ℝ,  𝑒௫ିଵ > 0. Mais 𝑥 + 3 > 0 ⇔ 𝑥 > −3, d’où 𝑔’(𝑥) est positive sur 
]−3; +∞[, négative sur ]−∞; −3[  et s’annule en −3. 
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d) On déduit les variations de 𝑔 sur ℝ : 
 
 

𝑥 −∞                           −3                                   +∞ 
 
Variation de 𝑔 

-1                                                                     +∞ 
 

                                 
ିଵ

௘ర − 1 

 

𝑔(−3) = (−3 + 2)𝑒ିଷିଵ − 1 =
ିଵ

௘ర − 1 < 0. 

 
e) ∀ 𝑥 ∈ ]−∞; −3], 𝑔(𝑥) < 0, donc l’équation 𝑔(𝑥) = 0 n’a pas de solution dans ]−∞; −3]. 

Mais sur [−3; +∞[, la fonction g est continue, car dérivable, et strictement croissante. En plus 0 ∈

ቃ𝑔(−3); lim
௫→ିஶ

𝑔(𝑥)ቂ, par le corollaire des TVI, l’équation 𝑔(𝑥) = 0  admet une unique solution 𝛼 

dans ]−3; +∞[. 
On a 𝑔(0,20) ≈ −0,01 < 0 et 𝑔(0,21) ≈ 0,009 > 0, ainsi  0,20 < 𝛼 < 0,21. 
 

f) D’après les questions c) et d), on déduit  𝑔(𝑥) < 0 sur ]−∞;  𝛼[  et  𝑔(𝑥) > 0 sur ]𝛼; +∞[.  
 

4) Sens de variation de la fonction 𝒇 sur ℝ. 
 
a) On dresse le tableau de signe de 𝑓′(𝑥) selon les valeurs de 𝑥 : 

 
𝑥 −∞              0                 𝛼                       +∞ 

Signe de 𝑔(𝑥)            −      0       +                  +                                     
Signe de 𝑥             −      0       +                  + 
Signe de 𝑓′(𝑥)            +      0       −        0        + 

 
b) On déduit donc que la fonction 𝑓  est strictement croissante sur chacun des intervalles ]−∞; 0]  et 

[𝛼; +∞[  et strictement décroissante sur [0; 𝛼].  
c) La conjecture n’est pas valide, puisque la tracée de la courbe sur [0; 𝛼] est invisible (trop petit). 

Pour visualiser mieux la courbe, il faut zoomer sur l’intervalle [0; 𝛼]. 
 

5) Justifier que 𝑓(𝛼) = −
ఈయ

ଶ(ఈାଶ)
 

On a 𝑓(𝛼) = 𝛼2𝑒ఈ−1 −
ఈ²

2
   et  𝑔(𝛼) = (𝛼 + 2)𝑒𝛼ିଵ − 1 = 0  ⇔  (𝛼 + 2)𝑒𝛼ିଵ = 1  ⇔  𝑒𝛼ିଵ =

ଵ

𝛼ାଶ
. 

 

Ainsi, 𝑓(𝛼) = 𝛼2 1

ఈ+2
−

ఈ2

2
=

ఈ2

ఈ+2
−

ఈ2

2
=

ଶఈ2

2(ఈ+2)
−

ఈ2(ఈ+2)

2(ఈ+2)
=

ଶఈ2−ఈ3−ଶఈ2

2(ఈ+2)
= −

𝛼3

2(𝛼+2)
 


