TG Controle commun 2 Déc. 2023
spé maths Sujet 2

Exercice 1 5 points

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples. Pour chaque question, une seule des quatre propo-
sitions est exacte. Indiquer sur la copie le numéro de la question et la lettre de la proposition choisie.
Aucune justification n’est demandée.

Pour chaque question, une réponse exacte rapporte un point. Une réponse fausse, une réponse multiple
ou ’absence de réponse ne rapporte ni n’enleve de point.

Question 1 : Réponse D.

On cherche la fonction qui met en ceuvre ’algorithme de dichotomie.

On peut tout de suite éliminer les propositions B. et C. : la valeur au centre de U'intervalle [a ; b] n’est
calculée qu’une fois, et n’est pas réactualisée.

De plus, pour la proposition c., le test de la boucle "while" est incorrect : il provoque un arrét quand
I’amplitude de l'intervalle d’encadrement dépasse 0,001.

Reste a trancher entre les propositions A. et D., qui sont quasi identiques, a 'exception des actualisations
des variables a et b.

Reprenons la situation : f est continue, et strictement croissante sur [a ; b] et elle s’annule en un réel a.
On a donc par croissance de f : f(a) <0 et f(b) > 0.

m est la valeur au centre de 'intervalle [a ; b], sion a f(m) < 0, alors cela veut dire que f(a) et f(m) sont
strictement négatifs tous les deux, et donc c’est sur l'intervalle [m ; b] que 'on peut appliquer le corollaire
au théoreme des valeurs intermédiaires pour les fonctions strictement monotones, et donc le nombre « se
trouve entre m et b, donc ’étape suivante de I’algorithme doit se faire entre m et b, donc on reprendra la
méme démarche, en gardant la valeur b dans la variable b, et en mettant la valeur m dans la variable a.
C’est la proposition D. qui fait cela, et pas la proposition A.

Question 2 : Réponse D.

Ici, nous avons :
— une expérience a deux issues (choisir une boule dans l'urne), le succes est « obtenir une boule

3
verte », de probabilité p = 10 ;

— cette expérience est répétée trois fois (trois tirages) de fagon identique et indépendante (tirages
avec remise), donc n = 3 répétitions;

3
— dans ce schéma de Bernoulli de parametres n = 3 et p = 10’ on note X la variable aléatoire qui

compte le nombre de succes.

Avec ces éléments, on peut dire que X suit la loi binomiale B (3 ; ) L’événement « obtenir deux

10
3
boules vertes » correspond a (X = 2) dans ce contexte, et par propriété, on a : P(X =2) = ( > X p? X

- Q) ) ()0 G G |

Question 3 : Réponse D.

Pour tout réel positif ¢, g(t) :ab—i—ae_t' )
D’une part g(0) = b bl = 2 donc b1 =2 <= a=2(0b+1)=2b+2.

D’autre part :



lim —t=—ooet lim eX =0, donc, par composition, lim e~ =0
t——+o00 X——o0 t—+o00

d’otl, par somme, lim b+e ' =b
t—+00
a

et donc, par quotient lim —— = —
" parq twtoob+e t b
dou-=3<a=3b

Onadonca=2b+2=3bdoub=2eta=3x2=6

Question 4 : Réponse A.

e tax?+a sizx<0
On consideére la fonction f définie sur R par f(z) = { + + ~ aveca €R

v +2 siz>0
fO)=e"+ax0®+a=1+a

lim Vz +2=+2

z—0t
f est continue en 0 si et seulement si la limite a droite est égale a f(0)

dota+1l=v2ca=v2-1
De plus f est continue sur | — 0o ; 0] comme somme et composée de fonctions continues.
f est continue sur |0 ; 4o00| comme composée de fonctions continues

Question 5 : Réponse C.
P(X =0)= () xp" x (1 -pp*0=(1-p)?

1\?* 1 4
O d l—-pP=—el-p3=|(= — 1l-p=—-;d =-.
n a donc (1 —p) 195 (1—p) <5> P 5 onc p 5



Exercice 2 8,5 points

Les douanes s’intéressent aux importations de casques audio portant le logo d’une certaine marque.
Les saisies des douanes permettent d’estimer que :

e 20% des casques audio portant le logo de cette marque sont des contrefacons ;

e 2% des casques non contrefaits présentent un défaut de conception ;

e 10% des casques contrefaits présentent un défaut de conception.
L’agence des fraudes commande au hasard sur un site internet un casque affichant le logo de la marque.
On considere les évenements suivants :

e (' : «le casque est contrefait » ;

e D : «le casque présente un défaut de conception » ;

e (et D désignent respectivement les événements contraires de C' et D.
Dans I’ensemble de l'exercice, les probabilités seront arrondies & 1073 si nécessaire.

Partie 1 3,5 points

1. Calculer P(C' N D). On pourra s’appuyer sur un arbre pondéré. 1 point
Puisque la commande est faite au hasard, on assimile les proportions a des probabilités. On en
déduit ’arbre pondéré suivant :

,2 \
0 0,0~—7

D

0,02
0,8 .
c
Mﬁ

On a P(CND) = P(C) x Po(D)=0,2%0,1=0,02.

2. Démontrer que P(D) = 0,036. 1,5 points
Les éveénements C' et C' forment une partition de I'univers, donc, d’aprés la loi des probabilités
totales, on en déduit : B
P(D)=P(CND)+P(CND)

=0,02+4+0,8 x 0,02
=1,8x0,02
=0,036
La probabilité de commander un casque présentant un défaut de conception est donc de 0,036.

3. Le casque a un défaut. Quelle est la probabilité qu’il soit contrefait ? 1 point

On demande ici de calculer la probabilité conditionnelle : Pp(C)
P(CND) 0,02 5 f
Pp(C) = = —— = —~0,556 & 107 pres.
p(C) P(D) 0,036 9 7% pres




Partie 2 5 points

On commande n casques portant le logo de cette marque. On assimile cette expérience a un tirage
aléatoire avec remise. On note X la variable aléatoire qui donne le nombre de casques présentant un
défaut de conception dans ce lot.

1. Dans cette question, n = 35.

a. Justifier que X suit une loi binomiale B(n, p) ou n = 35 et p = 0, 036. 1,5 point

— On a une expérience aléatoire de base (on commande un casque), pour laquelle on considére
deux issues. Pour cette épreuve de Bernoulli, le succes (le casque présente un défaut) a une
probabilité p = 0,036. (d’apres la question 2. de la partie 1);

— On répete cette expérience n = 35 fois, de facon indépendante (puisque la répétition est
assimilable & un tirage avec remise) ;

— La variable aléatoire X compte le nombre de succes sur les 35 répétitions.

Ces éléments permettent de confirmer que X suit la loi binomiale B(35 ; 0,036)

b. Calculer la probabilité qu’il y ait parmi les casques commandés, exactement un casque présen-
tant un défaut de conception. 1 point
On veut calculer P(X =1).

35
P(X=1)= < ) ) x 0,036 x (1 —0,036)%! =35 x 0,036 x 0,964>* ~ 0,362 & 10~3 prés.

c. Calculer P(X < 1). 0,5 point
P(X <1)=P(X =0)+P(X =1)~ 0,639 & 1073 pres (a la calculatrice)

2. Dans cette question, n n’est pas fixé.
Quel doit étre le nombre minimal de casques a commander pour que la probabilité qu’au moins
un casque présente un défaut soit supérieur a 0,997 2 points
Ici, pour tout entier n naturel non nul, on peut créer une variable aléatoire X,, qui suit la loi
binomiale B(n ; 0,036).
Pour n un entier naturel non nul, la probabilité qu'un casque au moins présente un défaut sur n
casques commandés est donc :

P(X,>1)=1-P(X,=0)=1- <g‘> x 0,036° x 0,964™ =1 — 0,964".
On a1 —0.964'%° ~ 0,9898 et On a 1 — 0.964%6 ~ 0,9901

Il faut donc commander au moins 126 casques pour que la probabilité d’en avoir au moins un
défectueux soit supérieure a 0,99.



Exercice 3 15,5 points

On désigne par f la fonction définie sur R par

f(x) = (22 +1)e”* + 3.

On note Cy la courbe représentative de f dans un repere.

Partie A - Etude de la fonction f 11,5 points
1. Déterminer la limite de f en —oo 1 point
lim —2z =+oco et lim eX =400 donc par composition lim e 2% = 400
r——00 X —+o00 T——00
lim 2z + 1= —o0 et donc par produit lim (2z + 1)e™2* = —o0
T——00 T—r—00
donc par somme lim f(z) = —o0
Tr—r—00
2. Déterminer la limite de f en 400 et interpréter graphiquement cette limite. 2 points
Pour tout réel z, f(z) = 2ze 2% + e72% + 3
lim —2z = -
T——+00

Par croissance comparée on sait que : lim Xe¥X =0
X——0

Donc par composition : lim 2ze™2* =0
T—+400

De plus par composition lim e 2% =0
T—r+00
Donc par somme lim f(z) =3
T—r+00
La droite d’équation y=3 est asymptote horizontale a la courbe de f au voisinage de +o0o

3. On note f’ la fonction dérivée de f. Montrer que, pour tout réel x 1,5 points

f'(x) = —4ae 2,

La fonction f est dérivable sur R comme produit et composée de fonctions dérivables sur R.
Pour tout réel z :
On pose u(z) = 2r + 1 et v(x) = e 2% alors u'(x) = 2 et V/(x) = —2e2*

f'(@) = (z)v(@) + ' (2)u(z)
=2 xe 24 (=272 x (2¢ + 1)
—e 2 x (2-2(2z+ 1))

= e 2 (—4x)

4. Déduire des questions précédentes le tableau de variation de f sur R. 1,5 points
Pour tout réel z : 2% > 0
Le signe de f/(z) dépend uniquement du signe de —4x
f(0)=1"+3=1+3=4

On obtient donc le tableau de variation :



T —00 0 +00

signe de f'(x) + -

variation de f

—00 3

5. Montrer que ’équation f(z) = 0 admet une unique solution sur R et donner une valeur approchée
au dixiéme de cette solution. 2 points
f est dérivable donc continue sur | — 0o ; 0]

f est strictement croissante sur cet intervalle
f(0)=4et lim f(zr)=-00,0€]—00; 4]
T—r—00
Le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires nous permet de conclure que 1’équation
f(x) = 0 admet une unique solution sur cet intervalle.
De plus, sur [0 ; +oo] la fonction f décroit de 4 a 3 donc elle ne s’annule pas.
Donc f(x) = 0 admet une unique solution a sur R
La table de valeurs de la calculatrice nous donne a =~ —0, 8 au dixieme pres.

6. On note f” la fonction dérivée de f’.

a. Déterminer, pour tout réel z, f”(z) 1 point
La fonction f’ est dérivable sur R comme produit et composée et fonctions dérivables sur cet
intervalle.

Pour tout réel z :
On pose u(z) = —4z et v(x) = e~ 2% alors u'(z) = —4 et /() = —2e~ %

f(z) =/ (z)v(z) +v'(z)u(z)
= 4 xe 24 (—2e7%) x (—4x)
20 % (—4 + 8z)

= ei
= (8z —4)e

b. Etudier le signe de f” en déduire le plus grand intervalle sur lequel f est convexe. 1,5 points
Vz € R, e72* > 0 donc f”(z) a le méme signe que 8x — 4.

8r—420 <= x> ok Le tableau suivant donne le signe de f”(z) sur l'intervalle R :

1
x —00 B +00

@) - +

1
D’apres le tableau de signe précédent, f est convexe sur l'intervalle [2 ; +oo[

c. Justifier que la courbe Cy de f admet un point d’inflexion et déterminer ses coordonnées 1
point

1 1
f" s’annule et change de signe en — donc Cy admet un point d’inflexion I d’abscisse 3

1 1
f <2> =2e ! 4+ 3 donc I <2 D 27t 4 3>



Partie B - Etude d’une fonction auxiliaire 4 points
1. On note g la fonction définie sur l'intervalle R par g(z) = (2x + 1)e™22.

a. Vérifier que la fonction G définie pour tout z € R par G(z) = (—z — 1)e 2% est une primitive
de la fonction g. 1 point
G est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R
Pour tout réel x :

G'(z)=—-1xe 2 4 (=2e%) x (—z —1)
e 2 x (=14 2z +2)
= (2 +1)e™ >

= g(w)

Donc G est une primitive de g sur R

b. En déduire la primitive F' de f sur R telle que F'(0) = 0. 1,5 points
Les primitive de f sur R sont de la forme :
Flz)=Gx)+3r+k=(—z—1)e 4+ 3x+kkecR
Déterminons k pour que F'(0) =0 :

F0O)=0& -1xe®4+3x04+k=0
&S —-14+k=0
Sk=1

La primitive F' de f qui s’annule en zéro est définie pour tout réel x par :

Fz)=(—z—1)e 2" +3z+1

2. a. Quelle est 'expression de F” la dérivée seconde de F sur R? 0,5 point
F' = f donc F” = f’ car F est une primitive de f sur R
b. La courbe représentative de F' admet-elle un point d’inflexion ? Si oui, déterminer ses coordon-
nées. 1 point
f! s’annule et change de signe en 0 donc la courbe représentative de F' admet un point d’in-
flexion, le point (0; F'(0)) soit le point (0; 0 )



Exercice 4

On considere la suite (uy,) telle que ug = 0 et pour tout entier naturel n :

—u, —4

TR N
n

On admet que u, est défini pour tout entier naturel n.

1. Calculer les valeurs exactes de u; et us.

11 points

1 point

—UO—4_0—4_ 4

u0+3_0+34_ 3,
1

_—w -4 —(=35)-4 35-%F

w+3 | dy3 117

|co
|
oo

)
|
W~
|
wio,,|
w

. On consideére la fonction terme ci-dessous écrite de maniere incomplete en langage Python :

def terme (n)
u= ... On rappelle qu’en langage Py-
for i in range(n): thon, « 1 in range (n) » si-
u= ... gnifie que ¢ varie de 0 a n — 1.
return(u)

Recopier et compléter le cadre ci-dessus de sorte que, pour tout entier naturel n, l'instruction
terme (n) renvoie la valeur de u,,. 1 point

def terme (n)
u=20
for i in range(n):
u=(u-4)/ (u+3)

return(u)
. Soit la fonction f définie sur | — 3 ; +oo] par : 2 points
—xr—4
U r+3

Ainsi, pour tout entier naturel n, on a u,+1 = f (uy).

Démontrer que la fonction f est strictement croissante sur | — 3 ; 4o00].

f est une fonction rationnelle donc elle est dérivable sur son ensemble de définition donc sur
] =35 4ool.

Pour tout réel x €] —3 ; 4o0[, on a :

—1(x+3)—(—z—4) x1
(x + 3)2
—zrz—3+z+4
(x + 3)2
1

CED

fi(z) =

donc la fonction f est strictement croissante sur | — 3 ; +ool.



4. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n : 2 points

—2 < Upt1 < Up.

Soit P, la propriété : —2 < upi1 < Up.

— Initialisation
Pour n=0,ona: u, =uy=0cet un+1:u1:—%; donc on a;
—2 < up < up.
La propriété est vraie au rang 0.

— Hérédité
On suppose la propriété vraie au rang n > 0, c’est-a-dire : —2 < up41 < Uy ; ¢’est hypothese
de récurrence.
Comme —3 < —2 et que —2 < up41 < Uy, on se place ans lintervalle | — 3 ; 4o00[. Sur cet
intervalle, la fonction f est strictement croissante donc :
-2 <upy1 <up = f(_2) < f(un+1) < f(un)

f(_2) = _(__22_)"__34 =—2; f(un—H) = Up+2 €t f(un) = Un+1

Donc f(—2) < f(unt+1) < f(uy) équivaut & —2 < upt2 < Upyg.
On a donc démontré que la propriété était vraie au rang n + 1.

— Conclusion
La propriété est vraie au rang 0, et elle est héréditaire pour n > 0. D’apres le principe de
récurrence, on peut dire qu’elle est vraie pour tout entier naturel n.

5. En déduire que la suite (uy,) est convergente. 1 point
Pour tout n, up+1 < u, donc la suite (u,) est décroissante ;
Pour tout n, —2 < w, donc la suite (u,) est minorée.
D’apres le théoréme de la convergence monotone, on peut en déduire que la suite (u,,) est conver-
gente.

6. Soit la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par :

1
Up = .
", 42
a. Donner vy. 0,5 point
1 1
= _— - = [:)7 5
O uer2 042 2
b. Démontrer que la suite (vy,) est arithmétique de raison 1. 1,5 points
Pour tout entier n
1 1 1 Up + 3
UTL 1= g — — = — — =
TR e s s
Up + 3 1 Uy, + 2
Un+1 — Un = - = =1

Up+2  Up+2 up,+2

Donc la suite (vy,) est arithmétique de raison r = 1 et de premier terme vy = 0, 5.



c. En déduire que pour tout entier naturel n > 1 :

1

Up = ————— — 2.
" n40,5
1 point
La suite (vy,) est arithmétique de raison 7 = 1 et de premier terme vy = 0,5
Donc, pour tout n non nul, v,, =vg+n xr=0,5+n.
1
Vp = = —=uUup,+2 <= u,=——2
Up + 2 Un, Un,
Donc pour tout entier n non nul,
1
Uy = ———— — 2
" n+40,5
d. Déterminer la limite de la suite (up). 1 point
1
lim (n+0,5) = 400 donc par inverse de limite lim ——— =0,
n—+o0 n—+ocon + 0,5
et donc par somme lim wu, = —2.
n——+00

10



