DEVOIR SURVEILLE N° 5 TERMINALE G
4 décembre 2023

Exercice 1 10 points

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse. Justifier chaque réponse.

1-e* 2
1. Affirmation 1 : Pour toutréel x:1— = .
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2. On considere la fonctiong définie sur R par g(x) = — 1
e

1
Affirmation 2 : L'équation g(x) = 2 admet une unique solution dans R.

1 ex X X X
gx)=- &= =— = 2=+l = e'=1 <= x=0
2 e*+1 2 . . . . .
Cette solution est unique car la fonction exponentielle est continue, strictement croissante sur R,
lim e*=+coet lim e*=0 Affirmation 2 : Vraie
X—+00 X——00

3. On considere la fonction f définie sur R par f(x) = x>e”* et on note € sa courbe dans un repére ortho-
normé.
Affirmation 3 : L'axe des abscisses est tangent a la courbe %6 en un seul point.

VxeR, f/(x) =2xe ™ +x* x (—e™) = (2x— x*)e™".
L’équation d’'une tangente a € au point d’abscisse a a pour équation y = f'(a)(x — a) + f(a).
Pour que 'axe des abscisses soit tangent a ¢, il faut que la courbe ¢ admette une tangente d’équa-
tion y = 0 (équation de I'axe des abscisses), donc il faut que f(a) =0 et f'(a) =0.
Sachant que VaeR, e™* #0,
fla)=0 = a’e =0 << a’=0 < a=0.
flla)=0 < (Ra-a*)e %=0 << 2a-a’=0 < a(2-a)=0 < a=0oua=2.
Donc a =0.
Il n’existe donc qu’'un seul point ou1 ’axe des abscisses est tangent a 6. Affirmation 3 : Vraie

4. On considere la fonction h définie sur R par h(x) = e* (1 —x?).
Affirmation 4 : Dans le plan muni d’'un repére orthonormé, la courbe représentative de la fonction h
n'admet pas de point d’'inflexion.



VxeR I (x)=e*x (1-x*)+e*x —2x=e*(1-x*—2x) = (-x*—2x+1) e*.
La fonction /' est continue et dérivable sur R.
VxeR, h'(x) = (-2x—2)e* +e" x (-x? —2x+1)=e*(-2x-2-x*-2x+1) = (-x* —4x—1)e”
Si 6}, admet des points d’inflexions, alors h”(x) peut s’annuler et changer de signe.
Or e* > 0 pour tout réel x, donc étudions le signe de —x? — 4x — 1 sur R.
—x%—4x -1 sannule pour x; = -2 — V3 et pour xp = -2+ V3 carA=12.

Le trindbme du second degré s’annule donc deux fois et change donc aussi de signe.
Affirmation 4 : Fausse

X
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5. Affirmation5: lim =0
x—+oo et + x

VxeR, f(x) e e’ 1
X , X) = = = .
ef+x ex(1+—x) 1+=
er er

X

N . . . € . X .
D’apres les croissances comparées, lim — =+ocodonc lim — =0donc lim f(x)=1
X—+o00 x x—+o0 ¥ X—+00

Affirmation 5 : Fausse

6. Affirmation6: xlim 3x245=+00
——00

lim 3x*+5 = +ocoet lim VX = +o0o Donc par limite de composée : lim v3x2+5 = +oco
X—+00 X—+00 X—+00
Affirmation 6 : Vraie

7. On considere la fonction f définie sur] —1; +oo| par:

2sin(x +3)

Flay=5- x+1

Affirmation7: lim f(x)=5
X—+00

Vxe€] —1; +oo],
—1<sin(x+3)<1
2=-2sin(x+3)=-2

—-2<-2sin(x+3)<2
-2 - —2sin(x+3) - 2

x+1 x+1 x+1
2 2sin(x+3) 2
5-— s0o-— <5+
x+1 x+1 x+1

5-——=fx)=5+—
+1 1@ x+1

. 2 . 2
lim 5—-——=5et lim 5+ ——=5

X—+00 X+ X—+00 x+1
Alors d’apres le théoréme des gendarmes liIP fx)=5 Affirmation 7 : Vraie
X—+00




Exercice 2 10 points
Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur R par

g(x) = (x+2)e"*-2.

1. Déterminer la limite de g en +oo.

On sait que xlirP (x+2)=+ocoet lim e = +o0, donc par produit de limites :
—+00

X—+00

XEIPm g(x) = +oo.

2. Démontrer que la limite de g en —oo vaut —2.Interpréter graphiquement cette limite.

Onag(x)=xe* 4 +2e¥*-2=xe*xe™*+2e* -2,
On sait que nglw xe* =0; donc xErpwe_4xex =0

xEIPoo e*™* =0, donc par somme de limites : xEIElOO glx)=-2.
La courbe représentative de la fonction g admet une asymptote horizontale d’équation y = -2 au

voisinage de —oo.

3. On admet que la fonction g est dérivable sur R et on note g’ sa dérivée.
Calculer g’(x) pour tout réel x puis dresser le tableau de variations de g.

gx)=1xe"™+(x+2)x1xe" =41 +x+2)=e"*(x+3).
On sait que quel soit x € R, e* % >0;le signe de g'(x) est donc celui de x + 3 qui s’annule pour
x = —3 est positif pour x > —3 et négatif pour x < —3, d’ot1 le tableau de variations :

X —00 -3 +00
g'(x) - 0 +
-2 +00
var g
=~ —2,001

Onag(-3)=(-3+2)e 3 *-2=-e77-2~-2,001.

4. Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution « sur R.

Sur ] oo; —3] la fonction g est strictement décroissante de —2 & —e~’ —2 =~ —2,001 donc elle ne

s’annule pas.
Sur l'intervalle ] — 3 ; +ool, la fonction g est dérivable donc continue et strictement croissante de

plus f(-3)<O0et xlirp g(x) = +oo.

— 100
Alors d’apres le corolaire du théoreme des valeurs intermédiaires ’équation g(x) = 0 admet une
unique solution @ €] — 3 ; +o00]




5. En déduire le signe de la fonction g sur R.

e gla)=0;
e sur]—oo; af, gx)<0;
e sur]a; +ool, g(x)>0

6. Al'aide de la calculatrice, donner un encadrement d’amplitude 1073 de a.

La calculatrice donne g(3,069) = —0,002 006 et g(3,070) = 0,000 38
donc 3,069 < a < 3,070 2 1073 pres.

Partie B : Etude de la fonction f

Soit f la fonction définie sur R par
flx)= X2 — x%e* %,

1. Résoudre I'équation f(x) =0 sur R.

2
x“=00u x=0o0u
fO)=0 = x*-x?e""=0 = **(1-e"Y) =0 = { l—ei-tog <= { |4 =
x=0o0u x=0o0u
—
0=x-4 4=x
Léquation a deux solutions : 0 et 4.
2. On admet que la fonction f est dérivable sur R et on note f’ sa fonction dérivée.
On admet par ailleurs que, pour tout réel x, f'(x) = —xg(x) ot la fonction g est celle définie a la

partie A.
Etudier les variations de la fonction f sur R.

De la question 5 de la partie A on déduit que :

o fl(@)=0;

e fl(x)<0Osur]—oo; 0[;

e fl(x)>0sur[0; al;

e f'(x)<Osur]a; +ool.

La fonction est donc croissante sur [0 ; a[ et décroissante sur] —oo; O[ et sur Ja ; +ool.

Ona lim x*¢**=0et lim x*=+o0, donc xlim f(x) = +o0.
——00

x——00 x——00
f0)=0;
f(a) — a2 _ aze(l—‘l;
f)=x*(1-e**).
4

Or lim e = +oo, donc lim 1-e** = —c0; d’autre part lim x? = +oo et par produit de
X—+o00 X—+00 X—+00

limites lim f(x) = —oo0.
X—+00




X —00 0 a +00

Signe de g(x) - 0 - 0 +
Signe de f'(x) - 0 + 0 -
+00 f(a/)

Variations de f

3

+2°

3. Démontrer que le maximum de la fonction f sur [0 ; +oo[ est égal a
a

D’apres la question précédente sur I'intervalle [0 ; +oo[ la fonction est croissante puis décrois-
sante : f(a) est donc le maximum de la fonction sur cet intervalle.

On avu ala question A. 3. que « est le réel tel que :

2
g@)=0 = (@+2)e*-2=0 = (@+2)e =2 = e“‘4:?
a
2 a+2-2 a

Doncf(a)zaz(l—e“_4)=(x2(1——)=a2(— — gl x —

a+2 a+2 a+2
o3

Finalement f(a) = ~5,71
@ a+2
Exercice 3 10 points

Chaque chaque jour ou il travaille, Paul doit se rendre a la gare pour rejoindre son lieu de travail en train.
Pour cela, il prend son vélo deux fois sur trois et, si il ne prend pas son vélo, il prend sa voiture.

1. lorsqu'’il prend son vélo pour rejoindre la gare, Paul ne rate le train qu'une fois sur 50 alors que, lorsqu'il
prend sa voiture pour rejoindre la gare Paul rate son train une fois sur 10.
On considere une journée au hasard lors de laquelle Paul sera a la gare pour prendre le train qui le
conduira au travail.
On note :

e VI'évenement « Paul prend son vélo pour rejoindre la gare »;
e RT'événement « Paul rate son train ».

a. Faire un arbre pondéré résumant la situation.

Jy

49 R
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=]




7
b. Montrer que la probabilité que Paul rate son train est égale a 150°

V et V forment une partition de I'univers.
D’apres la formule des probabilités totales :

Pmy:mVnRHJ%VnR)

:PﬂﬂxﬁAm+PﬁaxPﬁR

2 1 1 1

= — X — 4+ - X —
3750 3 10
2 1

= — 4+ —
150 30

7

~ 150

c. Paul aratéson train. Déterminer la valeur exacte de la probabilité qu’il ait pris son vélo pour rejoindre
la gare.

On cherche la probabilité : Pr(V).
1 2
P(RNV) 5073 2
PR T
150

D’apres la formule de Bayes, Pr(V) =

2. On choisit au hasard un mois pendant lequel Paul s’est rendu 20 jours a la gare pour rejoindre son lieu
de travail selon les modalités décrites en préambule.

On suppose que, pour chacun de ces 20 jours, le choix entre le vélo et la voiture est indépendant des
choix des autres jours.

On note X la variable aléatoire donnant le nombre de jours ou Paul prend son vélo sur ces 20 jours.

a. Déterminer la loi suivie par la variable aléatoire X. Préciser ses parametres.

Il s’agit 1a d'un schéma de Bernoulli : la répétition de 20 expériences aléatoires n’ayant que deux
issues, identiques et indépendantes entre elles. La variable aléatoire X est le nombre de succes

2 2
X suit donc la loi binomiale de parameétres n =20 et p = 3 X ~%B (20 ; §)

Autrement dit Vke [0; 20], P(X =k) = ( k) X (5) X (1—5)

b. Quelle estla probabilité que Paul prenne son vélo exactement 10 jours sur ces 20 jours pour se rendre
ala gare? On arrondira la probabilité cherchée a 1073,

20 2 10 2 20-10
P(X=10)= X (—) X (1 - —) =~ 0,054.
10 3 3

c. Quelle est la probabilité que Paul prenne son vélo au moins 10 jours sur ces 20 jours pour se rendre a
la gare? On arrondira la probabilité cherchée a 1073.

P(X=10)=1-P(X<10)=1-P(X<9)=0,962




d. En moyenne, combien de jours sur une période choisie au hasard de 20 jours pour se rendre a la gare,
Paul prend-il son vélo? On arrondira la réponse a ’entier.

2 40
Calculons 'espérance E(X) de cette loi binomiale: E(X) =nx p =20 x 3 = 3 ~ 13,333

En moyenne, il se rendra a la gare en vélo 13,33 jours par mois soit 13 jours a I'unité pres.

3. Dansle cas ot Paul se rend a la gare en voiture, on note T la variable aléatoire donnant le temps de trajet
nécessaire pour se rendre a la gare. La durée du trajet est donnée en minutes, arrondie a la minute. La
loi de probabilité de T est donnée par le tableau ci-dessous :

ko (en mi- |, 11 12 13 14 15 16 17 18
nutes)
P(T=h 014 | 013 | 013 | 012 | 012 | 011 | 010 | 0,08 | 0,07

Déterminer I'espérance de la variable aléatoire T et interpréter cette valeur dans le contexte de I'exer-
cice.

Calculons 'espérance de la loi de probabilité de T :
E()=0,14x10+0,13x11+0,13x12+0,12x13+0,12x14+0,11x15+0,10x16+0,08x17+0,07 x 18
=13,5

I mettra en moyenne 13 minutes et demie pour se rendre a la gare en voiture.




