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Exercice 2

Soit la suite numérique (uy) définie sur N par :

2 1
up=2 etpourtout entier naturel n, u,,; = Eu,, + En +1.

1.  a. Calculer u, u, us et uy. On pourra en donner des valeurs approchées a 1072 prés,

ug = 2

u = %uﬂ+%x[]+lss2.33
up = Fm+4x1+1~2,89
uy = %:e2+3];>c2+l%3.59
wy = Zuz+ix3+41~4,40

b. Formuler une conjecture sur le sens de variation de cette suite.
La suite (1;) semble étre croissante.

2. a. Démontrer que pour tout entier naturel n, uy < n+3.
Démontrons la propriété (Py) : wy < n+3 par récurrence.

— Initialisation.

Pour n=10,ona up =2= 0+3= 13 la propriété est vraie aurang n = 0.
— Hérédité. Supposons la propriété vraie au rang n: up < n+3.

Alors pour n entier naturel :

Eu +ln+l
37773

Up+l =
2 1
u = —(n+3)+-n+1
n+l 3[ ) 3
1 = 2 +2+l +1=n+3
n+1 = 3?1 3” =N

Upgsy = (m+1)+3=n+4

Donc la propriété est vraie au rang n+ 1.

- Conclusion.
La propriété est vraie au rang 0. En la supposant vraie au rang n, elle est encore vraie au rang suivant.

Donc pour tout entier naturel 71, .

1
b. Démontrer que pour tout entier naturel n, ty ) — up = 3 (n+3— uy).

Pour tout entier naturel non a:

(2 1
Up+1—Up = [Euu+§ﬂ+l]—u"
1 1
Up+1—Up = —EU:r+§H+1—un
1
Up+1—Un = E(—1¢i1+f1+3}
Donc

1
Ynefl , Up+l — Up = §{H+3— u“]




c. Endéduire une validation de la conjecture précédente.

(n+3—uy) et donc que upy — tp est du

W=

On a montré que pour tout entier naturel i, uy:1 — g =
signe de (n+3 — uy).
Or d’aprés la question 2a., 0 = (n+ 3 — uy) et donc pour tout entier naturel n, ups1— iy = 0.

La suite (1) est bien croissante.

3. On désigne par (ry) la suite définie sur N par vy = up — n.

2
a. Démontrer que la suite (ry) est une suite géométrique de raison 3

Pour tout entier naturel 1,

Uptl = Hpe—(n+1)
2 1
Vp+l = Eu,,+§n+1 —n—1
2 2
Uptl = g”n— E”
2
Untl = E{H—n— n)
2
Upy1 = E{Un}

. . 2 ; .
On a donc montré que pour tout entier naturel n, vy, = —vy et donc que la suite () est une suite
3

L L2
géométrique de raison 3

n
b. Endéduire que pour tout entier naturel n, up =2 [5] +n
2
La suite (ry) est une suite géométrique de raison g = 3 et de premier terme vy = up— 0 = 2, donc
rp=1px g" soit:
2 n
YneM ,|vp=2x (—]
3
c. Déterminer la limite de la suite (i)

Puisque uy = vy + n de la question précédente on peut exprimer uy en fonction de n soit

2 n
Ynel , un:2x(§] +n

. _ . n_
On sait que pour—1< g < lunanl_l'rfmq 0.

2 n
2\0 li 2 [—) =0
Donc lim (—] =0 et ko 3 , de ce fait
n—+oo| 3 lim n=400
n—+oo

lim wup=+400
A—+oo

4. Pour tout entier naturel non nul n, on pose :

w S
S,,:Euk=im+u1+...+u“ et Tn=—;.
k=0 n

a. Exprimer 5,; en fonction de n.
n

Sp= Z Wp=up+ U] +...+ Uy O Uy = vy +ndonc
k=0



n
Sp=3_ (vp+k) etdonc
k=0

n n
Sp= Z g+ Z k

k=0 k=0
Or

2
— La suite (vy) est une suite géométrique de raison g = 3 done la somme des (n+1) premiers termes
est donnée par la formule :

n 1- r:;.meh]'e de termes
=1y 1
k=0 -4

— Lasomme des (n+1) premiers entiers correspond & la somme des (n+1) premiers termes d'une suite
arithmétique (wy) (avec wy = k) de raison r= 1, soit :

n
Y k=
k=0

nombre de termes = (premier terme + dernier terme)
2
2 n+l 2 n+1
| n 1- [_] 1- [ ) i n+l
3 3 2
| vy = Iy =2x =6x=|1—
= 2 I 3
Donc i T3 3
| n nin+1)
n
| & 2
On a donc montré que:
2 n+l +1
VneM , s,,:sx(l—[ ] LGk
3 2
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