Controle commun n° 1 Terminale G
Octobre 2023

Correction

Exercice 1 7 points

Un horticulteur propose a la vente des géraniums et des bégonias qui n’ont pas encore fleuri.
— 60 % de ces plantes sont des géraniums, les autres sont des bégonias;

— 75% des géraniums auront des fleurs rouges;

— 48 % des bégonias auront des fleurs rouges.

Marie choisit au hasard une de ces plantes et I’achéte. On admet que chaque plante a la méme probabilité d’étre
choisie.

On définit les évenements suivants :
— G : « La plante choisie est un géranium » ;
— R : « La plante choisie aura des fleurs rouges ».
On note G I’événement contraire de G, et R I’événement contraire de R.

1. Donner la probabilité que la plante choisie ait des fleurs rouges sachant que c’est un bégonia. 0,5
La probabilité que la plante choisie ait des fleurs rouges sachant que c’est un bégonia est notée Pz(R)
P~(R) = 0,48 car 48 % des bégonias auront des fleurs rouges

2. Compléter 'arbre de probabilités ci-dessous : 1
06 -~ _
/ 0,25—R
0,48 _R
o=
3. Calculer la probabilité de I’événement G N R. 0,5
P(GNR)=P(G) x Pg(R) =0,6 x 0,75 = 0,45
4. Montrer que la probabilité de I’évenement R est égale a 0,642. 1,5 dont 0,5 pour phrase

G et G forment une partition de 1'univers, alors d’apres la formule des probabilités totales :

P(R)=P(GNR)+P(GNR)
= 0,45+ P(G) x P=(R)
=0,45+0,4 x 0,48
=0,45+ 0,192

= 0,642

La probabilité de I’évenement R est bien égale a 0,642.

5. Quelques jours plus tard, Marie constate que sa plante a des fleurs rouges. Calculer la probabilité, arrondie
au milliéme, que cette plante soit un géranium. 1

Calculons Pr(G).
P(GNR) 0,45
Pr(G) = = ~ 0,701.
®(G) P(R) 0,642
la probabilité que la plante de Marie soit un géranium sachant qu’elle a des fleurs rouges est 0,701 au millieme

pres.

6. Les évenements G et R sont-ils indépendants 7 Justifier la réponse. 1
Les éveénements G et R sont indépendants si P(GN R) = P(G) x P(R).
P(GNR)=0,45 P(G) x P(R) = 0,6 x 0,642 = 0,385 2.
Les évenements G et R ne sont pas indépendants.

7. a. Décrire par une phrase I’évenement G U R. 0,5
G U R est ’événement : « la plante choisie est un géranium ou elle donne des fleurs rouges ».



b. Calculer la probabilité de ’évéenement G U R. 1

P(GUR) = P(G) + P(R) — P(GNR)
= 0,6 + 0,642 — 0,45
= 0,792

Exercice 2 11 points

On considére une fonction f définie sur I'intervalle [0; 5].

Partie A - A ’aide d’un graphique 3 points

On a représenté ci-dessous la courbe (C'y/) de la fonction dérivée f’ ainsi que la courbe (Cy) de la fonction
dérivée seconde f” sur lintervalle [0; 5].
Le point A de coordonnées (1; 0) appartient a (Cy/) et le point B de coordonnées (2; 0) appartient a la courbe

(Cp).
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1. Déterminer le sens de variation de la fonction f. Justifier. 1

La fonction dérivée f’ est strictement positive sur [0; 1], et elle est strictement négative sur ]1; 5] donc la
fonction f est strictement croissante sur [0; 1[, et elle est strictement décroissante sur ]1; 5]



2. Déterminer sur quel(s) intervalle(s), la fonction f est convexe. Justifier. 1
La fonction f est convexe sur les intervalles ou la dérivée seconde est positive.
1" est positive sur [2; 5] donc f est convexe sur [2; 5]

3. La courbe de f admet-elle des points d’inflexion ? Justifier. Si oui, préciser leur(s) d’abscisse(s). 1
La courbe de f admet des points d’inflexion quand la dérivée seconde de la fonction f s’annule et change de
signe ; donc la courbe de f admet sur [0; 5] un point dinflexion dabscisse 2.

Partie B - Etude de la fonction 8 points

La fonction f est définie sur [0; 5] par
f(z) = bze™™.

1. Etudier les variations de la fonction f sur Pintervalle [0; 5]. 2=0,5+140,5
La fonction f est dérivable sur [0; 5] comme produit et composée et fonctions dérivables sur cet intervalle.
Pour tout réel = de [0; 5] :

On pose u(z) = b5z et v(x) = e~ alors u/(x) =5 et V/'(z) = —e

1(@) = v (@)o() + o' (@)u(a)
=5xe "4+ (—e ") x bz
=5e ¥ —bHre

=5e (1 —x)

—T

Sur [0; 5], 5e™* est positif car la fonction exponentielle est strictement positive sur R, le signe de f’ ne
dépend donc que du signe de (1 — z)

On retrouve ainsi la réponse de la question 1 de la partie A, c’est a dire, la fonction f est strictement
croissante sur [0; 1] et elle est strictement décroissante sur ]1; 5]

2. Etudier la convexité de la fonction f sur I'intervalle [0; 5] et les éventuels points d’inflexion 2
La fonction f’ est dérivable sur [0; 5] comme somme produit et composée et fonctions dérivables sur cet
intervalle.

Pour tout réel = de [0; 5] :

() =5e"" — bre™ ™
f'x)=-bxe = (hxe *+(—e ") xbx)
= —10e™* 4 bxe™
=be “(z—2)
Pour tout réel z, 5™ > 0 le signe de f” ne dépend que du signe de (x — 2) f” est strictement négative sur
[0; 2[, s’annule en 2 et est strictement positive sur |2; 5]

La fonction f est donc concave sur [0; 2[, convexe sur |2; 5] et le point d’abscisse 2 est un point d’inflexion

de (Cy)

3. a. Déterminer I’équation réduite de la tangente, T a la courbe, (C), de f au point d’abscisse 3 2
T:y=[f0G)(=—-3)+f(3)

—10 15
Or f/(3) =5e3(1 —3) = —10e™3 = e et f(3) =15e™3 = e
—10 15
DoncT:y:e—3 x(x73)+ef3
—10 45

T:y:e—gm—i—ET3

b. Etudier sur 'intervalle ]2; 5] la position de la courbe (Ct) par rapport a la tangente 7' 1
La fonction f est convexe sur |2; 5] la courbe (C}) est au dessus de toutes ses tangentes sur cet intervalle
et donc au dessus de la tangente T' sur cet intervalle car 3 € ]2; 5]



4. Montrer que la fonction F' définie sur [0; 5] par F'(z) = (=52 — 5)e™* est une primitive de f sur [0; 5]. 1
La fonction F' est dérivable sur [0; 5] comme produit et composée et fonctions dérivables.
Pour tout réel = de [0; 5] :
On pose u(z) = —bx —5 et v(z) =e

— —x

alors u/(x) = =5 et v'(z) = —e

F'(z

~

=/ (z)v(z) + v (z)u(x)
=-5xe T+ (—e ") x (=bw—5)
= —be ¥+ bxe T +5e "

= bxe

Donc F est bien une primitive de f sur [0; 5]

Exercice 3 14 points

Partie A - Restitution Organisée de Connaissances 2
Soient (uy,) et (vy,) deux suites telles que u, < vy, & partir d’un certain rang ng
Démontrer que si limite lim (u,) = 400 alors lim (v,) = +00

n——+oo n—-+oo

Soit I un intervalle de la forme JA ; 4+o00[, A € R Comme nETm(un) = 400 alors par définition, I contient tous les
termes de la suite (u,) & partir d’un certains rang n;
Posons N = max(ng;n1) alors pour tout entier naturel n > N on a :
u, € I, c’est-a-dire, A < u,, et u, < v, donc A < v,

Donc 'intervalle I contient tous les termes de la suite (v,,) & partir d’un certain rang N et donc 1151_1 (vp) = +00
n—-—+0o0

Partie B - Etude d’une suite

On considere la suite (uy),,cy définie par :

1
up =1 et pour tout n € N, vy = gun—i—n—?.

1. Calculer uq, uo, usz et uy. 1
1 1 1 5
Sin=0, up,11 = §un+n—2devient up = §u0+0—2:§—2:—1§
Sin=1, up41 = gun +n — 2 devient uy = gul + 1 — 2 soit ug = -5
. 1 . 1 . 14
Sin=2 up1 = §u” +n — 2 devient uz = §u2 + 2 — 2 soit ug = o
1 1 67
Sin=3, up41 = gun +n — 2 devient uy = §U3 + 3 — 2 soit uy = 3
2. a. Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n > 5, u, > n — 3. 2

Soit P, la propriété : "u,, > n — 3" pour n > 5

1 553
Initialisation : Pour n =5 : ug = §u4 +4-2= 243’ soit us =~ 2,28 donc us > 5 — 3.
La propriété est vraie pour n = 5.

Hérédité :

Soit n € N et n > 5 un entier quelconque fixé.

On suppose la propriété vraie au rang n, c’est & dire w,, > n — 3.(hypothése de récurrence)
Montrons qu’elle est vraie au rang n + 1, c’est a dire w11 = (n+1) —3=n—2

Par hypothese de récurrence u,, > n — 3 on multiplie par %

tu, > %(n — 3) on ajoute n — 2

1 1
gun+n—2>g(n—3)+n—2

soitun+1>§n—1—|—n—2

1
Orn>5d0nc§n>1

Donc up41 =>2n—2



La propriété est vraie au rang n + 1
Conclusion : La propriété est vraie au rang 5, et elle est héréditaire. Donc elle est vraie pour tout entier

naturel n > 5, c’est a dire u,, > n — 3 pour tout entier naturel n > 5.
b. En déduire la limite de la suite (uy),,cy- 1
lirf (n — 3) = +o00 et pour tout entier naturel n > 5, u, > n — 3 donc d’aprés le théoreme de
n—-+0oo
comparaison : lim w, = 4o0.
n—-+oo

21

3. On définit la suite (vy,), oy par : pour tout n € N, v, = —2u, + 3n — TR
, . . . . 1 . —25

a. Démontrer que la suite (v,), oy est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme vy = — 2

Pour tout entier naturel n,

21
Ung1 = —2Upq1 +3(n+1) — 5

—21—1— 2+3+321
= Bunn n >

2 21 2 7
::—?m—2n+4+3n+3—§<:—?m+n—§
1 1 21
-2 " — — J—
( u)+3x3n 3 X5

2

~—~— N X

21
—2Uy, +3n — —

W= W= W=

<
3

1
La suite (vy,),,cy est la suite géométrique de raison 3 et de premier terme :

21 25
ug + 3 X 5 5

25 (1\" 21
b. En déduire que : pour tout n € N, u,, = ZE) <3> + gn I 0,541

D’apres la question précédente on a :
Pour tout entier naturel n,

" 25 "
Un:UOXq :_?X g

21
et v, = —2u, +3n — 3

25 (1 21
dOnC 72'111” = 7? 3) — 3n —+ ?
25 /1\" 21

soitZu":? 3 +3nf?;

fl§ }n+3 fg
=519 \3 "

Donc pour tout n € N,
25 /1\" n 3n 21
Un = —(/ | 5 —_— - —.
4 \ 3 2 4

c. Soit la somme S,, définie pour tout entier naturel n par : S, = Z Up = Ug + Uy + ..... + Up,.
k=0
Déterminer ’expression de S,, en fonction de n. 1,5 méme si inachevé
Soit n un entier naturel et :

Sp = ug + Uy + ... + Up,.
S’n:(vo—i—vl—i- ..... +v,) +

| W

21
(1+2+...+n)—zx(n+1)

kn
25 21
B (1)
k=0

kO k=0

. 1 .
La premiere somme est celle des termes d’une suite géométrique de raison 3 et de premier terme 1



1 n+1
()
25 3 3 nn+1) 21
Sp = — = - — 1
T T +3 5 4(n+)
3
1 n+1
1—(=
g 2 (3) L 3n 2n 21
! 2 4 4 4 4
P
g — (LY 8% on 33
T8 \3 4 2 8
Partie C - Fonction Python 3 points

1. On considére la fonction Python, mystere, ci-dessous, qu’obtient-on si on saisit dans la console mystere(3) ?
1 pour ug,u1,us sous n’importe quelle forme

def mystere(n):
L=[1]
for k in range(l,n):
L.append ((1/3)*L[k-1]1+(k-1)-2)
return L

>>> mystere(3)
[1, -1.6666666666666667, —-1.5555555555555556] \\

La console affiche la liste des trois premiers termes de la suite «

2. a. Ecrire, en Python, une fonction seuil(A) qui détermine le plus petit entier n tel que u,, > A ou u,, désigne
le terme général de la suite définie a la partie B 1

def seuil(A):
u=1
n=0
while u<A:
u=1/3%utn-2
n=n+1
return(n)
b. Quel est le résultat obtenu pour seuil(20) ? 1

seuil(20) renvoie 17
en effet ui16 =~ 18,75 < 20 et uy7 &~ 20,25 > 20



Exercice 4 8 points
On considére une suite (u,,) positive et la suite (v,) définie par

U,
14w,

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7
Justifier dans chaque cas. Toute trace de recherches méme incomplétes sera valorisée

VUp =

1. La suite (v,) est bornée par 0 et 1. 2
VRAI
Par hypotheése la suite (u,,) est positive. On en déduit pour tout n :
vp = 0et u, <1+ u,
en divisant par (1 +uy,) > 0 on obtient 72— <1
Donc pour tout entier n, 0 < v, <1

2. Si la suite (u,) est convergente, alors la suite (v,,) est convergente. 2
VRAI
Par hypotheése (u,) a une limite finie que 1’on note ¢ : les théorémes sur les limites nous garantissent £ > 0
puisque (u,) est positive.
D’apres le théoréme sur la limite d’une somme, nous avons : lim (1 + u,) =1+ ¢ > 0. Puisque ce nombre

n—-+oo
) l
est différent de 0, nous obtenons en appliquant le théoréme sur la limite d’un quotient : lim v, = ——.
n——+oo 1+7
La suite (v,,) est donc convergente.
3. Si la suite (u,) est croissante, alors la suite (v,,) est croissante. 2
VRAI
Calculons la différence entre deux termes consécutifs de (v,) :
Pour tout entier n :
v . = Un+1 . Un
el T+ Up+1 1+ u,
_ Unp1(1+un)  up(l+upygr)
Un+1 — Unp = -
1+ Up+1 1+ Unp,
v v — Up4+1 — Up
+1— Up =
" " (1 +u7L+1)(1 +un,)
Puisque (u,,) est croissante, nous avons pour tout n : u,4+1 — u, = 0.
Nous en déduisons v, 11 — v, > 0 et donc (v,,) croissante.
4. Sila suite (vy,) est convergente, alors la suite (u,) est convergente. 2

FAUX
Un contre-exemple est obtenu en posant pour tout n : u,, = n. Cette suite diverge car elle tend vers +occ.
Dans ce cas nous avons :

n 1
Uy = =

1+n 71—|—n

Les théoremes sur les limites et les opérations nous donnent lim v, = 1.
n—+oo

Par conséquent (v,,) est convergente alors que (u,,) est divergente.



