Correction — Devoir Maison n°1

Partie obligatoire

Exercice vidéo :

Soit f la fonction définie sur R par :
—X
fo) = x2+x+1
1. Montrer que pour tout x € R :

e ¥(—x?>—-3x-12)

f1e) = (x2+x+1)2
_u(x)
f(x) = m
ol u(x) =e™* et v(x) =x*+x+1

On pourrait justifier pourquoi f est bien définie sur R (méme si ce n’est pas demandé).
A=b?—4ac=1>—-4x1x1=-3

A < 0 donc la fonction v n’admet pas de racine réelle.

De plus, elle est toujours strictement positive sur R car a = 1 est positif.

donc u'(x)=-—-e7* et vi(x)=2x+1

f est donc dérivable sur R et pour tout x € R :

uw' ()vx) — v (x)ulx)

v(x)?
—e*(x?+x+1)—Q2x+1)e™™
(x? +x +1)?

e X(—x?—-x—-1-2x—-1)
(x? +x+1)?
—e™*(—x?—-3x—2)
(x? +x +1)?

fl) =

2. Déterminer 'équation réduite de la tangente au point d’abscisse 0.

Une équation de la tangente au point d’abscisse 0 est :

y=f"(0)(x—0)+£(0)

e %(-0%2-3x%x0-2) N e 0
Pt =
y 02+0+ 12  ~T02+0+1
1x(=2) 1
= = TX + I
& y=-2x+1 est '’équation réduite de cette tangente.

3. La fonction f admet-elle une ou plusieurs tangentes horizontales ?
Justifier et préciser éventuellement 'abscisse des points concernés.
f admet une tangente horizontale au point d’abscisse x
& le coefficient directeur de la tangente a C; au point d’abscisse x est égale a 0

& f'(x)=0




—e*(—x*-3x-2) 0
xZ+x+12

& —e ¥ (—x?2-3x-2)=0

=

& —x?2-3x—-2=0 car pour tout x E R: e™* # 0 puisque e™ > 0.
A=b2—4dac=(-3)2—4x(-1)x(-2)=9-8=1

A > 0 donc cette équation admet deux solutions :

—b— VA —b+ VA
1= 2a X2 = 2a
_—(=3)-V1 _3+1
T 2x (-1 )
_3-1 _
=" =
=—1

Ainsi, f admet deux tangentes horizontales :

une au point d’abscisse x = —1 et une autre au point d’abscisse x = —2.

Partie non obligatoire :

Exercice 1 :

Soit (u,) la suite définie par u, = % et telle que pour tout n €N, u,,,; = 1_?_%
n
1. Démontrer par récurrence que pour tout n € N, u,, > 0.
Pour tout n € N, on note P, la proposition u, > 0.

e Initialisation: Pourn=0:

1
Up =3 donc uy > 0.

Ainsi, P, est vraie.
e Hérédité: Soit k € N. Supposons que P, est vraie i.e. u, > 0.

Montrons alors que Py, est vraie i.e. ug,q > 0.

Ona: u,>0 (dapres Ihypothése de récurrence)
donc  2u; >0 puis 1+ 2u;, >1  en particulier 1 + 2u;, >0
1
donc Tt 20, >0 (d'apres régle des signes)
d U 03 3w, > 0 pui >0
—_— X
one — 20, Uy car 3uy puisque uy

s
d'ot upy, >0
Ainsi, P, est vraie.

Autre rédaction pour démontrer ’hérédité :
3uk

U1 = T
K17+ 2u,

D’une part, u; > 0 donc 3u; > 0.



D’autre part, up > 0 donc 1 + 2u;, > 1 > 0.
Ainsi, par quotient de deux nombres positifs, u;,., > 0.
e Conclusion : La proposition P, est vraie au rang n = 0 et est héréditaire.
Ainsi, pour tout n € N, u,, > 0.
2. On admet que pour tout entier naturel n, u, < 1.
Montrer alors que la suite (u,) est croissante.
_ 3uy
1+ 2u,

_ 3u, u, (14 2uy,)
1+ 2u, 1+ 2u,

Un+1 — Up —Up

3u, —u, — 2u,?
1+ 2u,

2uy, — 2uy,?
1+ 2uy,

~ 2up(1—uy)

14 2u,

Or,2u, >0 et1+2u, >0 caru, >0

donc le signe de u,.; — u, dépend uniquement du signe de 1 — u,,.
D’autre part, on a admit que u, <1 donc 0<1—-wu, ie 1-—wu,>0.
Ainsi, Uy — Uy, > 0 done uypq > uy,.

La suite (u,) est donc strictement croissante (donc croissante) sur N.

Un

3. Soit (v,) la suite définie sur N par v, = T
n

a. Exprimer u,, en fonction de v,.

Remarque : la suite (v,,) est bien définie car 1 — u,, > 0 puisque u,, < 1.

Un(1—uyp) = uy
Un = Vpln = Up
Un = Un + UnUn
Vp = Up(1+ )

Un . Un

=u ie. u,=
1+v, " "1+,

g ¢80 ¢

b. Montrer que la suite (v,,) est géométrique de raison 3.

Un+1

Un41 =7 —
1—=up4s

3u,
1+ 2u,
1—_3Un
1+ 2u,
3u,
1+ 2u,

1+2u,  3u,
1+2u, 1+ 2u,




3u,
_ 14 2u,
T 1-u,
1+ 2u,
3uy, 1+ 2u,

= X
1+2u, 1-u,

_ 3uy
1w,

Méthode 1 : Méthode 2:

L'idée était de simplifier au maximum la fraction avant d'aller plus loin !

= 317n =

Ainsi, la suite (v,) est géométrique de raison q = 3.

c. En déduire que pour tout n € N, u,, = 1
D’apreés la question 3a :
v‘l’l

=1+vn

un
Or, on déduit de la question 3b que pour tout n € N : v, = vy X q™

1

u =
avecq =3 etv0=1_0u0= 21=%=1
1— =
2

Donc v, =1 x 3" = 3",

On conclut que pour tout n € N :
3n

1+3"

u, =

Exercice 2 :

Soit (T,,) la suite définie pour tout entier n > 1 par:
T e
"Tn241 n?2+2 nZ+n

1. Justifier que T; = % et T, = 1_;
1 1
h=wri~z
2 2 2 12 10 22 11

2
T 6-30730° 3015

= +
224+1 " 2242



2. Démontrer que pour tout entiersnet ktelsquen>1etl1 <k <n:

n - n - n
n2+n" n?2+k" n?2+1

Soit n € N*. Pour tout entier k tel que 1 <k <n':

0<n?+1<n?+k<n®+n

Donc en composant par la fonction inverse, qui est décroissante sur |0; +oo[ :

1 - 1 - 1
n2+1 n2+k n?+n
1 - 1 < 1
n2+n" n?+k n2+1
n n n
n2+nsn2+kgn2+1

1.e.

puis carn >0

n? n?
<T, <

L . S
3. En déduire que pour tout entiern > 1, on a mrnSh<mr71

Autrement dit, on a les encadrements :

n n
R < 1 < 11 (1) obtenue lorsque k =1
n n

e < 17 < 11 (2) obtenue lorsquek = 2

n n n

Zrn < i < 1 (n) obtenue lorsquek =n

En sommant ces n encadrements, on obtient :

n n n n n n n
Z+n nZtn = 2+l 22 Tniia = B R |
. n n
l.e. n2+n><n < T, <= n2+1><n
R n? n?
d'ou T < T, < 211

4. En déduire la limite de la suite (T,).

e D’une part:

n2

n2+n_n2(1+%) 1+%

Comme lim ~=0 alors lim (1 + l) =1
n—o+oon n—+oo n
n2
i li =1
donc par quotient, . _1)111oo T

e D’autre part :

2 2

n n

"2+1=n2(1+%)_1+

n2

On obtient de la méme maniére que lim 1

n—+on? +1
e Ainsi, d’apres le théoreme des gendarmes :
lim T, =1

n—+oo



