Correction CHAPITRE 5 : Espace 1° partie

Fiche 2

Capacité 7 p 57
Lire sur une figure si des vecteurs forment une base
ABCDEFGH est un parallélépipéde et O est le centre du

H G
parallélogramme EFGH. : )
€D Donner deux vecteurs qui forment une base du plan (ABC).
€) a. Justifier que (AC, OH) est une base du plan (ABC). C

b. Compléter la base (AC, OH) pour former une base de
I'espace. A B

€) (GO, FB, CE) est-elle une base de I'espace ? Justifier.

Solution commentée

o Les points A, B et C ne sont pas alignés donc (PTﬁ A_C) est une base de (ABC).

€) a.0 estle centre de EFGH donc OH=1FH FH Or ABCDEFGH est un parallélépipede
donc FH=BD et OH =180 28D.
Dans le plan (ABQ), les dI'OIteS (AC) eﬂBD)_s?nt sécantes donc les vecteurs AC et BD ne
sont pas colinéaires, on déduit que AC et OH ne sont pas colinéaires.

Comme BD est un vecteur de la direction du plan (ABC), OH I'est aussi. (AC, OH) est donc
une base de (ABC).

b. BF n'est pas un vecteur de la direction du plan (ABC) car B appartient a (ABC) mais
F n"appartient pas a (ABC). On déduit que (PTC, 6F1, Em est une base de I'espace.

3] CE=CG + GE = —FB + 2GO car BCGF est un parallélogramme et O est le milieu de
[GE]. CE, FB et GO sont coplanaires donc ils ne forment pas une base de I'espace.

Capacité 8 p 57

Lire la décomposition d'un vecteur dans une base

On considére le parallélépipede ABCDEFGH représenté a la capacité 7 précédente.
€D Décomposer les vecteurs EG et OH dans la base (EF, EH).

€) Décomposer les vecteurs BH et AO dans la base (AB, AD, AE).

Solution commentée
@ -EG=FEF+EH
G
P

(o)

A B

Cela traduit directement de la régle du En effet, O est le milieu de [FH] donc
parallélogramme. OH=LFi=1FE+ 1EH.
OH 3 FH= 3 FE 5 EH
«AO=1AB+ 1AD+AE
AO 3 B+ 2A + AE
G

On a BH = BF + FE + EH avec BF = AE, Ona A0 = AE +EO donc

— —e ‘l — ‘l — R
FE=-AB et EH = AD puisque ABCDEFGH ~ AO=AE+ - EF+ S EH puisque O est le
est un parallélépipéde. centre de EFGH.




Pour les exercices 79 et 8o,
ABCDEF est un prisme a base trian-
gulaire. | estle milieu de [BC] et J est
celui de [EF].

N° 79 p 69 N°80 p69

1. Justifier que les vecteurs AB et AC forment une base du | 1.a. Décomposer le vecteur Al dans la base (AB, AC).
plan (ABC). . b. Décomposer le vecteur AB dans la base (AT, BC).

2. a. Justifier que (Al, BC) est aussi une base du plan (ABC). 2. a. Décomposer le vecteur A dans la base (PTE, /TC, m)'

b. C_o‘m_p‘let_e‘r cette base pour former une base de I'espace. b. Décomposer le vecteur D dans la base (/Té, K, Kf)).
3. (Al, AE, JC) est-elle une base de l'espace ?

79 1. A, B et C sont trois points non alignés. done (ﬁ AC) est une base du plan (ABC).
2. a. (AI) et (BC) sont sécantes en L. done les vecteurs Al et BC ne sont pas colinéaires.
Ainsi. (ﬁ ﬁf) est une base du plan (ABC).

b. (AL BC. ﬁ} est une base de I'espace.

3.JC=El= —AE + AL

Puisque ]_C> AE et Al sont coplanaires, (JC. AE. Al) n’est pas une base de I’espace.

hA_B'=I1'—§ﬁ:'
2.a _]’=§AB+§;~,C+AD
b _1’=§E+§AC—E

N°81 p 67 81 1. a. E est le milieu de [AD].

81 ABCD est un tétraédre. Lﬁ BF et ( CF sont coplanaires, done F appartient au plan (ABC).
On définit les points E, F et G par les égalités : BC. CG et DG sont coplanaires, done G appartient au plan (BCD).
AE+DE=0; AF - BF - CF =0 et BG + CG + DG =0. 2.2 AE =7 AD.
1. a. Que peut-on dire du point E ? b. AF=AB + AC. L
b. A quels plans appartiennent les points F et G ? Justifier. ¢ EF=AB+AC—- AD.
2. a. Exprimer AE en fonction de AD. 3.a.AG=;AB+; AC+; AD

b. Exprimer AF dans la base (AB, AC). b. EG =§ AB +§ AC—- AD.

c.__En__dé_d_uire I'expression du vecteur EF dans la base Puisque EG =§ EF. les points E. F et G sont alignés.
(AB, AC, AD).

3. a. Exprimer AG dans la base (AB, AC, AD).

b. En déduire que les points E, F et G sont alignés.

82 Soit les points A(3;0;-1),B(5;1;-2) et C(-3; 2; 3).
Déterminer les coordonnées du point D tel que ABCD soit un
parallélogramme.

82 ABCD est un parallélogramme lorsque D a pour coordonnées (=5 : 1 : 4).




83 Soitles points A(1;-2; 3),
B(1;3;2),D(-2;-1;2) et

E(3;0;6). Déterminer les coor-
données des points C, F, Get H
de sorte que ABCDEFGH soit un

parallélépipéede.

A
830OnaC(-2:4:1).F3:5

. 5). G(0

;6:4)etH(0:1:5

Capacité 12 p 60
Démontrer la coplanarité de quatre points
L'espace est muni d'un repére (O; 1, j, k).

© Montrer que les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires.
€) Démontrer que les points A, B, C et D sont coplanaires.

On considére les points A(2 ;-1;4),B(6;-7;0),C(1;0; 1) etD(13;-16; 5).

Solution commentée
@ OnaAB(4;-6;-4)etAC(-1;1;-3).
Puisque xz = —4x;z mais Yy # —4y;, il n'existe pas de réel 1 tel que AB=1AC.
Par conséquent, les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires.
€) Comme AB et AC ne sont pas colinéaires, démontrer que les points A, B, C et D sont
coplanaires revient a déterminer deux réels o. et 3 tels que AD=cLAB + B/Tf.
4o—-B=11
Puisque AD(11;-15; 1), cela se traduit par le systéme : 4 —60t + B = —15.
—4o.-3B=1
On extrait les deux premiéres équations et on résout le systéme obtenu :
4o—B=11
{—60( +B=-15
équations, le systéme équivaut a

On remplace la deuxiéme équation par la somme des deux
4u-B=1 . o

{—Za k. On obtient alors o.=2 et B =-3.

Il faut a présent s'assurer que la troisiéme égalité est vérifiée par ces valeurs :

40— 33 =-4x2-3x (-3)=1 ce qui convient.

Ainsi AD = 2AB - 3AC donc les vecteurs AB, AC et AD sont coplanaires.

On en conclut que les points A, B, C et D sont également coplanaires.

Capacité 13 p 61

Montrer que des vecteurs de l'espace forment une base

€D Démontrer que les vecteurs « et v forment une base d'un plan.

€D Démontrer que les vecteurs u, v'et w forment une base de I'espace.

Dans une base (7, j, k) de l'espace, soit les vecteurs u{1;-3; 5),W4;2; 1) et w(0; 2;-1).

Solution commentée
@ i est colinéaire a v'si, et seulement si, il existe un réel k tel que u'= kv.
1
k=1
1=kx4 43
k doit donc étre solution du systéme { —3 = k X 2, ce qui équivauta | k = —T 3§
5=kx1 k=5

Puisque ce systéme n’a pas de solution, les vecteurs et vhe sont pas colinéaires,
doncils forment une base d’un plan.
€) Soit a, b et ¢ trois réels tels que au™+ by + cw'= 0. Les coordonnées du vecteur
ax1+bx4+cx0 a+4b
i+ bv+cwsont| ax (=3)+bx 2+cx 2 |soit| -3a+2b+2c |

ax5+bx1+cx(-1) Sa+b-c
a+4b=0
L'égalité au + bv'+ cw = 0 équivaut a {—3a + 2b + 2c= 0 donca
Sa+b-c=0
a =—4b a=—4b a=—4b a=0

—~3X (=4b) +2b + 2c= 0s0itai14b + 2c= 0 doncaic=~7b puisajc=0.

5% (-4b)+b-c=0 -19b—-c=0 -12b=0 b=0
On en conclut que les vecteur , v et w ne sont pas coplanaires : ils forment une base
de l'espace.

Capacité 14 p 61

Déterminer les coordonnées d'un vecteur dans une base
D'apres la capacité 13 précédente, les vecteurs u(1;-3;5),(4;2; 1) et w(0;2;-1)
forment une base de I'espace.

Déterminer les coordonnées du vecteur 7{-1; =15 ; 16) dans la base (i, v, w).

Solution commentée
On cherche trois réels a, b et ¢ tels que 7 = ai + bv+ cw. On a vu dans la capacité
a+4b

précédente que le vecteur aii + bv+ cw a pour coordonnées | —3a + 2b + 2¢ |.
Sa+b-c
a+ab=—1
—3a+2b+2c=-15
Sa+b-c=16
a=—1-4b
14b + 2c= -18
=19 -c=21

L'égalité r = au + bv+ ew est done équivalente au systéme :

a=-1-4b
donca{—3 x (—1—4b) + 2b + 2¢ = —15 ce qui équivaut a
5x(-1-4b)+b—-c=16
a=-1-4b
soit @ 4 14b + 2c= —18. En remplagant la troisiéme équation par la somme de la
—38b—2c= 42

a=-1-4b a=3
deuxieme et de la troisiéme, le systéme devient {145 + 2¢= ~18s0it 1 ¢ = -2.

—24b = 24 h=-1

On en déduit I'égalité 1= 31 - v - 2w, donc les coordonnées de f dans la base (i, v, w' )
sont (3;-1;-2).




1. Démontrer que u et v forment une base d'un plan.
2. Démontrer que u, v et w forment une base de |'espace.

84 1. Les vecteurs U et ¥ sont non nuls tels que yz = 0 mais yz £ 0. done U et ¥ ne sont pas
colinéaires : ils forment une base de plan.

—5a+b

6a + 3c )

2. Les coordonnées du vecteur a i + b ¥ + ¢ W sont (
—4a —2b + 5¢

- —Sa+b=0 b =ba
Légalittad +bi+cw= Déquimurﬁ[ 6a+3c=0 soiré[ c=—2a
—4a —2b+5c=0 —4a —10a —10a =0
b=0
doucé[c:(].
a=0

. [ . qoe .
Des lors, U. ¥ et W ne sont pas coplanaires : ils forment une base de I'espace.

On considére les vecteurs (-5 ; 6; —4), w(1;0; -2) et w(0; 3; 5).

103 Soit A(1;0;1),B(3;14;9),C(12;5;0)etD(-2;3;4).
1. Montrer que les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires.

2. Démontrer que les points A, B, C et D sont coplanaires.
103 1. OnaAB(2: 14 : 8) et AC(11: 5:-1).

Puisque zgg =—8 zz¢ mais xzg = -8 xzg. les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires.
2.0naAD(-3:3:3).

. . e - v - o
Déterminons deux réels a et B tels que AD = @ AB +  AC. Pour cela, on résout le systeme :

2+ 11 = -3 B:i
14a + 58 = 3 . Les premiére et troisiéme équations donnent 21 .
8a—f=3 a=3

Vérifions: 4 a+5f=14x é +5 x (%1) = 3. ce qui convient.

Ainsi AD = % AB- % AC. done les vecteurs AB, AC ct AD sont coplanaires. On en conclut que

les points A, B. C et D sont également coplanaires.

N°95 p 69
On admet que les vecteurs u(1;0;0),v(1;1;0)etw(1;1;1)
forment une base de |'espace. Déterminer les coordonnées du

— —

vecteur ¢(3; 1; 2) dans la base (u, _:1'_1;)

95 On recherche trois réelsa. betctels que t=a i+ b ¥ + c W.

atb+c=3 a=2
Onrésout le systéme{ b+c=1 quiéquvautajh = —1.
c=72 c=12

Les coordonnées de © dans la base (. 7. W) sont (2 : -1 : 2).

N°108 p 70

108 La figure ci-contre
est composée de trois
cubes identiques.

1. Sans justifier, donner
les coordonnées de cha- . :
cun des points de cette

figure dans le repére (A ; AB, AH, Al.

2. Déterminer les coordonnées des vecteurs DN, AM et HC
dans ce repere.

3. Ces vecteurs sont-ils coplanaires ? Justifier.
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108 1. A(0: 0 0) E(3:1:0) 0:0:1) MG3:1:1)
B(1:0:0) F2:1:0) J(1:0:1) N(2:1:1)
C(2:0:0) G{l:1:0) K2:0:1) O(l:1:1)
D(3:0:0) H(0:1:0) L(3:0:1) P(O:1:1)

2.0naDN(-1:1:1).AM(3:1:1) et HC(2: —1: 0).

—a+3b+2c=0 b+3b+2c=0

S,L‘égaliréaﬁ+bm+cﬁ=6équivamé a+b—c=0 soita —c=0
a+b=0 a=-b
b=0
donca{c=0.
a=0

Dés lors, DN. AM et HC ne sont pas coplanaires.




