Corrigé du DST n°1 de spécialité mathématiques

EXERCICE 1 : 7,5 points

N

Chaque semaine, un agriculteur propose en vente directe & chacun de ses clients un panier de produits frais
qui contient une seule bouteille de jus de fruits. Dans un esprit de développement durable, il fait le choix de
bouteilles en verre incassable et demande & ce que chaque semaine, le client rapporte sa bouteille vide.

On suppose que le nombre de clients de 'agriculteur reste constant.
Une étude statistique réalisée donne les résultats suivants :

— A Tissue de la premiére semaine, la probabilité qu'un client rapporte la bouteille de son panier est 0,9

— si le client a rapporté la bouteille de son panier une semaine, alors la probabilité qu’il raméne la bouteille
du panier la semaine suivante est 0,95 ;

— si le client n’a pas rapporté la bouteille de son panier une semaine, alors la probabilité qu’il raméne la
bouteille du panier la semaine suivante est 0, 2.

On choisit au hasard un client parmi la clientéle de I’agriculteur. Pour tout entier naturel n non nul, on note R,
I’événement « le client rapporte la bouteille de son panier de la n-iéme semaine ».

1. (a) Modéliser la situation étudiée pour les deux premiéres semaines a ’aide d’un arbre pondéré qui fera
intervenir les événements Ry et Rs.

L’¢noncé donne p (R1) = 0,9 ;  p, (R2) =0,95 et Per (R2) =0,2.
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(b) Déterminer la probabilité que le client rapporte ses bouteilles des paniers de la premiére et de la
deuxiéme semaine.
On cherche p (R; N R2) : p (RN Ry) =p(R1) X py, (R2) =0,9%0,95=0,855

(c) Montrer que la probabilité que le client rapporte la bouteille du panier de la deuxiéme semaine est
égale & 0, 875.
On cherche p (R2)
Ry et Ry forment une partition de I'univers donc, d’aprés les probabilités totales on a :
p(R2) =p(RiNRy) +p(RiNRy) =0,855+p (Ry) ><pr1(32) =0,855+0,1x0,2=0,875

(d) Sachant que le client a rapporté la bouteille de son panier de la deuxiéme semaine, quelle est la
probabilité qu’il n’ait pas rapporté la bouteille de son panier de la premiére semaine ?
On arrondira le résultat a 1073,
p(RiNRy) 0,02 4

On cherche Pr, (R71) Pr, (E) = » (B2 = 0.875 =T ~ 0,023




2. Pour tout entier naturel n non nul, on note r, la probabilité que le client rapporte la bouteille du panier
de la n-iéme semaine. On a alors r, = p (R,).

(a) Recopier et compléter 'arbre pondéré (aucune justi-

. 0,95

fication n’est attendue) : Fona
(b) Justifier que pour tout entier naturel n non nul,

rnt1 = 0,75, +0,2. =

R, et R, forment une partition de l'univers donc, 0,05 fint1

d’aprés les probabilités totales on a :

Tn+l = R 1

n+ p(Rn+1) 0,2 R

=p(Rn N Rpt1) +p (Bn N Rpt1)

= Pp, (Bnt1) X p(Ry) + Pg- (Rn41) x p (E)
=0,95r, +0,2(1 —1rp)

=0,75r, +0,2

(¢) Démontrer par récurrence que pour tout entier

naturel n non nul, r, = 0,1 x 0,75" ! 40, 8.
Soit P, : r, = 0,1 x 0,751 +0,8. Montrons par récurrence que P, est vraie pour tout n > 1.

Initialisation : r; = p (Ry) = 0,9 et 0,1 x 0,75° +0,8 = 0,9 donc P; est vraie.

Hérédité : Soit k£ un entier naturel non nul tel que r, = 0,1 x 0, 751 4 0,8.

Alors rir1 = 0,757, + 0,2 d’aprés la question précédente
=0,75 (O, 1x 0,751 40, 8) + 0,2 d’aprés 'hypothése de récurrence

=0,1x0,75F4+0,6+0,2
=0,1x0,75+0,8 donc Py est vraie.

La propriété est vraie au rang 1 et héréditaire & partir de ce méme rang donc, par le principe de
récurrence, elle est vraie pour tout n > 1, soit : Vn € N* | r, =0,1 x 0,75" 1 +0,8
Calculer la limite de la suite (r,).
Interpréter le résultat dans le contexte de 1’exercice.
0,75| < 1 donc lim 0,75"" ! = 0 et par opération sur les limites on a lim r, = 0,8.
n—+o00 n——+o0o

On en déduit qu’avec le temps, la probabilité pour un client de rendre la bouteille se stabilise a 0,8.
L’agriculteur récupérera donc environ 80 % de ses bouteilles d’une semaine sur la suivante.



EXERCICE 2 : Les deux parties A et B sont indépendantes. 9,5 points
Partie A :
e ) S ) 14 3u,
On considére la suite (u,) définie par : ug = 2 et, pour tout entier naturel n : u,4+1 = EE—
Unp,
On admet que tous les termes de cette suite sont définis et strictement positifs.
1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a : u, — 1 > 0.
Initialisation : up —1 =2 —1=1 > 0 donc la relation est vraie au rang 0;
Hérédité : Soit p un entier naturel tel que u, —1 > 0.
) 1+ 3u, . 14+3u, 3+u, 14+3u,—3—-u, 2(u,—1)
u — = — — = — = = .
P 3+ up 3+u, 3+u, 3+ uy 3+ uy
Par hypothése de récurrence on a :
. 2(up — 1)
up, —1 >0 et comme u, > 1, 3+ u, >4 > 0 donc son inverse > 0 et finalement Bt >0,
Up Up
c’est-a-dire que up+1 — 1 > 0. Donc la relation est héréditaire.
Conclusion : la relation est vraie au rang 0, et elle est héréditaire, donc d’aprés le principe de récurrence,
pour tout entier naturel n, wu, —1 > 0 soit u, > 1.
. ) ) . (T —up) (14 up)
2. (a) Etablir que, pour tout entier naturel n, on a : up41 — uy = .

Partie B : On considére la suite (u,,) définie par : ug = 2 et, pour tout entier naturel n : u,4; =

3+ up,

Quel que soit le naturel n :

1+ 3uy, _1+3un—3un—u%_1—u%

3+ un, " 3+ up,

(b) Déterminer le sens de variation de la suite (uy,).
En déduire que la suite (u,) converge.

B (l—un)(l—l-un).

bt = n = T 34w, 3+un

On sait que quel que soit le naturel n, u, > 1 = ufl >12=1-— u% < 0 et comme 3 + uy > 0 et
finalement w41 — u, < 0 ce qui signifie que la suite (u,) est décroissante.

La suite (u,,) est décroissante et minorée par 1 donc, par le théoréme de convergence monotone, elle
converge (vers une limite supérieure ou égale a 1).

140, 5uy,
0,5+ u,

On admet que tous les termes de cette suite sont définis et strictement positifs.

1.

On considére la fonction Python suivante :

def suite(n):

u =2 Reproduire et compléter le tableau ci-dessous par
for i in range(1l,n+1): les valeurs obtenues lors de 'appel de suite(3).
u=(1+0.5%xu) / (0.5 + u) Les valeurs de u seront arrondies au milliéme.
print (u)
) 1 2 3
U 0,800 1,077 0,976
2. Pour n = 12, on a prolongé le tableau précédent et on a obtenu :
1 4 5 6 7 8 9 10 11 12
U 1,008 3 0,997 3 1,0009 0,999 7 1,0001 0,999 97 1,00001 0,999 996 1,000 001

Conjecturer le comportement de la suite (uy) & 'infini.

Il semble que la suite converge vers 1 par valeurs alternativement supérieures et inférieures.



3. On considére la suite (vy,) définie, pour tout entier naturel n, par : v, =

Up — 1

Up + 1
1
(a) Démontrer que la suite (v,,) est géométrique de raison —3
140,5un 140,5un _ 0,54+un 140,50 —0,5—un
R I 0ptun —* _ O0ptun _ Optun 0,5+ tn ~0,5—0,5uy
ntl = ~ 140,5un = 1405un |, O5tun  1405unt05tun
Unt1 +1 05+a, T 1 05+un T 05%un 0.5+un 1,5+ 1,5up
—0,5 (up, — 1) 1
= —————" = ——p.
1,5 (up + 1) 3"
1
La suite (vy,) est donc géométrique de raison -3
(b) Calculer vy puis écrire v, en fonction de n.
2—-1 1 1 1\"
De plus, vg = —— = —. Alors pour tout naturel n, v, = - x [ —= | .
P, 0 =57373 P Ty < 3)

4. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n, on a : v, # 1.

Par ’absurde, s’il existe un rang n tel que v, = 1 alors

=1 soit u,, — 1 = u,, + 1 ce qui est

Uy, +
impossible. Donc : Vn € N, v,, # 1.
14w
(b) Montrer que, pour tout entier naturel n, on a : u, = 1 i )
— o,
Up — 1
Up = = vy (Uun+1)=up—1 <= vpup +uv, =u, —1 <
up + 1
Uplp — Up+ = —1 —v, <= uy (v, —1) = —1 — v, et comme v, # 1,
-1 -, 1+,
un = =
vy — 1 1—-wv,

(c) Déterminer la limite de la suite (uy,).

1
Comme —1 < —- < 1, on sait que lim
3 n——+00

. . 1
précédent lim wu, = - =1.
n—+o0o 1

EXERCICE 3 :

1\" 1\"
Soient (uy,) et (vy,) les suites définies pour tout entier naturel n par u, =1 — <4> et v, =1+ <> :

1 n
<—> = 0, soit lim w, = 0, donc d’aprés le résultat
3 n——+o0o

3 points

4

On considére de plus une suite (w,,) qui, pour tout entier naturel n, vérifie u, < w, < vy,.

Les affirmations suivantes sont-elles VRAIES ou FAUSSES 7 Justifier dans chaque cas.

1. Les suites (uy,) et (v,) sont géométriques.
1\’ 3
O : =1—-(-) =1-1=0cet = —.
na: up <4) et ujy 1

Donc il n’existe pas de nombre ¢ tel que
u1 = qug donc u n’est pas géométrique.
Ceci suffit pour affirmer que la proposition est

FAUSSE.

5 17
Deplus:vg=14+1=2; Ul:Zetw:ﬁ
5 17 4 17
doncﬂ:fe Uﬁ:—xf:—#ﬁdonc
Vo 8 (%1} 16 ) 20 Vo
v n’est pas géométrique non plus.
2. La suite (w,,) converge vers 1.
1 i \"
0< 1 < 1 donc ngrfoo (4) =0.
Alors lim wu, = lim v, = 1 donc, par le

n—-+o0o n—-+o0o
théoréme d’encadrement, (w,) converge aussi

vers 1. La proposition 2 est VRAIE.

3. La suite (u,) est majorée par 2.

Vn € N, u, <1< 2 donc u est majorée par 2 :
VRAI

4. La suite (wy,) est croissante.

FAUX, par exemple, si pour tout n pair,
wy, = U, et si pour tout n impair, w,, = v, alors
w oscille autour de 1 et n’est donc pas monotone.



