Exercices Limites de suites

Term

{ 23] @ (u,) est la suite définie sur N par :
u,=2n>+1.

a) Tabuler les premiers termes de la suite a I'aide de la

calculatrice.

b) Conjecturer la limite de la suite (u,)).

c) Déterminer a l'aide de la calculatrice un entier naturel

ntelque u, € ]10000; + ~o|.

21 (v,) est la suite définie sur N par:
v,=n*+n,

a) Résoudre dans R l'inéquation x* + x > 10 000.

b) En déduire un rang a partir duquel v,, > 10 000.

c) Trouver de méme un rang a partir duquel v, > 10°.

d) Conjecturer la limite de la suite.

¥ La suite (h,) est définie sur N par :
h,=6 —2n.

A désigne un nombre réel quelconque.

a) A partir de quel entier naturel n a-t-on:

sh,<—-107?

«h,<—100?

b) A partir de quel entier naturel n a-t-on h, <A?
c) En déduire la limite de la suite (h,)).

B3 LR @ python

La suite (u,) est définie
sur N par:

u, =—yn* +1.
Ondonne le programme
ci-contre écriten langage
Python.

a) Expliquer son réle.

b) Saisir ce programme
et exécuter la fonction
Seuil pour S= - 100,
puis pour S = — 1 000.

1 from math import *

-

s def U(n):

4 y=-sqrt(n**2+1)
s return y

7 def Seuil(S):

8 n=0

s while U(n)>=S:
10 n=n+1

11 return n

c) Conjecturer la limite de la suite (u,,).

L 35| (e,) est la suite définie sur N par e, = R
n

a) Démontrerque pourtoutn = 100,— 10 ' < e, <10

+1

b) Déterminer a partir de quel entier naturel n,
—10 °<e, <10 °.
c) Conjecturer la limite de la suite (e,,).

1

I)) est la suite définie sur N*par I, =5 — i s
n n
n

a) A partir de quel entier naturel n, 4,9 <1,<5,1?

b) A partir de quel entier naturel n, 4,99 <1, < 5,012

¢) o > 0 et 3 > 0 désignent deux nombres réels.

Démontrer que pour tout entier naturel n = 1,
5—a<l,<5+3équivauta5 —a<I,<5.

d) Démontrer que pour tout entier natureln =1,

e y ]
5—-a<I,<5équivauta — < n.

«
e) En déduire la limite de la suite (I,)).

[ 42 g Lasuite (h,,) est définie surN parh, = v/n® + n.
a) Tabuler les premiéres valeurs de la suite a I'écran de
la calculatrice.

b) Conjecturer la limite de la suite (h,)).

c) Démontrer que, pour tout entier naturel n, h, = n.
d) Démontrer la conjecture émise a la question b).

L 44 g (c,) est la suite définie pour tout entier naturel
n

n=1parc,=—.
n

a) Tabuler la suite (c,,) a I'écran de la calculatrice et
conjecturer sa limite.
b) Démontrer que, pour tout entier naturel n = 4,
n*— 2n—1 20
c) En déduire que, pour tout entier naturel n = 4,
20" ={n4 1%
d) Démontrer a l'aide d’un raisonnement par récurrence
que pour tout entier natureln =4, 2" =n’
e) En déduire que pour tout entier natureln =4, ¢, = n.
f) Démontrer la conjecture émise a la question a).

13 Lasuite (i) vérifie pour tout entier naturel n = 20,

1
LI R
n n

Démontrer que la suite (i,,) est convergente et préciser
sa limite.

1 Les suites (a,), (b,), (c,) vérifient pour tout entier
naturel n,

a,<-n<n’b,<2n*<c,
a) Démontrer que les suites (a,) et (c,) sont divergentes.
Préciser leurs limites.
b) Démontrer que la suite (b,,) converge. Préciser sa limite.
c) Proposer un exemple de telles suites.



Pour les exercices £l et Z1, étudier la limite de
chaque suite.

¥EE] a) Pour tout entier naturel n, u, = n + n’.

b) Pour tout entier naturel n, v, = nJn.

; 1
c) Pour tout entier natureln =1, w, = 2n — —.

n
1
2

d) Pour tout entier naturel n, h, = s
n+3

¥ a) Pour tout entier naturel n, u,=82-— ayn.

: 4 2
b) Pour tout entier natureln=1, v, = — + — +1.

n n

c) Pour tout entier naturel n, w, = (8 — n)(2n* 4 1).

2= V).

d) Pour tout entier natureln =1, a, = [S —im

n
: 4+n
e) Pour tout entier natureln =1, b, = s .
2—
n
; 40
f) Pour tout entier naturel n, ¢, = ;
243

¥ (u,) et (v,) sont deux suites telles que :

lim (u, +v,) =4 et lim (u,—v,) =6.
n—+00 n—+o0

a) Al'aide d’'une somme, montrer que lim 2u, =10.

n—+0o0
b) En déduire que (u,,) converge et préciser sa limite.
c) Déterminer enfin la limite de la suite (v,,).

Pour les exercices [El a [El, déterminer lalimite dela
suite (u,) apres avoir levé l'indétermination.

$E] Pour tout entier naturel n, u, = — n* + 4n + 2.

n+1
n+2

40n +1
" 42

E Pour tout entier naturel n, u, =

¥ Pour tout entier naturel n, u, =

(v,) est la suite définie sur N par :
 3e" 4 8e”"

"o 4e

37" +38
e 4e"
b) En déduire la limite de la suite (v,,).

a) Justifier que pour toutn, v, =

Une suite (u,,) converge vers un nombre réel (.
(v,) est la suite définie pour tout entier naturel n =1

+14,

ar v, = 8u, +
p n n n+1

a) Démontrer que la suite (v,,) est convergente et expri-
mer sa limite en fonction de (.

b) Déterminer la valeur de ( sachant que les deux suites
(u,) et (v,) ont la méme limite.

(u,) est la suite définie par u, = 1 et, pour tout
entier natureln =1, u, , = 2u?.

1. On suppose dans cette question que (u,,) est une
suite convergente vers un nombre réel (.

a) Exprimer la limite de (2u,2,) en fonction de (.

b) Utiliser I'unicité de la limite pour expliquer pourquoi
{=00uf=0,5.

2. a) Démontrer par récurrence que pour tout entier
natureln=1,u, = 1.

b) En déduire que la suite (u,,) est divergente.

3. a) Peut-on changer le premier terme afin que la suite
converge vers 0 ? Justifier.

b) Peut-on changer le premier terme afin que la suite
converge vers 0,5 ? Justifier.

&L (u,) est la suite définie paru, = 1, u, = 1+ =L

1+ 2
et, pour tout entier naturel n = 3,
1
u=14+—+... 4+ ——.
142 1+2+4+...4+n
1. Calculer les termes u; et u,.
2. Pour tout entier naturel n = 1, on pose
1
Vy=——.
1+24...4n
a) Démontrer que pourtoutn =1, v, = -
n n+1
G 2
b) En déduire que pourtoutn =1, u, =2 — T
n

¢) Etudier alors les limites des suites (u,) et (v,)).

d) Est-il vrai que : « La somme de n termes généraux qui
tendent chacun vers 0 tend aussi vers 0 quand n tend
vers + oo » ? Justifier.

Pour les exercices [EZ1 a EZ3, déterminer une suite (v,))
delimite — oo telle que u,, < v, a partir d’un certain
rang et indiquer la limite de la suite (u,,).

71 Pour tout entier naturel n = 1, u, = —/n” +n.
$EE] Pour tout entier natureln=1,u, =1 —e'".

¥4 Pour tout entier naturel n = 1,u, = nsin(n) — n”.

¥ (u,) et (v,) sont les suites définies par :
u,=2"etv,=n’
On se propose d'étudier la limite de la suite

o
v,
a) Déterminer le plus petit nombre entier naturel n = 2
tel que 2" = n’.

b) Etudier les variations de la fonction f définie sur
[0; 4 oof par f(x) =2x — (x + 1)°.

¢) A l'aide des questions a) et b), démontrer par récur-
rence que pour tout entier naturel n = 10,

2"=n’.

d) En déduire la limite de la suite [u_,,]

Vi



€ Un créateur de parfum décide de commercialiser
son nouveau produit dans des flacons ayant la forme
suivante :

>
»

-2-1 10 1 2

Cette forme, appelée paraboloide, est obtenue par rota-
tion de la parabole d'équation y = x? autour de I'axe des
ordonnées d'un repére orthonormé (unité : 1 cm).

Le créateur souhaite calculer le volume V, en cm?, de
ce flacon.

1.Un cas particulier:n =4
Pourestimerla valeurdeV, le créateur
découpe l'intervalle [0 ; 4] de l'axe

&

des ordonnées en quatre segments )
de méme longueur. I
Il obtient alors des rectangles « inté- —2 -1 '0 2

rieurs » et « extérieurs » a la parabole, puis, par rotation
autour de I'axe des ordonnées, des cylindres.

a) Justifier que les rayons des cylindres blancs sont
respectivement égaux a Ja, 3, V2 et

b) Montrer que 6 < V =< 107.

2. Cas général : n quelconque

Pour n, nombre entier naturel non nul, on découpe l'in-
tervalle [0 ; 4] en n segments de méme longueur afin de
généraliser la construction précédente.

On note u,, (resp. v,) la somme des aires des cylindres
« intérieurs » (resp. « extérieurs »).

a) Montrer que, pour tout entier naturel n = 1:

unz‘:—;‘(1+2+3+...+(n—1))

et v,,=]6—2ﬂ(1+2+3+...+n).
n

b) En déduire que pour tout entier natureln = 1:
16m(n—1) 167(n+1)
u, = —etv, = ———.
2n 2n
¢) Quel est le volume V du flacon ?

€3 Imaginer une stratégie
[ Calculer |

La surface S,, avec n € N et n = 1, est composée de
n triangles iden- n=8

tiques.

Sa base est 10 et
sa hauteur est

4+ (-2,
n

23 4567 8 910

Pour tout n = 1, on note a, et p,, l'aire et le périmétre
de la surfaceS,.

a) Quelle est la limite de la suite (a,) ?

b) Quelle est la limite de la suite (p,,) ?

&KXl Travailler I'oral en groupe

Résoudre cet exercice en petit groupe, puis en
présenter les résultats a l'oral.

Rappel : Pour tout réel x, e = 1 + x.
a) En déduire que pour tout entier naturel n = 1, les
inégalités suivantes sont vraies.
1 -1
1

(1)e">1+l (2) e" ' =1—- —
n n+1
b) En utilisant l'inégalité (1), démontrer que pour tout

n
entier naturel n =1, [1 - l] <e.
n
¢) En utilisant lI'inégalité (2), démontrer que pour tout

n+1
entiern=1,e< [1 + ;] .

n
d) En déduire un encadrement de [1 + l] , puis la

n
limite de la suite

o
n

4§} Les séries numériques

(u,) est une suite définie sur N. 5

(S,) est la suite définie sur N par S, = Zuk c'est-a-
direS,=ug+ Uy + ... + U, k=0

1. Une condition nécessaire

On suppose que la suite (S,) converge et on note (
sa limite.

a) Quevautalors lim S, ,?
+

li
n— 400
b) Pour tout entier naturel n, déterminerS, . ; — S,.
c) En déduire la limite de la suite (u,,).
On vient de démontrer ainsi que « Si la suite (S,)
converge, alors la suite (u,) a pour limite 0 ».
Ceci équivaut par contraposée a «Si la suite (u,) n'a
pas pour limite 0, alors la suite (S,)) diverge ».
2.Un exemple n. 2k 41

(S,) est la suite définie surN par S, = T
Démontrer que la suite (S,) diverge. o=



3. Etla réciproque?

On se propose de savoir si la proposition suivante est
vraie ou fausse : « Si la suite (u,,) converge vers 0, alors
la suite (S,,) converge ».

Pour cela, on considere la suite (S,,) définie pour tout
n

. 1
entier natureln = 1par S, = Z;
k=1

On suppose que la suite (S,,) converge vers un nombre
rée (.
a) Quelle est alors la limite de la suite (S,,) ?
En déduire que lim (S,,—S,)=0.
n—+00

2n
b) Démontrerque pourtoutn=1,S,, - S, = Z %
1 k=n+1

etendéduireque S,, - S, = 5
¢) Pourquoi cela est-il en contradiction avec le fait que

la suite (S,,) converge ? Conclure.

$EE Un exemple de série numérique
(S,) est la suite définie pour tout entier naturel n = 1

n
par s, = 3 2k +2

ok (k + 12
a) Démontrer que pour tout entier naturel k = 1,
2k +2 1 1

KRk+1? K (k+17
b) Justifier que pourtoutn=1, S, =1—
en déduire sa limite.

1
(n+1)

et

2

4i3 un équivalent de sin L)
n

Définition

(u,) et (v,) sont deux suites telles que (v,)) naaucun
terme nul aprés un certain rang.

Dire que u, et v, sont équivalents signifie que

" 1 =
nest un nombre entier naturel,n = 1, tel que — < 3
n
Dans un repére orthonormé d'origine O, on considere

. 1
un secteur angulaire de mesure — rad.
n

]A
c/
B

1

Sln!
n
1

Sln‘ 1' COS}
i n ”

F ] 1 =

a) Justifier en comparant des aires que :

1 (1) _1_1™" 1
0=—sin|—|=s—=-— n.
2 n 2n 2 1
cos
n
b) En déduire que lim sinl = 0.
n— 4o n

¢) En déduire que pour tout entier natureln = 1,

1—sin’ l -
n n

d) Démontrer que pour tout réel x telque 0 = x < 1,
b S \/:

i ; .21
e) Justifier finalement que 1— sin’
n

= nsin =1.

= nsin <1.

n

f) Conclure que sin

5 1
est équivalenta —.
n

§EE] Le théoreme de Césaro
(u,,) estune suite définie pour tout entier naturel n = 1
et qui converge vers 0.

U+...4+u
Pour toutn = 1,0n pose v, = My roetilly

n
= est un nombre réel strictement positif.
a) Montrer qu'il existe un entier naturel N, tel que pour
toutn = N,, |u,| < 0,5=.
b) Montrer qu'il existe un entier naturel N, tel que pour

lugl + ... +uy |

toutn =N,, <0,5e.

c) En déduire qu'a partir d'un certain rang, |v,| < =.
d) En déduire que la suite (v,) converge et préciser
sa limite.



EXERCICE 18
1

Soit la suite (u,) définie sur N par: uy =3 et u,41 = in = 2

Onposepourn € N: v, = u, + 3.

1) a) Démontrer que la suite (v, ) est géométrique.

b) Calculer v, puis u;, en fonction de n

2) Onnote S, =vg+ov1+---+v, et T, =ug+uy +---+1uy

a) Calculer S, en fonction de n puis en déduire hT Su.
n— 400

b) Déterminer T, en fonction de S, et n puis en déduire lirB Ty.
n—-+0o0



