Exercices CHAPITRE 1 : Suites et récurrence Fiche 2

Eléments de correction

Activité 1 : Introduire le raisonnement par récurrence

10

3. =2000;u,=2000
1'2000[1-ﬁ]+200=2000 al u, U

b) Pour toutn €N,

Donc en 2021, il y aura 2 000 films sur la plate- um,=u{1—%]+200=0,9u"+200

forme.
c) On conjecture que pour toutn € N, u =2 000
2 000[1 - ﬂ] +200=2000 4.a) P, : «u,=2000». Donc P, est vraie.
100 b) Soit n € N. On suppose que u, = 2 000.
Donc en 2022, il y aura 2 000 films sur la plate- or u,, =09xu +200
forme. Doncu,, = 0,9 x 2 000 + 200 = 2 000

2.D’apres la question 1., on peut croire cette publi-  Donc P, est vraie.
cité, et penser qu'il y aura toujours 2 000 films sur  ¢) Pour tout n € N, u, =2 000.

la plateforme. Donc en 2050, il y aura 2 000 films a la disposition
3.a)u,=2000;u,=2000 des clients.

Exemple 2:
Intéressons-nous aux nombres entiers positifs et impairs, et plus précisément a la somme des n plus petits
d’entre eux, soit a :

n-1

Sn=1+3+5+---+(2n—1)=2(2k+1)
k=0

Emettre une conjecture puis la démontrer par récurrence

( doc de M Kissi )

On calcule les premiers termes :
$=1;5,=14+3=4;S;=14+3+5=9;5,=14+34+54+7=16;S:=1+3+5+7+4+9 = 25.
On constate d’emblée que les résultats constituent les carrés des premiers entiers.

S, =1%;S, =2%;S; =3%;S, = 4%;S; = 5%

Il est dés lors tres tentant d’induire de ces cas particuliers une propriété générale :

P(n):«S, =n?»

Mais la propriété est-elle vraie pour tous les entiers n > 1 ? ce qui implique une infinité de cas.

Seule une démonstration mathématique va permettre de répondre de fagon positive a cette derniére question,
car il est impossible de vérifier toutes les possibilités.

Voici comment procéder « par récurrence ».

La propriété «S, = n” » est vraie aurangn = 1. Autrement dit, le raisonnement a été initialisé, on sait
renverser un domino ou encore on sait monter sur I'un des barreaux de |’échelle. Sinon (la propriété n’est
vérifiée pour aucun entier n), on s’arréte la !!!

Supposons désormais que la propriété est vraie au rang n, un entier quelconque et fixé, autrement dit, S, = n
est vraie et on regarde alors ce que vaut la somme des n + 1 premiers entiers impairs.

On peut écrire :

Spy1=14+3+5++2n—1)+2n+1)=S,+ (2n+ 1) = n*+ 2n + 1, par hypothése de récurrence.
Ainsi, Sy = (n + 1)2

On vient de démontrer que le fait que la propriété soit vraie au rang n entraine le fait qu’elle le soit au rang

n + 1. Autrement dit, la propriété est héréditaire, on sait que la chute d’un domino entraine la chute du
suivant ou encore on sait passer d’un barreau de |'échelle au suivant.

Les deux conditions (initialisation et hérédité) sont réunies, on peut donc conclure que pourtout n = 1,0ona
1+3+5+-+2n—-1) =n%
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Ainsi I'implication P(n) = P(n + 1) pour tout entier n positif est vraie. Il ne reste plus, si on peut dire, qu’a
utiliser cet argument le nombre de fois souhaité. De cette maniére, il est permis de construire cette chaine
d’implications :

[S; =1] =[S, =2%] =2 [S3 =3%] .2 [Sh_1 = (n — 1D?] =[S, = n?].

Comme la premiere égalité de cette chaine est vraie, la derniére I’est tout autant

Exemple 3:

Uy =—2
vneN, u,;,q = %un +3
Démontrer par récurrence que pour tout entiern, u,, < 6
On note P(n) la propriété a démontrer
Initialisation : uy; = —2 < 6 donc P(0) est vraie

Hérédité : On suppose qu’il existe un entier n tel que P(n) soit vraie on veut montrer que P(n + 1) est vraie
Supposons qu’il existe un entier n tel que u,, < 6 c’est-a-direu,, < 6

On consideére la suite (U,,) définie par{

Alors,
! < ! X 6
_u —
. 2" T2
Eun +3<3+3
Un+1 <6
La proposition P(n + 1) est vraie
Donc la propriété P(n) est héréditaire
Conclusion :
On a P(n) initialisée et héréditaire donc par le principe de récurrence, vneNu, <6

Exercice 1:
Pour tout n € N¥,

n
Sn=1+2+3+..+n=2

Montrons que P(n + 1) est vraie, c’est-a-dire S, _; = 2

=n><(n+1)+{n+1)><2={n+1)><(n+2) ﬂ

k=1
Démontrer par récurrence que : Pour tout n € N¥,
nn+1)
n 2 .
m B Conseils & Méthodes |8
Pour tout n € N, on considere la propriété P(n) : « S = n(n2+ 0 >, ﬂ ﬂ : 11l faut tout d'abord 3
) 1x(1+1) : "Videntifier la propriété a :
Etape (1) Initialisation Pourn=1,0na$ =1et— " "1 ¢ démontrer par récurrence. *
Donc §, = 1% (; = 1). Donc la propriété est vraie pourn = 1, : A Une démonstration :
4 e . N +1 . ar récurrence se faiten =
Etape (2) Hérédité Soit n € N, Supposons que P(n) est vraie, c'est-a-dire S, = M . frois étapes : initialisation .
(n+1)(n +2) © hérédité, puis conclusion. *

ﬂOn utilise I'hypothése
¢ "derécurrence.
2 2 *esesssessssessssssssessssesss®

nx(n+1}+n

S =5 +(n+1)= +1

Donc P(n + 1) est vraie.

n(n+1)

Etape @ Conclusion On conclut que pour tout n € N, P(n) est vraie. Donc pour toutn € N', §_ = >




Exercice 2 :
Pour tout n € N¥,

n
S, =12+ 2%+, . 4+n®* = Zkz
k=1
Démontrer par récurrence que : Pour tout n € N*,
nn+1)(2n+1)
n = 6

1. Pour tout n € N, on considére la propriété

nln +1(2n +1)
=,
6
Initialisation : pourn=1,5 =12=1et
1><[1+1]><[2><1+1]_1
: .

Pln) : « S,

IxM+1x2x1+7)
: .
Donc la propriété est vraie pourn =1.

Hérédité : soit n € N". Supposons que P(n) est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Sn+1=Sn+[n+ 1]2

nln +1(2n +1)
~pnrlinsd i

Donc §, =

+ 1)

_nln+ 020+ 1)+ 6ln + 17

b
(n+1 n(2n+ 1) +6ln+1)
B 6
_n+0(2n* +7n + 6]
b
or (n+Mn+220Nh+1+1 _ (n+10n+22n+3)
b 6
) (n+0(2n% +7n + 6)
6

donc S , = (n+0n+21020Nn+1+1

n+1
6
donc Pln + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P(n] est vraie.
nln +0(2n +1)

Donc pourtoutn €N", S =



37. Soit x un réel quelconque.
Pour tout n € N, on consideére la propriété
Pln)

Initialisation : pour n = 0, [x%| =
Donc [x°] = |x[°

s x| = |x]” e,

[11=1et Ix|°=1.

Donc la propriété est vraie pour n =0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que Pln] est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Ona |x™'] = |x" x x|
= x| x |x
= [x|" x x|
- |X|n+l.
Donc Pln + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, Pln] est vraie.
Donc pour tout n € N, [x] = |x]".

38.1.Sin=1,alors n2< 2n.
Donc Jason a tort.

2. a) Soit n € N, supposons que P[n] est vraie.
Donc n? > 2n.

Onaln+1)2=n+2n+1
Donc(n+1)2>2n+2n+1.
Orn=1,donc2n= 2.
Donc(n+1)2>2+2n+1.
Donc (n+1)2>2(n+ 1) +1
donc (n+1)2> 2(n + 1)
donc Pln + 1) est vraie.
b)02=0et2x0=0.Donc0%=
Donc P(0) n’est pas vraie.

2 x0.

c) Le plus petit entier n tel que Pln,) soit vraie est
3.(32>2x3]

d) IL faut donc corriger Uaffirmation de Jason :
pour tout entier n = 3, n? > 2n.

40. Pour tout n € N, on considére la propriété
Pln) : « 4 divise 5" - 1 »

Initialisation : pour n =0,

50— 1 =0. 4 divise 0, donc 4 divise 5% - 1.

Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P[n) est
vraie, et montrons que Pln + 1) est vraie.

B - 1=5x5"-1
or 4 divise 5" - 1.
Donc il existe k € Z tel que 9" - 1 = 4k
doncb"=1+ 4k
donc 5™ = 1=5x (1 +4k) -1

=5+b x4k -1

=4 +5x bk

=4 x (1 + 5k)
or 1+ 5k € Z. Donc 4 divise 5™' - 1.
Donc Pln + 1) est vraie.
Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie.
Donc pour toutn € N, 4 divise 5" - 1.

43. 1. Pour tout n € N, on considére la propriété

Pln): «u  <u ».
=9, ety =y9=3.

Initialisation : pour n = 0, u
Donc la propriété est vraie pour n =0.

Donc u, < u,.

Héreédité : Soit n € N. Supposons que P[n] est
vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onau

donc \/ " \} car la fonction racine carrée est

strictement croissante sur [0 ; +oo[.

< u
n+1

donc Pln + 1) est vraie.

Doncu
n+2

Conclusion : pour tout n € N, P(n] est vraie.

Donc pour toutn € N, u.,<u.
Donc la suite (u ] est strictement décroissante.

2. Pour tout n € N, on consideére la propriété P(n) :
« (0= u, = 9,
Initialisation : pourn=0,u,=9,donc0=su, <9
Donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que Pln) est
vraie, et montrons que Pln + 1) est vraie.

Onal=u =3

donc U:’:\/I<\/§ car la fonction racine carrée
est strictement croissante sur [0 ; +[.
Donc0<su, 6 <3<9

donc Pln + 1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € N, P[n] est vraie.

Donc pourtoutneN,0<u <9.




