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Séance 1 : L’ensemble des nombres réels

Corrections

I Manipulation d’inégalités

Pour bien démarrer

Exercice 1.
Soient x et y deux réels, on obtient directement l’inégalité : |x —y| < |x| + |y| en appliquant l’inégalité
triangulaire au couple (x,—y).
En appliquant inégalité triangulaire successivement aux couples (v —y,y) et (y — x,x), on obtient :
(@ —y)+yl<lz—yl+ |yl = |z|<|z—yl+]y| <= [z] |y < |z -yl
(=) + o] <y — ol + o] <= |yl <z —yl+]al <= Jol— gl > —|o—y]

Donc : — |z —y| < |z| — |y| < |z —y|, d’ot le résultat : ||| — |y|| < |z — y|.

Exercice 2.
1l suffit de raisonmer par disjonction des cas selon la position de x par rapport a y.

Exercice 3.
Dans la suite, on note . l’ensemble des solutions de chacune des inéquations proposées.

1. Soitz €R, ona:|-r2+2/ <1 << —-1<-2+2<1 < 1<z<3,dou.¥ =113
2. Soitx € R, on a :
13z + 2| < |—4z + 12| < |3z + 2| < |—4x + 12> par stricte croissance de x — z° sur Ry
= (3z+2)? < (—4x +12)?
< 7z® — 108z + 140 > 0.

10

Tous calculs faits, on obtient . = } —00, = {U}lél, +ool.

Exercice 4.
Dans la suite, on note . l’ensemble des solutions de chacune des équations proposées.

1. Tout d’abord, l’équation n’a de sens que dans [2,4o00[. Soit donc x € [2,4+00[, on a :

9 —_(2_ .2 2 _ _
m:3_x<:>{z 2=(3—ux) <:>{x Tz 411 =0

3—x >0 <3
T—5 _T+45
— {7 2 ou = 9
r <3 <3
7-V5
< T = D) .

Finalement, ¥ = {7 _2\/5 }

2. Tout d’abord, I’équation n’a de sens que dans [—11,4o00[. Soit donc x € [—11,+00[, on a :

11 = 5)2 24924+14=0
r=+vxr+11 -5 <— T (z +5) = oA+
r+52>20

B = =7 ®==0
— ou
{x>—5 {x2—5

<= x = —2.

Finalement, . = {—2}.




Exercice 5.

1. Ona :

VIty<Vr+y <= Vo + v < (Vx +y)? (les quantités étant positives ou nulles)
= rz+y<Lar+2/zy+y
<= 2/zy 20

Cette derniere inégalité étant vraie, celle de départ l’est aussi.

2. On applique 'inégalité précédente au couple de réels positifs ou nuls (x—y,y), ce qui donne : \/(x —y) +y <

VT —y+./y, dou le résultat.
3. On a déja : /o — \/y < /|x —y|. En effet :

o six =y, il s’agit de l'inégalité que 'on vient d’établir précédemment ;

o six <y, alors \/x —\/y <0< /]|r—yl

De méme, on montre : \/y —/x < \/|x —y|. Ainsi, on a : —\/|z —y| < Vo -y < ]z —yl|, doi :
[Vz = | < Iz =yl




IIT Partie entiere

Pour bien démarrer

Exercice 6.
Dans la suite, n € N et ng désigne l’entier cherché.

1.
A+4
3In—4>A < n> ;
A+4
@n){;J+1
A
Donc, ng—{HJ+1,
3
2.
n+n+1>A4A < (n+1)3?>>4
— n+1>VA
— n>VA-1
<:>n>{\/2—1j+1
Donc :
e 5ivVA—1<0,n9=0;
e sinon, HOZ{\/Z—lJ—i—l.
3.
Vnl+2n+3>A < /(n+1)?2+2> 4
— (n+1)2>A4%-2
Donc :

e 5iA2—-2<0,np=0;

o sinon,
(n+1)2>A4%-2 <= n+1>+/A2-2
— n>\VA2-2-1
= n> [\/A2—2—1J+1
d’ot, si VA2 —2—-1<0, ng=0; sinon, ng = L\/A27271J+1.

Exercice 7.
Dans la suite, n € N et ng désigne ’entier cherché.

1.

Donc :

1
. sig—4<0,n0:0;

1
e sinon, ng = { —4J + 1.
€




n—1 3
-1l <e <= <e
n—+ 2 n 4+ 2
= n>-——2
€
3
<= n>|--—-2|+1
€
Donc :
3
o 5t ——2<0,n90=0;
€
. 3
e sinon, ng = |——2| + 1.
€
1 1
——— <t & —F——<¢
vVn2+4n+5 (n+2)2+1

1
2

Donc :
1
o st 5 —1<0,n0=0;
€

e sinon,

1 1
(n—|—2)2>8—2—1<:>n+2> 51
1
= n>4/5—-1-2
€
1
= n= 8—2—1—2 +1

1 1
d’ou, si | 5 —1—2<0, ng=0; sinon, ng = {\/2—1—2J + 1.
€ €




Exercices avancés

Exercice 8.

1. Soient x et y deux réels, si x <y, alors, puisque |x] < x, on a |z| < y. |y] étant le plus grand entier
inférieur ou égal d y, on en déduit que |x| < |y].

2. Soientzx€eR etn€Z, ona|z|]<zx<|z|]+1,dot|z|+n<z+n<|z|+n+1, donc par définition
(on a encadré x + n entre deuzx entiers consécutifs), |x +n| = |z| + n.

3. Soient x € R\Z, on a |z] < z < |z] +1, dou —|z|] > —x > — |z| — 1, ainsi, puisque = ¢ Z,
—|z]—-1< -2z <—|z].
Par définition (on a encadré x entre deux entiers consécutifs), on a donc |—x| = — |z]| — 1.

4. Soient x ety deux réels, on o |x| <z < |x]|+1 et |ly| <y < |y|+1, dou |z]+|y| <z+y < |z|+|y]+2.
L’entier || + |y| est inférieur ou égal 4 x + vy, donc |z| + |y] < |z +y].
Llentier |z| + |y] + 2 est strictement supérieur ¢ x +y, donc |z] + |y] +2 > |z +y| + 1.
On en déduit le résultat.

5. Soient x ety deux réels, d’apreés le résultat précédent, on a 0 < |z +y| — |z]| — |y] < 1, d’ou le résultat
puisque |x +y| — |z| — |y]| est un entier.

Exercice 9.
Soitx €ER,ona:|2z+2|=|z—-1] <= |2z+2]=|z] -1 < |2z2]+3=|z] < |2z] +3=|z].
Par ailleurs, |z] <z < |z| +1, donc 2 |z| < 2x <2 |x| + 2, il n’y a donc que deuz valeurs possibles pour
|2z, @ savoir 2 |x]| ou 2 x| + 1.

1
o Si2z| =2|z] <= 2|z|<2z<2|z]+1 <= |z] <z < |z]+ 37 alors ’équation est équivalente d :

2|z]+3= || «> |z =3, dotzec {—37—;{;

1
e Si|2z] =2|z|+1 <= 2|z]+1<22<2|z]|+2 LJ:J+§<$<L:EJ+1, alors ’équation est

équivalente @ : 2 |z| +4 = |z| < |z]| = —4, doux € {; -3 [

Finalement, l’ensemble des solutions est l’intervalle {—;, —g [

IV Propriété de la borne supérieure
Exercice 10.

1. A est non vide et majorée (puisque bornée) donc admet une borne supérieure; A est non vide et minorée
(puisque bornée) donc admet une borne inférieure.

Puisque A est bornée et que B est incluse dans A, B est également majorée. En effet, il existe m et M
deux réels tels que pour tout réel x € A, m < x < M. Cet encadrement est a fortiori valable pour tout
élément de B. B admet donc une borne supérieure et une borne inférieure.

2. Montrons la suite d’inégalités : inf(A) < inf(B) < sup(B) < sup(A4).

o Tout élément de A est minoré par inf(A), donc, puisque B C A, tout élément de B est minoré par
inf(A) ; inf(A) étant un minorant de B est au plus égal au plus grand minorant de B, a savoir inf(B),
d’ot : inf(A) < inf(B).

o Tout élément de A est majoré par sup(A), donc, puisque B C A, tout élément de B est majoré par

sup(A) ; sup(A) étant un majorant de B est au moins égal au plus petit majorant de B, d savoir
sup(B), d’ot : sup(A) > sup(B).

Exercice 11.

1.  « min(A)=1.
En effet, pour tout n € N, 2" > 1. A admet un plus petit élément, donc A admet dans N (et donc
dans R également) une borne inférieure qui est le plus petit élément : infy(A) = infr(A) = 1.




o A n’est pas majorée dans R.

En effet, le corollaire du caractére archimédien de R appliqué a x = 2 entraine l’existence, pour tout
réel m, d’un entier n > 0 tel que 2" > m, d’ou 2"t > m. A n’admet donc pas de borne supérieure
dans R, a fortiori, A n’admet pas de borne supérieure dans N et A n’a pas de plus grand élément.

2. o A nlest pas majorée dans R, puisque A contient {2", n € N}, dont on a montré qu’elle n'est pas
magjorée dans R. A n’admet donc de borne supérieure ni dans R, ni dans Q et A n’a pas de plus grand
élément.

o infg(A) =0, donc infgr(A4) = 0.
En effet, 0 minore A dans Q, puisque pour tout n € Z, 2™ > 0. De plus, pour tout rationnel € > 0, il

existe n € N tel que 2" > — (corollaire du caractére archimédien de R), d’ou < e. On conclut

1
2n+1
avec l'un des critéeres donnés dans le cours.

o A n'admet pas de plus petit élément.
En effet, il existerait sinon un entier n € Z tel que 2™ = infg(A) = 0, ce qui est exclu.

3.« min(A)=1.
En effet, pour toutr € Q4,2 >1 = 2" > 1. A admet un plus petit élément, donc A admet dans Q4
(et donc dans R également) une borne inférieure qui est le plus petit élément : infg, (A) = infr(A) = 1.

o A nlest pas majorée dans R, puisque A contient {2", n € N}, dont on a montré qu’elle n’est pas
majorée dans R. A n’admet donc de borne supérieure ni dans R, ni dans Q et A n’a pas de plus
grand élément.

Exercice 12.
Notons M (respectivement Mp ) un majorant de A (respectivement un majorant de B) et my (respectivement
mp) un minorant de A (respectivement un minorant de B) dans R.

1. —A est une partie de R non vide, puisque A est non vide, et bornée, puisque pour tout a € A, my < a < My,
donc —my > —a > —My.
2. Par suite, —A admet dans R une borne inférieure et une borne supérieure.

En prenant m 4 = inf(A) et M4 = sup(A) dans lencadrement précédent, on établit que —inf(A) et —sup(A)
sont respectivement un majorant et un minorant de —A.

En outre, si m et M sont respectivement un minorant et un majorant de —A, alors, pour tout a € A,
m<—a< M — —-m>=a>-—M, —m et —M sont donc respectivement un majorant et un minorant de
A, donc —m > sup(4) <= m < —sup(4) et —M < inf(4) <= —M > —inf(A).

Ainsi, —inf(A) et —sup(A) sont respectivement le meilleur des majorants et le meilleur des minorants de
—A, i.e. les bornes supérieure et inférieure de —A.

Exercice 13.

1. Soit A une partie non vide majorée de Z. Considérons A’ = ANN.

Si A" # 0, alors A’ est une partie de N non vide (par hypothése) et majorée, donc admet un plus grand
élément, notons le ng. ng est le plus grand élément de A, en effet :

e ngeA'CA;
e pour touta € A :siac A, alors a < ng ; sinon, a < 0 < ng.
Si A" =10, alors —A = {—a, a € A} est une partie de N non vide, donc —A poséde un plus petit élément,
notons le ny. —ng est le plus grand élément de A, en effet :
e ng € —A donc —ng € A;
e pour tout a € A, puisque —a = ng, on a a < —Ng.
2. Soit A une partie non vide minorée de Z. —A est une partie non vide majorée de Z : il existe m € Z tel

que pour tout a € A, a = m donc —a < —m. —A possede donc un plus grand élément, notons le ng. —ng
est le plus petit élément de A, en effet :

e —np€A;

e pour tout a € A, puisque —a < ng, on a a = —ng.




Séance 2 : Les suites numériques

Corrections

I Limite d’une suite réelle

Pour bien démarrer

Exercice 1.
Dans la suite, n € N et ng désigne un rang convenable.

1.

Sn+cosn>A < Sin—1=> A
A+1
5
A+1
= n> L;J—i—l

= nz

A+1
Donc ng = LJFJ + 1.

n

iz > A — <Z) > 16A+1

<= nln (Z) > In(164 +1)
In(16A + 1)
"2 T (7/4)

Donc ng = LWMJ +1

In (7/4)

2
ptoe g4 e pt<-A

(I
N

Donc ng = {{L/ZJ + 1.

Exercice 2.
Dans la suite, n € N et ng désigne un rang convenable.




I

I

o X <
2n2
2
Donc ng = - +1.
€
4n+0052n_é <c
3n 3

1
Donc ng = L})J + 1.
€

03" -1 -
2n +1 |
<—
<
=
<—
<—

Donc :
o sic>21,ny=0;

) LIHEJ 41
e sinon, ng = .
In2




Exercices avancés

Exercice 3.

lo—1

1. La convergence de la suite u vers ly entraine l’existence, pour € =
la — 1y
7

> 0, d’un entier naturel ny

vérifiant : Yn € Nyn > ny = |u, — 1| <

lo—10

2. De méme, la convergence de u vers la entraine l’existence, pour € = > 0, d’un entier naturel ny
la — 1y

2

vérifiant : Yn € Nyn > ny = |u, —la| <

lb—10

lo—1

3. Donc, pour ng = max(ni,na), on a :VYn € Non =2 ng = |u, — l1| < 5

et |u, —la] <

4. Pour tout n € [ng; +00[, on a donc :

b-h _, un<l1+12;l1 = un<l1212;

lo —1 la—1 lh+1
2 2 s Uy >l 2 = up > 1;2;

. |un—l1| <

o Juy, —lo| <
ce qui est exclu. Les réels Iy et ly sont donc égaux.
Exercice 4.
1. 1l s’agit de montrer que, pour tout € > 0, il existe ng € N vérifiant :

n—1

n+3

YneN,n>ny =

—1’<€.

Commengons notre recherche graphiquement :
A

H

|
1
1
|
1
1
1
1
|
1
1
1
|
1
1
[]
|
1
1
T
1
|
1
1
1
1
|
1
1
'

=

On voit qu’il suffit de choisir le premier entier supérieur a l’antécédent de 1 — € par f: x —> 213 pour
x

que l'inégalité soit vérifiée.

Fizons donc e €]0, 1] (pour étre dans la configuration du graphique; si e > 1, l'inégalité voulue est vérifiée

3e+1
pour tout n € N) posons ng = { 1€+ J + 1.
—€

Remarquons tout d’abord que ngy est un entier naturel : c¢’est ici que la condition joue son réle, puisqu’alors

3e+1
+ > 0.
1—¢
FEnsuite, montrons que :
n—1
Vn e N,n > — -1 <e.
n n 2 no T3 ’

Soit doncn €N :
3e+1
1 _

=>f(n)>f<

nz=ny — n>

puisque pour tout réel x,|x| +1 > x

3e+1
1—c¢

) par stricte croissance (simple a établir) de f sur Ry

3 >1—e puisque pour tout entier naturel n, f(n) < 1(simple a établir)
n

Ll

-1
l—-e< L+3 < 1l+¢€ qui est équivalent a l’inégalité voulue.
n




n
Ainsi, par définition, la suite () tend vers 1.
n+3 neN

2. 1l s’agit de montrer que, pour tout € > 0, il existe ng € N vérifiant :

YneN,n>ny — ‘

1
—| < E.
\/n2—|—1’

Commengons notre recherche graphiquement :

v

1
1
|
1
1
1
1
|
1
1
1
1
|
1
1
1
|
1
1
t
1
|
1
1
'

1

On voit qu’il suffit de choisir le premier entier supérieur d l'antécédent (positif) de e par f : x — T
< +

pour que l’inégalité soit vérifice.

Fizons donc e €]0, 1] (pour étre dans la configuration du graphique; si e > 1, U'inégalité voulue est vérifiée

1
pour tout n € N) posons ng = \‘1/2 — 1J + 1.
€

Remarquons tout d’abord que ng est bien défini et est un entier naturel : c’est ici que la condition joue son
1 /1

role, puisqu’alors — — 1> 0 ce qui permet de prendre la racine carrée, puis d’obtenir | - —1>0.
€ €

FEnsuite, montrons que :

Vn e N,n > ny = ‘

1
——| < E.
\/n2+1’

Soit doncn € N :
1 . z
nzny = n>—5—1 puisque pour tout réel z,|z| +1>x
€
1
= f(n)< f (2 - 1) par stricte décroissance (simple a établir) de f sur R
€

—_— L g
n?+1

1
— 0< ——— <& puisque pour tout entier naturel n, f(n) > 0(simple a établir)

vn? +1

— —e< ———= <& qui est équivalent a l’inégalité voulue.
n?+1

Ainsi, par définition, la suite ( tend vers 0.

1
Vn2+1>n€N

Exercice 5.

Soit (un)nen une suite convergente de limite [ € R. L’analyse est la suivante : puisque (un)nen converge vers
1, il existe un rang ng a partir duquel tous les termes de (u,)nen Sont proches de l, ce qui permet de borner
ces termes ; les termes d’indices plus petits que ng sont encadrés entre le plus petit et le plus grand d’entre euz.
Mettons cela en forme.

En appliquant la définition de la convergence de (u,)nen vers | avec e =1 > 0, on obtient ’existence de
ng €N tel que :YneNn>ny = |u, —l|<1 = [-1<u, <l+1.

Puis, en notant m; = min{u,,n € [0,n0—1]} et M1 = max{un,n € [0,n0—1]}, on a, pour tout n € [0, ng—1],
my < Up < M.

Finalement, en posant m = min(l — 1,my) et M = max(l + 1, M;), on a, pour tout n € N, m < u,, < M.

La suite (un)nen est donc bornée.




II Opérations sur les limites

Pour bien démarrer

Exercice 6.

1. lim wu, =+ 8. lim wu,=0 5. lim w, =+
n—-—+oo n——+oo n—-—+oo
2 li 4 li L 6 li 0
o 1m Up = —OO o 1m Up = —= o 1m Uy =
n—stoo n—+too 2 n—+too

Exercice 7.

1. lim wu, =+ g lim wu,=0 5. lim w, =2
n——4oo n—-+o0o n—>-+oo
: 9 . (§
% nin-&l-oo Mo = Y 4 ngn—il-oo P = 2 & ngn—il-oc fin = e+ 1

Exercices avancés

Exercice 8.

. " . 9 5 40
1. La convergence de la suite u vers | entraine [’existence, pour 3 > 0, d’un entier naturel ny vérifiant :

VneN,n>n = |un—l\<%>0.

A " . € . 2.5
2. De méme, la convergence de u vers l' entraine l’existence, pour 3 > 0, d’un entier naturel ny vérifiant :

€
VneN,n=>n — |un—l’|<§>0.

€
3. Done, pour ng = max(ni,na), on a : Vn € Nyon =2 ng = |u, — | < 5> 0 et |u, —1'| <5 >0.
4. Pour tout n € [ng; +00[, on a donc :

|(un 4+ vn) — A+ 1) = [(un — 1) + (vn = V|
< |un — U + v =1

<S.°¢
2 2
<eE.

La suite (un + vn)nen converge donc vers 1+ 1.

Exercice 9.
Soient (un)nen une suite qui tend vers +0o et (vp)nen une suite minorée, il s’agit de montrer lassertion
sutvante :
VAeR,Ing e N/VneNn>ny = u, +v, > A.

Fizons donc A € R.

La suite (vy)nen €tant minorée, il existe m € R tel que : Vn € N, v, > m.

Puis, en appliquant la définition de la divergence de (un)nen vers +o0o avec A —m, on en déduit I’existence
d’un entier ng vérifiant : ¥Yn € Nyon > ng = u, > A —m.

Ainsi, pour tout n € [ng; +oo, on a :

Up > A—m etv, >m — u, +v, > A.
La suite (uy, + vp)nen diverge donc vers +oo.

Exercice 10.
Soient (un)nen une suite qui tend vers +0o et (v, )nen une suite minorée par un réel strictement positif a
partir d’un certain rang, il s’agit de montrer l’assertion suivante :

VAeR],Ing e N/VneN,n 2> ny = upv, > A.

On ne considére ici, dans la définition de la divergence vers +o00, que des réels A strictement positifs, ce qui
permet de faire le produit des inégalités obtenues. Fizons donc A € RY..




Par hypothése, il existe n1 € N, il existe m € R% tel que : Vn € [ni; +oo[, v, > m.

Puis, en appliquant la définition de la divergence de (u,)nen vers +oo avec —, on en déduit l'existence d’un
m

entier ng vérifiant : Yn € Nyn > ny — u, > —.

m
Posons ng = max(ny,ny), pour tout n € [ng;+oo[, on a :

Up > — et vy = m = upv, > A les nombres qui interviennent sont dans R’ .
m

La suite (upvn)nen diverge donc vers +oo.




IIT Théoremes d’existence

Pour bien démarrer

Exercice 11.

1 1
1. Ona:VneN*, —1<sin(n?) <1 = —— <u, < —.
n n
. . 1 . 1 .
Puis lim —— = lim — =0, donc, par encadrement, lim wu, = 0.
n—-+4oo N n—-+4oo n n—-s-+4o0o
5}
" (1 N n2> | 1+
2. Ona :Vn€N* u, = ==X I
303 (1 + cos(n) n 1 3 L cos(n) n 1
3n3 6n° 3n3 6nd

5 1
Pugs, nlnioo <1 + nQ) = 1 (par opérations sur les limites) et nirrioo (1 + C(;STE?) + 6715) =1 (par

encadrement), donc lim w, = = (par opérations sur les limites).
n—-+oo 3

on? (1 + gg) (—yr

2 1
3. Ona:VneN,u, = =3x727120na:Vn6N*,—7<
n

5n2 <1 + (5?) 1+ (,52)71 |

(=D o ="\ _
donc, par encadrement, nlrrioo oz = 0, puis nlrrioo 1+ 52 =
(="

2
De méme, on établit que lim 1+ -—>) =1. Finalement, lim wu, = -
n—s+0o 5 5

n n——+oo

4. e Sia=b, alorsVn € N, u, =0, donc lim wu, =0.

n—-4oo

- (1_(b) ) 1_(b)

o Sia<b, alorsVn € N, u,, = Z 4 = Z -
a™ <1 I <> > 1+ <>
a a

b n
Puisque lirri () =0 (limite d’une suite géométrique de raison dans|—1,1[), on en déduit que
n—-—+oo

a

lim wu, =1.
n—>—+oo

e On montre que méme que si a > b, alors lim wu, = —1.
n—-4oo
Exercice 12.
1. Simple récurrence.

2. Simple récurrence.

3. Le théoréme de la limite monotone assure que la suite est convergente, notons l sa limite. En passant a la
limite dans la relation de récurrence qui définit la suite, on obtient :

2
l:—g_l <~ l=1oul=2

Puisque la suite est décroissante, | < ug, d’ou l = 1.
Exercice 13.
1. Simple récurrence.
2. Simple récurrence.

3. Par encadrement, on conclut que la suite converge vers 0.




Exercices avancés

Exercice 14.

Soit (vp)nen une suite extraite de (uy)nen, il existe donc o : N — N strictement croissante telle que :

Vn € N, vp = Uy(n)- (1)
Soit (wp)nen une suite extraite de (vn)nen, il existe donc ¥ : N — N strictement croissante telle que :

Vn € N, wy = vyn)- (2)
En appliquant avec ¥(n), on obtient :

Vn € N, Uy(n) = Up(y(n))-

La relation se rééerit alors :

Vn € N, wn = Vy(n) = Up(p(n)) = Uigop)(n)-
Puisque p ot : N — N est strictement croissante, (wp)nen apparait comme une sous suite de (Un)nen-

Exercice 15.

Le sens direct est un corollaire d’un résultat du cours.

Réciproquement, ’idée est la suivante : chaque terme de la suite est de la forme usp,, Ugm+1 0OU Usmio (pOur
un certain m € N) donc « apparait » dans l'une des trois sous suites. Chaque sous suite convergeant vers I,

pourvy que m soit assez grand, les termes Usy,, Usm+1 OU Usm+2 Sont arbitrairement proches de l, par suite, uy,
également. Mettons cela en forme.

Fizons e > 0, en appliquant la définition de la convergence de (usm )men vers l, on en déduit l’existence d’un
entier my vérifiant :

YmeNm=2m = |us, —I| <e.
De méme, on établit [’existence des entiers mo et ms vérifiant respectivement :
VYm € N,m > my — |U3m+1 — l| <eg,
Ym e N,m > ms = |ugmio — | <e.
Posons ng = max(3mq,3msa + 1,3ms + 2), pour tout n € [ng, +oof, on a :
e sin=3m (pour un certain m € N), alors : 3m > ng = m = mq, d'ot : |us, — | <e, ie |u, — 1| <e;

o sin=3m-+1 (pour un certain m € N), alors : 3m+1 > ng = m = ma, d’ot : |usm+1 — | <e, i.e.
lun, — 1| <¢e;

o sim=3m-+2 (pour un certain m € N), alors : 3m+2 > ng = m = ms, d’ot : |ugmi2 — | < e, i.e.
lun, — 1] < e.

Dans tous les cas, Yn € Ny n = ng = |u, — | < &, ce qui assure la convergence vers l.




Séance 3 : Limites

Corrections

I Définitions et premieres propriétés

Pour bien démarrer

Exercice 1.
Notons f la fonction considérée.
[ est définie sur R*, son expression étant donnée par :

3z =—- stx>0
f(z) =
r_ 1 six<0
T
Par suite :
L] 1 = 1. = N
Jim f(z) = lim f(z)=3;

=Wl

o lim f(z)= lim f(z)=

x—0— T—r—00

Exercices avancés

Exercice 2. )
Montrons que f est décroissante sur ¥V = {, 400 [, voisinage de +oo. Soient x,y € ¥, x <y, on a :
T

2 1 _1 1
—<x<y:g>f>f>0 par décroissance de x — — sur RY
T T T
. s . 1 . 1 . . . ™
= sin (7) >sin|— ) >sin(— ) >0 par stricte croissance de sin sur [77, 7]
2 a8 Y 2°2
= f(z) > f(y)

Exercice 3.
1l s’agit de montrer que, pour tout A > 0, il existe n > 0 vérifiant :

Ve e Dy, |lz—1|<n = f(z) > A

Fizons A > 0.

3 3
Remarquons que pour tout x € Dy =|1,400[, f(x) > , il suffit donc d’avoir > A.

On a pour tout x > 1 :

3
> A <— Vr—1<
ve—1 :c

: L 1
par stricte décroissance de x —— — sur R
x

%‘@ b | o

== |lz-1| < par stricte croissance de x — x* sur R,

9
Le réel n = 12 > 0 conwvient donc.




II Opérations sur les limites

Pour bien démarrer

Exercice 4.
Dans la suite, on note f chacune des fonctions considérées.

1. lim f = +o0 et lim f = —oc0 5. lim f = 400 et lim f =0 (en passant par la quan-
—00 —+o0 —00 —+oo

9 e f =0 T § = Fun f = - ¢ lim f = tité conjuguée)
'ig_’(,lg)lf —é&ﬂ—ooe(_lgr)h_

lim f = —o0 6. limf:—ooet}&mf:—l—oo
B= — 00 o0

3. imf = +oo, lmf = —oo, Imf = +oo e 4y 1 glimf=1
lim f = —o0 - oo
1+
. . 3

4. ligf——i—oo 8. l_lgolf_iet}ﬁro%f_o

Exercice 5.
Dans la suite, on note f chacune des fonctions considérées.

1. lim f = 400, lim f = +00 et lim f = —c0
+oo 0- o+

2. lim f = 400 etlimf:—oo

3. lim f =0, lim f = —o0, lim f = —c0 et lim f = 400
—o0 +o0 0— o+

4. ligf:—S, lér_nfz—I—oo etlzl))I_PfZ—OO

5. lim f = =3 et lim f = lim f = 400
+oo g= 3+

6. lim f =0 etEmfz—Foo

7. limf=1,lim f =0 et lim f = 400
+oo 1- 1+

Exercice 6.
Ona:

o 5 admet une asymptote horizontale d’équation y = 2, donc :

1
li =2 &= —=2
@) z
— L
c= =
2
o Cr admet une asymptote verticale d’équation v = —1, donc, f n’est pas définie en —1, d’od :

cex(-1)+d=0 < d=c

1
— d=_
2
. mhi%f(w) =1, donc :
—=1<+=b=d
1
= ==
2
Finalement, pour tout x # —1 :
er%




Exercices avancés

Exercice 7.
On note f chacune des fonctions considérées.

1. On écrit, pour tout x > 0,

f(@) = ——F—,

d’ou : 1i = -
ol =

2. On écrit, pour tout x # a,

flz) = = :
(:L' _ a) mkan—l—k
k=0
n
j{:akan—k
d’ot : lim f = —*=0 :axn+1
a n—1 n

E akan—l—k
k=0

3. On écrit, pour tout x > a,

1
d’ou : lim f = —
a

V2a

4. On écrit, pour tout x > 0,

1+1 ’
d’ou : &g‘}f =
Exercice 8.
1. Tres classiquement, on utilise la quantité conjuguée.
Pour tout réel x > 0,
3 — /73 3 3 _
\/x3+x—\/x3+1=(\/$ +x— Vi + 1) (Va3 +z+Vz +1) _ z—1
VaS o+ Va1 1 s(fa+l+fatd)
On a :
—1
e lim 2 =1
T—>+00 €T
: \/ 1
e lim T+ = +4/r+ 5 =+00;
T—r+00 az x
ot : lim Vad+z—Vad+1=0.
T—>+00

2. On utilise une idée analogue a la précédente en tachant de faire « sauter » les racines cubiques : pour tous
réels a,b, on a : a® — b = (a — b)(a® + ab + b?).




On écrit donc, pour tout réel x > 1,

(Va3 F 22— V2P — 22) ((\3/333 T mz)z + VBTV 2+ (VaP = m2)2)
(Va3 —|—a:2)2 + Va3 + 2223 — 22 + (mf
23 + 22 — (23 — 2?)
(23 + 22)% + (26 — 24)F + (23 — 22)
212
21+ 13+ (1-2)F + (1-1)7]
_ 1
C+H -2+ (-3

Va3 + a2 — Va3 — a2 =

(SIS}

2 1 2
1\32 1\3 1\3 2
PUisque-'E{.I.}(l—F;) =Eg(1—§> =E£<1—;) =1,ona:mli>rfoo\3/x3+x2—Q/x?’—x?:g.




IIT Théoremes d’existence

Pour bien démarrer

Exercice 9.

1. En utilisant linégalité :
vz €R, f(z) <2’ +1,

on en déduit : lim f = —oo.
—0o0

De méme, on a : lim f = 4+o0.
+oo

2. En utilisant l'inégalité :
Vz eR, f(z) = 2% — =,

on en déduit : lim f = +o0.
+oo

3. En utilisant l’encadrement : 55 -
-5 — 2z — 2z
Vo >3, ——— < L —
v >3, =20 < f(a)
on en déduit : lim f = —2.
+o0
En outre : lim f = 400 et lim f = —o0.
3= B
4. En utilisant l’encadrement :

—x i
VeeR, ————— < < — 7
TER P 2 c0s? (x) /(@) x2 + 2 cos?(z)
on en déduit : liimf =0.

Exercice 10.

1. En utilisant linégalité :
Vz €R, f(z) < =z,

on en déduit : lim f = —oo.
—o00
De méme, on a : lim f = 4o0.
“+o0
2. En utilisant le résultat précédent, on a : lim f = —oo et Emf = +o00.
— 00 o0

3. En utilisant le premier résultat, on a : liim f=+oc.
o0

Exercices avancés

Exercice 11.
La fonction est définie sur R*.
z ) 1 1 L .
o Ftude en —oco : pour tout réel ¢ < —1, —1 < — < 0, donc |—| = =1, dou f(x) = —=x, par suite,
0 x

lim f = +o0;
. ) 1 1 . L
o Etude en 400 : pour tout réel x > 1,0 < — < 1, donc |—| =0, d’ou f(x) =0, par suite, Emf =0;
x T 00
. , 1 1 1
e Ftude en 0 : pour tout réel x #0, |—| < = < |=| + 1, donc :
T 0

T

x six>0, fl) <1< f(z)+z, dou :1—2x < f(x) <1, donc, par encadrement, f admet une limite a
droite en 0, a savoir : 1(i)r+nf =1;

x six <0, f(x) 21> f(z)+x, dot : 1 —x > f(x) > 1, donc, par encadrement, f admet une limite a
gauche en 0, a savoir : lim f =1;
0




Finalement, puisque l(i)I_Pf = lim f, f admet une limite en 0, a savoir : liénf =1.
i=

Exercice 12. T
Il suffit de considérer les suites (ap)nen €t (bn)nen de terme général : a, = > + 2nm et b, = 2nm pour tout

n € N, qui divergent vers +oo.
On a pour tout n € N :

e sin(cosay,) =sin0 =0, donc la suite (sin(cosan))nen converge vers 0 ;
e sin(cosb,) = sin 1, donc la suite (sin(cosb,))nen converge vers sin 1.
Les limites étant différentes, la fonction x — sin(cosz) n‘admet pas de limite en +o0o.

Exercice 13.
Dans la suite, on note f la fonction dont on étudie les limites aux bornes.

1. o Etude en +oo : f n'admet pas de limite en +oco.

= 1
Sinon, en la notant | (I € R), puisque 1ir_£1 sin () =0, cos tendrait vers | en +00, ce qui est exclu
T—+00 €T

(d’aprés le cours, cos n'admet pas de limite en +00).
On établit de méme que f n’admet pas de limite en —oo.

a 1
o Etude en 0 : considérons les suites (zp)nen €t (Yn)nen de terme général : Vn € N, x,, = S et
nm
1

2nmw + %

On a : nﬂToof(”“"") = nll)glm cos(x,) =1 et nllg-loof(y") = nll)rfoo cos(yn) + 1 = 2, les limites étant

Yn

différentes, f n‘admet pas de limite en 0.

2. o FEtude en +00 : pour tout réel x # 0, | f(x)| <

1 1
sin () ‘, puisque lim sin () =0, on en déduit
€T r—Foo x

que xgrjrtloof(x) =0.

o Etude en 0 : considérons les suites (n)nen €t (Yn)nen de terme général : Vn € N, x,, = I et
nm
- 1
In = onm - -
T _ _ i _ 5 1 L
On a nirﬁ{loof(xn) Jm cos(z,) x0=0 et n_l)rfoof(yn) m cos(yn) , les limites étant

différentes, f n’admet pas de limite en 0.

3. o Etude en £oo :

1
lirin —=0
W=IEECS &Y d’ot, par composée : lim f(z)=1.
sin x )
lin}J =1 (par dérivabilité de sin en 0) rreo
r—> i

o FEtude en 0 : pour tout réel x # 0, |f(z)| < |z|, d’ou lin%) f(x) =0.
T—>

Exercice 14.
Soit f une solution du probleme.
Commengons par remarquer que :

o f(0+0) = f(0)+ f(0), donc f(0) =0;
e f(1x1)=f(1)x f(1), donc f(1) =0 ou f(1)=1.

Si f(1) = 0, alors pour tout réel x, f(xz) = f(xz x 1) = f(z) x f(1) =0, donc f est la fonction nulle.
Si f(1) =1, alors on montre par récurrence que pour tout n € N, f(n) = n. Ensuite, en notant que pour tout
neN, fln—n)=f(n)+ f(—n) =n+ f(—n) et f(n —n) =0, on obtient :

e d’abord pour tout n € N, f(—n) = —n,

o puis pour tout n € Z, f(n) = n.

L’égalité s’étend aux nombres rationnels, puisque pour tout p € 7, pour tout ¢ € N*, on a : f (p X q) =
q

f(Z) xf(q)f(]g) xqetf(zxq>f(p)pd’m‘t:f<§>]q)-




Pour étendre 1’égalité aux nombres réels, observons deux faits :

« f est positive sur Ry : pour tout réel z > 0, f(z) = f(v') = f(vZ) x f(/T) = 0;

o f est croissante sur R : pour tous réels z,y tels que z < y,ona:y =y—xz+_ =z , donc f(y) =

fly—=a)+ f(z) > 0.

Finalement, soit x € R, notons (a,)nen €t (bn)nen deux suites de rationnels, respectivement croissante
et décroissante, qui tendent vers . On a pour tout n € N : a,, < x < y,, dong, par croissance de f sur
R : f(an) < f(2) < f(yn), ou encore : a, < f(z) < y,. En passant & la limite, on obtient : < f(z) < z,
donc, pour tout réel z, f(z) = x.

En résumé, nous sommes partis de f, une solution du probleme, nous avons montré que f est soit la
fonction nulle, soit 'identité de R.

Réciproquement, ces deux fonctions sont solutions du probléme, donc, ce sont les seules solutions du
probleme.




Séance 4 : Continuité

Corrections

I Définitions et premieres propriétés

Pour bien démarrer

Exercice 1.
f étant continue sur (tout intervalle contenu dans) R\ {£3}, f est continue sur R ssi f est continue en £3.
On doit donc avoir :

5)

lim f(z)= lim f(z)=f(3) < 3a+b= -

z—3~ z—3+ 7

li = 1l =f(-3) < —-3a+b=-1
Llm f@) = lm f@) = (-3 at

2 1
Pinalement, a = = etb= ——.
inalement, a = 7 e =

Exercice 2.
1. f est continue sur tout intervalle contenu dans R*.

En outre, lim f(z)= lim f(x) =0 (par dérivabilité de cos en 0), donc f n'est pas continue en 0.
z—0~ z—0t

2. f est continue sur tout intervalle contenu dans R*.

En outre, lim f(z)= lim f(z)=1 (par dérivabilité de exp en 0), donc f est continue en 0.
z—0— z—0t

3. [ est continue sur tout intervalle contenu dans R\ {1}.

En outre, lim f(z)= lim f(x)= f(1), donc f est continue en 1.
z—1— r—s1t+

4. f est continue sur tout intervalle contenu dans R\ {0,1}.

En outre :

o lim f(z)= x%+ f(x) =1 (par dérivabilité de exp en 0), donc f est continue en 0 ;

z—0—
e lim f(z)= lim f(z)=e—1, donc f n'est pas continue en 1.
z—>1— z—>1t

Exercice 3.
Chacune des fonctions considérées est définie sur R.

1. f est continue en tout réel non entier et non continue en tout entier relatif n, puisque lim f(z) # f(n).
r—rn—

2. Soitx €R, on a :

lz] <Lz <|z]4+1 = 1—|z]>21—2>—|z],

dou, six &7 :

En outre, sizx €N, f(z)=2x+1—2=0.
Par suite, f est continue sur R.

3. Soitn€eZ:

2021

e f coincide sur I, =ln,n + 1] avec x —> n+ (z — n) , donc est continue sur I, ;

e en outre, lirilf =n=f(n);
o [ coincide sur I,, 1 avec x — n—14(z—(n—1))*%*!, donclim f = n—1+(n—(n—1))2% =n = f(n);

Puisque liIPf =lim f = f(n), f est continue en n ; par suite, f est continue sur R.
n n—




Exercices avancés

Exercice 4.
Notons f la fonction. Elle est définie sur R.
Soitn € Z :

1
o f coincide sur I, =|n,n + 1] avec x — (—=1)" (.’E —n— 2), donc est continue sur I, ;

e en outre, lrlLIllf =(=1)" <—;> =f(n);

1 1
e f coincide sur I,,_y avec x +— (—1)""1 (m —(n—1)— 2), donc lim f = (-1 ! (1 — ) = f(n);
Puisque lir+nf =lim f = f(n), f est continue en n ; par suite, f est continue sur R.

Exercice 5.
Il suffit d’établir que, max(f,g) =

opérations.

frg+|f—g

f+g—1f—4g|
2 2

et min(f,g) = . On conclut en utilisant les

Exercice 6.
Soit f une solution, on a : f(1) = f(1) x f(1) < f(1) =0 ou f(1) =
Si f(1) =0, alors pour tout x > 0, f(z) = f(1) X f(z) =0, f est donc nulle sur R% .
Si f(1) # 0, alors, pour tout x >0 :

. f@) = £ (V&) = (VDI > 0;

: f<1>=f(mxi,)=f<x>xf(i)7éo;

done, pour tout x > 0, f(x) > 0.

Nous powvons donc considérer g = Inof o exp, puisque exp est d valeurs strictements positives (ce qui permet
de composer avec f) et f également (ce qui permet de composer avec In). g est continue sur R (par composition)
et pour tous réels x,y :

g(x+y) =Inof oexp(xz + y)
=Inof(e” x e¥)
= In(f(e* x &))
= In(f(e®) x f(e"))
= In(f(e”)) + In(f(e¥))
=Inof oexp(z)+Inof oexp(y)
=g(z) +9(y)

1l existe donc o € R tel que pour tout réel x, g(x) = ax, d’ou, pour tout réel x, In(f(e*)) = ax. On en déduit
d’abord, pour tout réel x, f(e®) = e** ; enfin, puisque tout réel t > 0 s’écrit t = €* (avec x = Int), on obtient
pour tout réel t > 0 : f(t) = f(e¥) = e = e Int = ¢,

Réciproquement, la fonction nulle (restreinte a R ) et les puissances dont 'exposant est réel (restreintes d
R ) sont solutions du probléme, ce sont donc les seules.

Exercice 7. "
Soit f une solution, soit x € R, on a, pour tout n € N (par simple récurrence) : f(x) = f (—) Puisque la

21’L
suite (£> converge vers 0, la continuité de f en 0 entraine que la suite (f (ﬁ)) converge vers f(0) ;
e neN - 20 neN
par ailleurs, la suite (f (2—“>> est constante, égale a f(x) ; par unicité de la limite, on obtient f(x) = f(0),
neN

f est donc constante.
Réciproquement, les fonctions constantes sont solutions du probleme, ce sont donc les seules.




II Deux théoréemes fondamentaux

Pour bien démarrer

Exercice 8.
1. Ona :
e limg = —2 (par croissances comparées) ;
— 00
o i = .
I = +o0

En outre, g est dérivable sur R, et pour tout réel z, ¢'(x) = (z + 3)e* 4.

Par suite :
T —00 -3 +00
g'(x) - +
-2 +00
g(z) T —
—e 7 -2

Ainsi, g ne s’annule pas sur R_, et le TVI strictement monotone assure l’existence d’une unique valeur
d’annulation de g sur R, donc sur R.

2. f est dérivable sur R, et pour tout réel x, f'(x) = —x X g(z), d’ou :

x 0 o —+00
f(z) + -
f(e)
@) T T~

f admet donc un maximum sur R, atteint en o, il vaut :
fla)=a®(1—e*)

2
=a? (1 e 2> puisque g(a) =0

Exercice 9.

1. Soit fp :x— " + 2"+ -+ 22+ 2 —k, f, est définie, continue et strictement croissante sur R,
f0)=—Fk et lil'IJ'l_ f(z) = 4o00. Le TVI strictement monotone assure que l’équation f(x) =0 admet une
Tr—r+00

unique solution strictement positive.
2. Ona: f(0) <0< f(1), d’ou le résultat.

Exercice 10.
Soit f:x— e® — 2, f est définie, indéfiniment dérivable sur R. En outre, pour tout réel = :

fl(x)=¢e" -2z
f'(@) = 2
Par suite :
T | —00 In2 +00
f"(x) - +
“+00 “+00
2—2In2




Ainsi, f' >0 sur R, donc f est strictement croissante sur R. Puisque lim f = —oo et Emf = +o0, le TVI
—0o0 o0

strictement monotone assure que l’équation f(x) = 0 admet une unique solution dans R.
Exercice 11.
1. La fonction est continue et strictement croissante sur R, lim f = —oo et 1+imf = +o00, d’ou le résultat en
—0o0 o0
utilisant le TVI strictement monotone.

2. Remarquons : f(0) =0, donc u, > 0.

En outre,
flup) =0 <= v’ +nu, —1=0,

done, puisque ud >0, on a :

S|

nu, — 1 <0 <= u, <

3. Par encadrement, on en déduit que la suite (u,)nen+ converge vers 0.

4. On a :
ud nu, —1=0 < nu, =1—ud,

d’ou, par opérations, lim nu, = 1.
n—-4oo




Exercices avancés

Exercice 12.
1l suffit d’appliquer le TVI a h: x — f(x) —2020!g(z).

Exercice 13.

1 1
1l suffit d’appliquer le TVI a g:xv+— f (x + 5) — f(=x), définie sur [0, 5] .

Exercice 14.

Soit f une solution, soit x € R, on a : f2(z) =1 < f(z) =1 ou f(z) = —1. Sl existait deur réels
distincts xq et xo tels que f(x1) =1 et f(as) = —1, alors le TVI entrainerait Uexistence de xq € [x1, 23] tel que
f(zo) =0, ce qui est exclu. f est donc constante égale a 1 ou —1.

Réciproquement, les fonctions x — 1 et x — —1 sont solutions du probleme, ce sont donc les seules.

Exercice 15.

1. Considérons g : x — f(x) —z. On a :

e g¢& %([(L, b]v]R) 5
e g(a) = 0 puisque f(a) > a et g(b) < 0 puisque f(b) < b;

le TVI entraine Uezistence d’un réel ¢ € [a,b] tel que : g(c) =0 < f(c) =c.

2. Il suffit d’établir Uexistence de c,d € [a,b], distincts, tels que : ¢ < f(c) et d > f(d), et d’utiliser le TVI
comme précédemment.
Le TBA permet d’affirmer que f([a,b]) est un segment : f([a,b]) = [f(c), f(d)] avec ¢,d € [a,b] (en
supposant f(c) < f(d)). Par suite, puisque [a,b] C [f(c), f(d)], on a [¢,d] C [f(c), f(d)] (en supposant
¢ < d), ce qui permet de conclure.

Exercice 16.
Puisque Emf = +o00, il existe B € Ry tel que pour tout = > B, f(x) > f(0).
o0
[ étant continue sur [0, B], elle y est bornée et atteint ses bornes, en particulier, il existe ¢ € [0, B] tel que
pour tout x € [0, B], f(z) = f(c) (en particulier, f(0) > f(c)).
Par suite, f admet un minimum sur R, atteint en c.




Séance 5 : Corrections

I L’ensemble des nombres réels

Pour bien démarrer

Exercice 1.
Dans la suite, on note . ’ensemble des solutions de chacune des inéquations proposées.

1. Tout d’abord, l'inéquation n'a de sens que si x®> +3x —4 >0 et2—x >0, i.e. dans 2 =] — oo, —4] UL, 2].
Soit doncx € I, on a :

5
Vil 13z —4<V2—z < V4324 <\2-z
— 2’ +42-6<0
— 2¢€]-2-10,-2+V10[ (tous calculs faits).

Finalement, . =] — 2 — /10, —4] U [1, =2 + v/10][.

2. Tout d’abord, l’inéquation n’a de sens que dans | — 0o, 5]. Soit donc x €] — 00, 5], on a :
5—z < 3)?
\/5—x<x+3<:){ §>(x+ )
€T =z

x> —3
> _7%\/@ (tous calculs faits).

Finalement, ¥ = [W,E)}

2

Exercice 2.
Pour tous réels x,y,z, on a :
2+ 22 >y tyzt ez = 22 +y? +2%) > 2y +yz + 2x)
= (@Y’ +y—2)°+(z-2)? >0,
cette derniere inégalité étant vraie, la premiére [’est également.
FEn outre,
i+l =y tyrtar = -y’ +@y—2°+(z-2)2=0
— (@-y’=@-27=(2—2°=0
= ag=y=23
Exercice 3.
Pour tout réel x, on a :
2’ =y’ = (x —y)(=® + 2y + y?),
d’ou, pour tous x,y € [—1,1] :
)| <z =yl x (|2%] + eyl + |y?])
2 2
<z —ylx (lz” + |zl |yl + |y]7)
<3z —y

|2° —y

Exercice 4.

1. Soient m et p deux réels tels que pour tout réel x, f(x) = mx + p. On a alors pour tous réels x et y,
|f(x) = f(y)] = |m]||x —yl|, d’ou le résultat.




2. Pour tous réels x et y dans [a,b], on a : |2* — 42| = |z +y||z — y| < 2 x maz(|a|,|b]) |z —y|, d’ou le
résultat.

3. On a établi lors de la premiére séance que pour tous réels x et y, ||z| —|y|| < |z —y|, on en déduit le
résultat.

4. Pour tous réels x ety dans [0,2], on a :

VT JETis VALV DV 1 VAR HD) | @)ty
Va2 + 144y +1 Va2 +1+ /2 +1
_ 4lp —
Puisque Va2 +1>1 et Jy2+12>1, onendéduz’t:‘\/x2+1—\/y2+1‘g‘x y|2|x+y\< |332 ?J|;

finalement : ‘\/xQ +1—+/y2+ 1’ < 2|z —yl|, d’ou le résultat.




Exercices avancés

Exercice 5.

1. Soitn € N*, on a

e Vn+1l-—yn= (\/m_\/%iv\/’%“‘““/ﬁ) = \/ﬁrh\/ﬁ ; puisque /n + 1 ++/n > 2/n, on en déduit que

1 1 0 . 0 0 0 P
WoEs iy AN W (par stricte décroissance de la fonction inverse sur R ;

e Vn—yn—1= (\/E_V’i/_ﬁl}rf/(%'”"_l) = \/H+1/ﬁ ; puisque v/n+v/n—1 < 2y/n, on en déduit que
ﬁ > ﬁ (par stricte décroissance de la fonction inverse sur RY.

2. D’apreés la question précédente, pour tout k € [1,10000], vk +1— VE < ﬁ < Vk—+k—1. En sommant
cette inégalité pour k variant de 1 a 10000, on obtient :

o pour le membre de gauche :
(2 — V1) + (3 — +2) + - + ((LFOB00 — 4/9999) + (v/10001 — A/6600) = /10001 — 1 ;
e pour le membre de droite :

GA = V0) + (/2 —»A) + - - + (/9999 — /5998) + (V/10000 — +/999) = 100.

Finalement, 99 < S < 100, donc |S] = 99.

Exercice 6.
Soitx €R, on a :
122 -2|=|2—2| < |2z]| =4+ |—z]
= |2z]=4—-|z]-1sic¢Zou2cx=4—zsize€Z
— [2z]|+ |z|=83siz¢Zoudr=4sizx€Z
— |2z]| 4+ |z] =3 siz ¢ Z.
Comme précédemment, il n’y a donc que deux valeurs possibles pour |2xz|, d savoir 2 |z, qui correspond d

ze {m,m +;{ ou?2|z] +1, qui correspond d z € [m +%,m +1[.

3
o Si|2x| =2|z], alors I'équation est équivalente ¢ : 3 |x| =3 < |z| =1, dotz € [1, 5 [;

o Si|2x| =2|z] + 1, alors I"équation est équivalente a : 3 |x| + 1 =3, et n‘admet donc aucune solution.

3
Finalement, ’ensemble des solutions est l’intervalle [1, 2 {

Exercice 7.
Nous utiliserons ici indifféremment la partie entiére ou le caractére archimédien de R pour établir qu’une
partie n’est pas majorée ou n’est pas minorée.

1. o A nlest pas majorée dans R.

En effet, pour tout m € Ry, il existe un entier n > 0 tel que n > m (par exemple n = |m| + 1), d’ou
2n(—1)?" > m. A n‘admet donc de borne supérieure ni dans R, ni a fortiori dans 7 et A n’a pas de
plus grand élément.

o A nest pas minorée dans R.

En effet, le caractére archimédien de R appliqué a € = 1 entraine l’existence, pour tout réel m, d’un
entier n > 0 tel que n > —m, d’ot —n < m, et finalement (2n +1)(—=1)?"*1 < m. A n’‘admet donc de
borne inférieure ni dans R, ni a fortiori dans Z et A n’a pas de plus petit élément.

1
2. Montrons que max(A) =1 et min(A4) = ~5
. 1)
Soit n € N, notons a, = , 0n a
n+1

1
o G2, = d’oﬁ—§<0<a2n<1;

n+1’

1 1
, dou —= < opr1 < 0<1.

® A2p+1 = —m D)




1
Ainsi, pour tout n € N, —= < a, < 1, ce qui établit que A admet a; pour plus petit élément et ag pour

plus grand élément.

Par suite, A admet une borne supérieure dans Q, a fortiori également dans R, et supg(A) = supg(4) =
max(A) = 1. De méme, A admet une borne inférieure dans Q et dans R, et infg(A) = infr(A4) = min(A) =

5"
3.« max(A) =2.
1 —1)"
En effet, soit n € N, notons %ZL_M on a :
n+1
2
_ =" (2 2<2.
Gon = 5o @S2

— o1 = —(2n+1)2 <0< 2.
Ainsi, pour tout n € N, a,, < 2, ce qui établit que A admet ag pour plus grand élément.
Par suite, A admet une borne supérieure dans Q, a fortiori également dans R, et supQ(A) = supg(4) =
max(4) = 2.
o A n’est pas minorée dans R.
En effet, pour tout m € R_ :
—2n+1)2<m = 2n+1)2> —m <= 2n+1> /—m (les réels considérés étant positifs), donc
pour n = {@J +1€N,ona—(2n+1)2 <m.

1l vient que A n’admet de borne inférieure ni dans R, ni dans Q et A n’a pas de plus petit élément.
Exercice 8.

1. A+ B est une partie de R non vide, puisque A et B sont non vides, et bornée, puisque pour tout a € A,
pour tout b € B, ma < a < My et mp <b<< Mp, doncmag+mp<a+b<< My+ Mp.

Par suite, A+ B admet dans R une borne inférieure et une borne supérieure.
En prenant ma = inf(A), M4 = sup(A), mp = inf(B) et Mp = sup(B) dans l'encadrement précédent, on
établit que inf(A) + inf(B) et sup(A) + sup(B) sont respectivement un minorant et un majorant de A + B.
En outre, si m et M sont respectivement un minorant et un majorant de A + B, alors, pour tout
a € A, pour tout b € B, m < a+b< M = m-—a<b< M-—a. Fizons a € A, cet enca-
drement signifie que m — a et M — a sont respectivement un minorant et un majorant de B, d’ou :
m—a < inf(B) <= m —inf(B) <a
sup(B) K M —a < a < M —sup(B)
A nouveau, ces inégalités signifient que m — inf(B) et M — sup(B) sont respectivement un minorant et un
m —inf(B) < inf(4) <= m < inf(A) + inf(B)

majorant de A, d’ot :
sup(A) < M —sup(B) < sup(4) +sup(B) < M

Ainsi, inf(A) 4+ inf(B) et sup(A) + sup(B) sont respectivement le meilleur des majorants et le meilleur des
minorants de A + B, i.e. les bornes supérieure et inférieure de A + B.

2. On suppose ici que ma =mpg =0, My >0 et Mg > 0.

(a) AB est une partie de R non vide, puisque A et B sont non vides, et bornée, puisque pour tout a € A,
pour tout b€ B, 0 < a< My et 0 <b< Mg, donc0 < ab< MaMg (les nombres intervenant étant
dans Ry ).

Par suite, AB admet dans R une borne inférieure et une borne supérieure.

En prenant ma = inf(A), M4 = sup(A), mp = inf(B) et Mp = sup(B) (les nombres étant dans R )
dans Uencadrement précédent, on établit que inf(A)inf(B) et sup(A)sup(B) sont respectivernent un
minorant et un majorant de AB.

Si A ={0} ou B ={0}, alors AB = {0}, donc le résultat est acquis.

Sinon, soient m et M sont respectivement un minorant et un majorant de AB, alors, pour tout a € A,

m M
pour tout b € B, m < ab < M. Donc, pour a € A non nul fixé, on a pour toutbe B : — < b< —
a a

o m M . . )
(car a > 0), cet encadrement signifie que — et — sont respectivement un minorant et un magjorant
a a

T Linf(B) < <a (siinf(B) > 0)

inf(B)

B) — <<= a< ——
sup(B) a ¢ sup(B)

de B, d’ou :
(puisque sup(B) > 0)




A nouwveau, ces inégalités étant valables pour tout a € A (méme éventuellement nul), elles si-

gnifient que

m M . . . 99
: et sont respectivement un minorant et un majorant de A, d’ou :
inf(B) sup(B)

% < inf(A) <= m < inf(A)inf(B)

sup(A4) < <= sup(4)sup(B) < M

sup(B)
Ainsi, si inf(B) > 0, inf(A) inf(B) et sup(A)sup(B) sont respectivement le meilleur des majorants et
le meilleur des minorants de AB, i.e. les bornes supérieure et inférieure de AB.

Finalement, si inf(B) = 0, alors l'inégalité % < inf(B) entraine m < 0, donc inf(A)inf(B) = 0
apparait encore comme le meilleur des minorants de AB.
(b) Le résultat est faux sans Uhypothése que A et B sont incluses dans Ry. Par exemple :
o prenons A =0,1] et B=[-1,0], on a : AB = [-1,0] et inf(AB) # inf(A) inf(B) ;
o prenons A= B =[-1,0], on a : AB = [0,1] et sup(AB) # sup(A4) sup(B).




II Les suites numériques

Pour bien démarrer

Exercice 9.
1l suffit de remarquer que pour tous réels x et y, on a :

T+y—|r—yl

T+y+ |-yl
. SRR AN

min(z,y) = 5

et  max(x,y) =

Ainsi, pour tout n € N,

U 4 Un — |y — vy B
Sp, = et v, =

2

Up + Up + |un — Un
5 .

Ensuite, puisque u tend vers | et v tend vers l’, par opérations sur les limites on a :
e u+v tend versl+1';
o u—uv tend versl —1', donc |u—v| tend vers |l — '],

d’ou (toujours par opérations sur les limites) :

u+v— |u— v

[ -

tend vers =min(l,1') ;
2 2
— I+ + 1=V
%\uvl tend vers %ll — max(L).

Exercice 10. 1
Soit (bp)nen la suite définie par bg = 1 et pour tout n € N, by 11 = gbn +n—2.
1. Simple récurrence.

2. Par minoration, on en déduit lim +oob,, = +o00.
n

Exercice 11.
1.

Vn €N, Wpy1 = Ung1 — Uny1

d’ou le résultat.

2. En utilisant le signe de (wy)nen, on montre
VneN, vpp1 — v, <0 et Upyr —up, =0

La différence v, — u,, tendant vers 0, le résultat est établi.

Vn € N7 tn-i—l = 3un+1 + 4U7L+1
= 2Uuy, + vy + Uy + 30,
= tn,

d’ou le résultat.

4. En passant d la limite dans la relation précédente (I désigne la limite commune des suites ), on a :

46
to =3l +4l < 127

Exercice 12.
Graphiquement, on constate que :




2
o Stug < 3 alors la suite diverge vers —oo ;
. 2 L
o ST ug > 3 alors la suite diverge vers +o0 ;
. 2 .
o SiuUy = 3’ alors la suite est constante.

Pour Uétablir formellement, on montre que :

o si la suite converge vers 1, alors, en passant a la limite dans la relation de récurrence, nécessairement,

2,
3

, 2 . 2 . g ) B .
o stug < 3 (respectivement ug > 3 ), alors, par une simple récurrence, la suite est décroissante (respectivement

croissante).

2 2
Linégalité Yn € N, u,, < ug < 3 (respectivement Vn € N, u, > ug > 5) permet de conclure que la suite

diverge vers —oo (respectivement diverge vers +o00).




Exercices avancés

Exercice 13.

n n n
1. Soit n € N*, pour tout k € [1,n], < < .
& 1] n2+n  n2+k  n2+1
n
En sommant cet encadrement pour k variant de 1 a n, on obtient : n X ———— < U, <N X ——.
n2+n n2+1

2 2

n n

Les suites | — et | 50— tendent vers 1, donc par encadrement, la suite (u,)nen également.
nc+n neN n®+1 neN

2. Soit x € R, soit n € N*, pour tout k € [1,n], kx — 1 < |kz| < k.

En sommant cet encadrement pour k variant de 1 a n, on obtient :

- - - n(n+1) 1 n(n+1)

n(n+1 7
Les suites (72)x — < et (n(;tl)w) tendent vers —, donc par encadrement, la suite (Up)neN
2n n neN n ne 2

également.

Exercice 14.
On établit successivement que :

o la suite (un)nen est croissante ;
e la suite (v )nen est décroissante ;
e la différence (u, — v, ) tend vers 0.

Les suites sont donc adjacentes, elles convergent alors vers la méme limite, notons la [.
On a, en passant a la limite dans la relation de récurrence définissant (un)nen :

_3l+1

="

— =1

Exercice 15.

1. Soit (un)nen une suite réelle croissante telle que (uw(n)) converge (avec ¢ : N — N strictement

neN
croissante), notons l sa limite.

Soit e > 0, ng € N associé tel que, pour tout n € N, n > ng = }u¢(n) = l| < €. La suite (U<P("))neN étant
croissante, la dernicre inégalité est équivalente a : 1 — & < uyp) < 1.

Puisque pour tout n € N,p(n) = n (cf cours), on a : p(ng) = ng = | —€ < Up(n,) < I
En outre, puisque (un)nen est croissante, on a : Vn € N, n > p(ng) = Up(ng) < Un < Ug(n)-

Résumons : pour tout € > 0, on a trouvé un rang, d savoir @(ng), vérifiant :
VneN, n>ong) = l—e<u, <l
La suite (un)nen est donc convergente (de limite 1).

2. Une suite extraite majorée et croissante est convergente (d’aprés le théoréme de la limite monotone), on
est ainsi ramené au cas précédent.

3. Montrons que la sous-suite (uzr)pen est majorée, ce qui nous raméne au cas précédent. Soit p € N, on a :
Ugp+1 — U] = Ugp+1 — Ugp + Ugp — Uogp—1 + * -+ + U — UL,
donc, en utilisant linégalité vérifiée par la sous-suite et d’aprés linégalité triangulaire :

|ugp+1 — wy| < |ugp+r — wge | + |uge — Ugp—1| + -+ - + Jus — uq|

<1 1 1
\271’—’—21’771—1—'“_'—
1-
o~ 1

=3
< 2.

Finalement : |ugp+1| < |ugr+1 — ug| + |ur| < 2+ |uq|, ce qui établit que pour tout p € N*, |ugp| < 2+ |uy|,
cette inégalité est également vraie pour p = 0, ce qui termine la démonstration.




Exercice 16.

Pour toutn e N, ona :0<u, <1let0< v, <1.

1l vient, en multipliant le premier encadrement par v, >0 : 0 < u, X v, < v, < 1.

Puisque la suite (u, X vp)nen tend vers 1, on en déduit, par encadrement, que la suite (v,)nen converge de
limite 1.

On établit de méme que la suite (un)nen converge de limite 1.




IIT Limites et continuité

Pour bien démarrer

Exercice 17.

1. Soient (un)nen €t (Vn)nen les suites de terme général :

VYn €N, u, = 2nw et vn:2n7r+g

Les suites divergent vers +o00, en outre, pour tout n € N :
fun) = 2nm et f(va) =0,

donc les suites images ont des limites différentes ; par suite, f n’admet pas de limite en +oo.

On établit de méme que f n’admet pas de limite en —oo.

2. Pour toutx #0, on a :

cos(x 1
f(x) - Jj( ) cos(z)
1+ =
avec en outre :
1 cos(z) 1
==& €=
x x x
Ainsi, li =0.
nst, i?;lf
On établit de méme : lim f = 0.
Par ailleurs, en notant a unique solution de I’équation x + cos(x) =0, on a : lim f = —oo et hIP f=+o0.
o (03
3. Pour tout x # 0, on a :
cos(z) 1
d’on : li =0.
o1l ggf
On établit de méme : lim f = 0.
En écrivant, pour tout x # 0 :
_ cos(x)
on établit : lignf =1 ainsi que lim f = —co et lir+nf = +o00.
= 1
Exercice 18.
1. Pour tout réel x, on a :
f(‘r) 2 332 - 17

d’ou : lim f = +o0.
+o0
On établit de méme : lim f = —oo.
hde o}
2. Soient (up)nen €t (Un)nen les suites de terme général :
1
YneN, u, =n et vn:n+§

Les suites divergent vers 400, en outre, pour tout n € N :

1

flu,) =0 et flo,) = 57

donc les suites images ont des limites différentes ; par suite, f n’admet pas de limite en +oo.
On établit de méme que f n’admet pas de limite en —oo.

3. Ona:

o pour tout x € [—1,0[, f(z) = —z, donc : lignf =0;




o pour tout x €]1,2], f(z) ==, donc : li{nf = 1.

De plus, pour tout © > 1,

d’ou : i = 1.
o1l _&géf

On établit de méme : lim f = 1.
Exercice 19.

Il suffit de déterminer le nombre de solutions dans R de ’équation f,(x) = 0, ce que nous ferons via les
variations de f,.

1
Tous calculs faits, on obtient (on note y1 =a+ — etya =a :

27
T | —00 f% 0 +00
Y1 +00
f(z) o / \ Yo /

Reste a distinguer selon la position des réels y; et yo par rapport a 0. Par exemple, si y; < 0, I’équation
fa(z) = 0 admet une unique solution, notons la «, f est alors négative sur | — 0o, a] et positive sur [a, +00].

Exercice 20.
Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = e~ —etl.
SurR_, on a :
Fol<0<e ™ = f(z) <0,

donc f ne s’annule pas sur R_.
Sur R, [ est continue et strictement décroissante, f(0) =1 et Emf = —o0. Le TVI strictement monotone
o0

assure que f s’annule une unique fois sur R .
Finalement, f n’admet q’une valeur d’annulation sur R, l’équation proposée n’admet donc qu’une seule

solution dans R.

Exercice 21.
Il s’agit de résoudre léquation f(z) = v <= g(z) =0, en notant g : ¢ — f(z) — z.
g est continue sur R, strictement décroissante sur R (via le signe de la dérivée), lim g = +oo et Emg = —00.
—00 o0

Le TVI strictement monotone assure que g s’annule une unique fois sur R, f admet donc un unique point

fize.

Exercice 22.
1. C’est une application directe du TVI strictement monotone.
2. Pour toutn € N, on a :
flzn) < f(#n41) = @ < XTpi1  par stricte croissance de f sur R
La suite (z,)nen est donc strictement croissante.
3. Pour tout n € N*| puisque €™ +x, =n, on a :

In(n—Inn) <z, <lnn <= n—Inn<e* <n
<— —x,>—Inn et -z, <0
<~— e <n e x,=0
<~— z, >0
De plus, x1 = 0, donc l’inégalité x,, > 0 est vrase.
4. Par minoration, lim z,, = +00.
—+oo
De plus, pour tout n € N*,
T

d’ot par encadrement : lim — = 1.
+oo Inn




Exercices avancés

Exercice 24.

Soit f une solution du probleme.

[ étant périodique, il existe T € Ry tel que pour tout x € R, pour tout n € N, f(x) = f(z + nT).

Notons | € R la limite de f en +oo, puisque la suite (x +nT), .y tend vers +oo, la suite (f(z + nT)), ey
tend vers [.

Par ailleurs, la suite (f(x +nT)), cy est constante égale a f(x), donc f(x) = 1. Ceci étant valable pour tout
réel x, la fonction est donc constante.

Réciproquement, les fonctions constantes sont solutions du probléme, ce sont donc les seules.

Exercice 25.

Notons k le réel tel que |f| =k, on en déduit que pour tout réel x, f(xz) =k ou f(x) = —k.

Si k=0, le résultat est acquis.

Sinon, supposons qu’il existe x1,xs deuz réels distincts tels que f(x1) =k et f(x2) = —k, le théoréme des
valeurs intermédiaires entraine alors lexistence de xo €)x1, xo| tel que f(xg) =0, ce qui exclu.

f est donc constante sur R.

Exercice 26.
Notons a et b deux réels tels que a < g < b sur R.

o il est immédiat de constater que g o f est bornée;

o f est continue sur R, donc sur [a,b], donc y est bornée : il existe m, M deux réels tels que m < f < M sur
[a,b], par suite, m < fog< M, fog est donc bornée.

Exercice 27.

1. Supposons a = —oco et b € R, considérons le prolongement par continuité de f en b, noté f :

o puisque f posséde une limite finie en a, elle est bornée au voisinage de a : il existe B < b tel que f
est bornée sur | — oo, B] ;

o sur [B,b], f est continue donc est bornée, par suite f est bornée sur [B,b[;
Finalement, f est bornée sur ]a,bl.

2. La réponse est négative, il suffit de considérer f : x — x sur]0,1].

Exercice 28.
Soit f une solution du probleme.
On établit ; toutneN, f(Z)—f(2)=22
n établit par récurrence que, pour tout n € N, ok k1) = g
T
Pour tout n € N*, on somme ces égalités pour k variant de 0 a n—1, on obtient : f(x)—f (2—n> =
En passant a la limite lorsque n tend vers +oo :

o le membre de gauche tend vers f(x) — f(0) (par continuité de f en 0);

o le membre de droite tend vers 5 x 1_% =@
2

d’ou f(x) — f(0) = x.
Réciproquement, les fonctions fi : x — x + k (avec k € R) sont solutions du probléme, ce sont donc les
seules.
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