Exercices primitives et équations différentielles
Term

&1 a)fest lafonction définie sur R par :
s

e
f(x) = ——.
=) (e* +1)
Vérifier que la fonction F définie sur R par :

-1
F(x) = —
e +1

est une primitive de f.

b) Vérifier que la fonction G définie sur |0 ; + o[ par
G(x) = xIn(x) — x est une solution sur |0 ; + o[ de
I'équation différentielle y’ = In(x).

41 Dapreés I'exercice EM, la fonction G définie sur
]0; + oof par:

G(x) =xIn(x) — x
est une primitive de la fonction g définie sur 0 ; + oo|
par g(x) = In(x).
a) Déterminer I'ensemble des primitives de la fonction
gsur]0;+ ool
b) Déterminer la primitive G, de g sur |0 ; + oo[ qui
s'annuleen 1.

Pour les exercices EZl et EZ1,

a) Vérifier que la fonction F est une primitive de la
fonction fsur l'intervalle I.

b) Déterminer la primitive de fsur I qui s'annule en x,,.

2
L 27 F(x)=3x4—§x2+x, I=R
4
f(x):12x3—§x+1, Xg=1

&8 Fx) = Vx? +1, I=R

f(x) = —— Xo=—1

\})(2+1r

$ET] a) Démontrer que les fonctions :

o x+— In(5x) ex— 1+ Inx -x—3-1In|

x
sont des primitives sur |0 ; + ~o[ d’'une méme fonction
fa préciser.

b) Déterminer la primitive F de fsur |0 ; + oo qui s'an-
nule en e.

Pour les exercices [E&l a Eil, déterminer une primitive
sur R de la fonction f définie sur R.

¥ a)f(x) =x+1 b) f(x) =x* +3x+2
W] a) f(x) = cos(x) +sin(x)  b) f(x) = 5cos(x)
¥ a)f(x)=5e"+4 b) f(x) = —2(3x — ")

E] Déterminer la primitive sur |0 ; + oo[ quis'annule
en 1 de la fonction f définie par :
4

a) f(x) = ==+ 9" b) f(x)=3x° —2x% + 5x— =
Jx ¥
Y] Reconnaitre la forme u'u” et déterminer une

primitive sur l'intervalle I de la fonction définie par:

a) f(x) = 1)

b)h(x):(lfc—1)(x2—x+4)5 =R

I[=]0;+ oo

5 Dans chaque cas, déterminer une primitive sur R
de la fonction définie par:
a) f(x) = (x— 1)(P— 2x+4)  b)g(x)=e¥(e +1)*

/
) u N o
T3 Reconnaitre laforme — et déterminer une primi-

u
tive sur l'intervalle I de la fonction définie par:
X
a) f(x) = S I=R
1+ ex
1

xIn(x)

b) h(x) =

; I=]1;+oo]

!

A u .
L] Reconnaitre la forme — et déterminer une
u

primitive sur l'intervalle I de la fonction définie par :

2x +1
a) flx) = — I=R
Va2 +x+1
b) g(x) = c:f(?), 1=10;

§E1] Déterminer une primitive sur R de la fonction.
x 9e**

b) g(x) = —=
Vx? +1 ’ ve¥* +4

§EE] fest la fonction définie sur |1 ; + oo par:

a) f(x) =

= 42—
x—1

Déterminer la primitive F sur I'intervalle |1; + oo[ qui
s'annule en 2 de la fonction f.

fest la fonction définie sur R par:
1
flx) = ———.
=) (e* +1)?
a) Démontrer que pour tout réel x,
e.\' e.\'
e +1 (e +17
b) En déduire la primitive F sur R telle que F(0) = 1 de
la fonction f.

flx)=1—




Pour les exercices [@1 a 24, résoudre sur R chaque
équation différentielle.

3
€] a)y =5y bl y'=2y ay=-82

43 a)2v=-5 b)G':—%B ¢)4u' =3u

¥F a)59 -7 =0 b)y =y )V +2y=0

Pour les exercices [El a [, déterminer la solution f
sur R de I'équation différentielle qui vérifie la condi-
tion initiale donnée.

€H =7 etf(0) =1,
| 64] y'Jr%y:O etf(3)=—1.

XH3y=-7 etf(2)=-5.

Déterminer la solution g sur R de l'équation diffé-
rentielle 2)/ 4+ 5y = O telle que g’(2) = 0.

Pour les exercices [Eill a vérifier que la fonction
f est une solution sur R de I'équation différentielle.

f(x)=7e3"'—§; F=8p42
f(x)=2e"7"—2; Y +7y+14=0
f(x) =5e"*+3; Jy+y =9

(E) est I'équation différentielle y) = — 3y + 4.

a) Déterminer une solution particuliére constante g de (E).
b) Démontrer qu’une fonction f est solution de (E) si, et
seulement si, la fonction f — g est solution de I'équation
différentielle y’ = — 3y.

c) En déduire I'ensemble des solutions de (E).

d) Déterminer la solution f de (E) vérifiant f(—1) = 0.

Pour les exercices et déterminer la solution f
sur R de I'équation différentielle qui vérifie la condi-
tion initiale donnée.

&£ /=7-5 et f(—2)=-3

£l =02y 100 et f(0)=-2

Pour les exercices ] a EZ1, déterminer la solution f
sur R de I'équation différentielle qui vérifie la condi-
tion donnée.

€0 =43 etf’(0) =3
& -2 +11y=4 etfi(—1)=1
&7 4 -50=2 etf'(0)=0

&3 (E) est I'équation différentielle y/ + 2y = ™.
a) Démontrer que la fonction g définie sur R par

1 3, : s s
g(x) = §e3" est une solution particuliere de (E).

b) Démontrer qu’une fonction fest solution de (E) si,
et seulement si, la fonction f — g est solution de
I'équation différentielle y’ + 2y = 0.

) En déduire I'ensemble des solutions de (E).

&7 [ Un circuit électrique
comprend un générateur de

force électromotrice E, un
condensateur de capacité C
et un conducteur ohmique de
résistance R.

q(t) est la charge du condensateur, en farad, t secondes
apres avoir établi le courant dans le circuit. On sait alors
que la fonction q vérifie :

o+ lg=E
RC R
1. a) Déterminer alors I'ensemble des solutions sur
2 s . 1
[0; + oo[ de I'équation différentielle y’ + R—C\ g

b) On suppose que la charge initiale du condensateur
est nulle, ainsig(0) = 0.
Pour tout réel t = 0, exprimer g(t) en fonction de t.

2. a) Déterminer la charge maximum Q du condensa-
teur sachant que celle-ci est la limite de la fonction q
en + oo.

b) On note 7 = RC. A quel pourcentage de sa charge
maximum Q le condensateur est-il chargé aprés une
durée de charge égale a 7 ? égale a 57 ? Arrondir a l'unité.
3. a) ‘€ est la courbe représentative de la fonction g dans
un repére d'origine O.

Vérifier que le point de coordonnées (7 ; Q) appartient
alatangente a ‘€ en O.

b) A l'aide de la calculatrice, visualiser ce résultat lorsque
C=1FR=100QetE=5V.



¢[i5] On laisse tomber un corps de masse m = 4 kg
dans le champ dela pesanteur. La vitesse v,enm.s ', du
centre d'inertie de ce corps est fonction du temps t de
chute, en s, et vérifie mv’ + kv =mg ot1 g = 9,8 N.kg '
est I'accélération de la pesanteur et k = 24 est le coef-
ficient de freinage.

1. a) Justifier que la fonction v est solution sur [0 ; + ~o[
de I'équation différentielle (E) :)’ = — 6y + 9,8.

b) Résoudre sur [0 ; + ~[ ¥quation (E).

2.a) On suppose que la vitesse initiale du corps est
nulle. Pour toutréel t = 0, exprimer v(t) en fonction deft.
b) Déterminer la vitesse du corps apreés 20 s.

Arrondir au dixiéme.

L5 (E) est I'équation différentielle y + 4y = xe .
a) Déterminer des nombres réels a et b tels que la fonc-
tion g définie sur R par g(x) = (ax + b)e " soit une solu-
tion sur R de (E).

b) Démontrer qu’une fonction fest solution de (E) si, et
seulement si, la fonction f — g est solution de I'¢quation
différentielle (Ey) :)’ + 4y = 0.

c) Déterminer I'ensemble des solutions de (E,).

d) En déduire I'ensemble des solutions de (E).

e) Déterminer la solution f de (E) telle que f(1) = 0.

{IE Utiliser des lectures graphiques .’ ouvert

On considére les équations diffé- 4| /d

rentielles : 2/
(Ey):y =2yet(Ey):)y =y.

Dans le repére ci-contre, la 1

courbe € représente une fonc- 1/

tionfdéfinie sur Rparf=f, +f, —— /0 i
ou f, est une solution (E,) et f, ‘

une solution (E,).
La droite d est la tangente a ‘¢ au _}_ )
point A d'abscisse 0.

A partir des données lues sur le graphique, déterminer
la fonction f.

§FI] Résoudre a l'aide d’une primitive

| Calculer |

(E) est I'équation différentielle :
_—2_
e

a) g est une fonction dérivable sur R et fest la fonction
définie sur R par:

y —2y=

f(x) = e¥g(x).
Démontrer que f est solution de (E) si, et seulement si,
—JuTe*
e
b) Déterminer I'ensemble des solutions de (E).

pour tout réel x, g’(x)

4EX] Equations différentielles du second ordre
(E) est I'équation différentielle y +ay’ + by =0ou a
et b sont deux nombres réels.

1. Démontrer que si f, et f, sont deux solutions
de I'équation différentielle (E), alors pour toutes
constantes réelles C, et C,, la fonction C,f, + C,f, est
aussi solution de (E).

On admet que toutes les solutions de (E) sont de la
forme C,f, + C,f, ou f; et f, sont deux solutions de
(E) indépendantes, c'est-a-dire qu'il n'existe pas de
constante réelle k telle que f, = kf,.

2.rest un nombre réel.

On cherche les solutions de (E) de la forme x — e"™.
Démontrer que la fonction f définie sur R par f(x) = e"™
est solution de (E) si, et seulement si, r* + ar + b = 0.
Cette équation est I'équation caractéristique asso-
ciéea (E).

3. 0n suppose que I'équation caractéristique admet
deux solutions réelles distinctes r, et r,.

f est une fonction définie sur R et g est la fonction
définie sur R par g(x) = f(x)e ™.

a) Démontrer que la fonction f est solution sur R de (E)
si, et seulement si, la fonction g est solution sur R de
I'équation différentielle y” + (2r, + a)y’ = 0.

b) Résoudre I'équation différentielle :

Yy +(2r,+a)y=0.

¢) En déduire I'ensemble des solutions de I'équation
différentielle y”” + (2r, + a)y’ = 0.

d) Justifierquer, +r,= —a.

e) Déterminer alors I'ensemble des solutions de I'équa-
tion différentielle (E).

§EE] Equations différentielles et suites

Partie A
n est un entier naturel non nul et (E,) est I'4quation
différentielle :

’ X"
y +y=—e
’ ’ n!

g et h sont deux fonctions dérivables sur R telles que
pour tout réel x, g(x) = h(x)e™ ™.
a) Démontrer que la fonction g est solution sur R

x"

de (E,) si, et seulement si, pour tout réel x, h'(x) = —

X

b) En déduire I'ensemble des solutions de (E,,).
¢) Déterminer la solution fde (E,) vérifiant f(0) = 0.

Partie B

fy et f, sont les fonctions définies sur R par :
fox) =e " etf(x) =xe™ ™.

a) Vérifier que f, est solution sur & de I'équation diffé-

rentielle y' + y = f,.

b) Pour tout entier naturel n = 1, f, est la solution de

I'équation différentielle y’ + y = f,, _, vérifiant £, (0) = 0.

En utilisant la partie A, démontrer par récurrence que

pour tout réel x et tout entier natureln =1,

n

f.(x)= e
n!

X



