dela 1¥° S ala TS.

Chapitre 2 : Limites et asymptotes

I11

Correction

1 Limites sans indétermination

1.

10.

lim z? = 400
r—-+00

mErJPoo 2x = 4+00 \ donc lir}ra 2? + 22 — 3 = +oo0.

lim —3=-3

T—400

lim 2* = —o0
T——00

lim 2? = +oo donc lim —62% = =00 \ donc lim 2% — 622 +1=—c0.
T——00 T——00 ZT——00

lim 1=1

r——00

lim 1=1 1
lim (z+1)2 = +oo [ "R G =0

T——+00

La courbe (Cy) admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en +oo0.

lim —/7 = -0
r—-+00 . 1
donc lim —v/z 4+ — = —o0.
lim — =0 z—+00 x
r——+o0 I

lirJlra (—z +5) = —o0, donc lirJlra (=1 +3)° = —00.

lim (—x +3) = +o0, donc lim (—z + 3)° = +o0.

r— —00 r— —00

lim (4 —27) = —o0, donc lim (4 — 2z)? = +o0.

T——+00 r——+00

lim —5=—5 -
e d lim ——=0.
lim (2% — 1) = 400 donc hrf Va?z—1=+o00 one A /22 — 1

La courbe (Cy) admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en —oo.

lim 22 = 4

r—2

lim -3z = -6 % donc limz®> -3z +1= —1.

z—2 z—2

lim+ =1
r—2

lim -3 = -3

) . —3
T donc 1
lim2 — 2 =0" donc limv2 — a2 =0" onc;grr;w/Q_x
59 352
La courbe (Cy) admet une asymptote verticale d’équation = = 2.

= —OQ.
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de la 1%° S & la TS. Chapitre 2 : Limites et asymptotes

lim2z —3=-1

2r — 3
11, @51 _ done lim =% = +00.
limxr—1=0 o< v —1
<
251

La courbe (Cy) admet une asymptote verticale d’équation z = 1.

lim2z —3=-1

12. iz — 1 —0F doncilinix_ = —00.
>
=1

La courbe (Cy) admet une asymptote verticale d’équation z = 1.

lim 5=5
<
r——2 : _
13. lim 4 — 22 — 0 donc xlgljz 1 0.
zS-2
La courbe (Cy) admet une asymptote verticale d’équation x = —2.
lim 5=5
>
r5—2 : _
M T g g2 = gr (done im s = oo
52
La courbe (Cy) admet une asymptote verticale d’équation z = —2.

2 Limite en ’infini d’un polynéme ou d’une fraction rationnelle

1. Premiere méthode :
2 3
3

2 3
Or lim 2® = +oo et lim <1 - =+ —3> =1,donc lim f(z)= +oc.
x

r——+00 r——+00 {L‘Q xr——+00

Deuxiéme méthode :

lim 22 —2x4+3= lim 2® = +o00.
Tr——+00 Tr——+00

2. Premieére méthode :

i) z(1+3) 142
T) = = .
v(2-1) 2—3
. 3 . 1 . 1
Or lim (1+—)=1et lim (2— =) =2,donc lim f(z)=—.
Tr——00 T T——00 €T T——00 2
Deuxiéme méthode :
. x4+ 3 . T . 1 1
lim = lim — = lim - =—.

e——002r —1 a—-002r eo-c02 2

1
Donc la courbe (Cy) admet une asymptote horizontale d’équation y = 5 en —oo.

Remarque : La deuxieme méthode étant plus rapide, j'utiliserais dorénavant celle-

ci dans les calculs. Mais attention :

e Cette méthode ne s’applique qu’en + ou - l'infini.

e Cette méthode ne s’applique p=pas lorsque 1'on a des fonctions racines, trigono-
métriques, logarithmes . . ..

L.BILLOT 6 DDL



de la 1%° S & la TS. Chapitre 2 : Limites et asymptotes

4

3. lim 2" 4+2x= lim 2" = 4+o0.
2 2 2
4 lim 2 — lim > = lim L= —.
x——00 22 + 3 T——00 20 T——00
2 — 5 2 2
5. lim v = lim 2 lim — =
z—+oo T + x2 T—+00 T T—+00 I
(Cs) admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en +ooc.
4 — 22" —2x4
6. lim ——— = lim —— = lim —2=—2
T——00 {L‘Q(ZL‘ —+ ]_)2 T——00 I T——00
(Cr) admet une asymptote horizontale d’équation y = —2 en —oo.
3 1) 922 9
7odm BEEDE g % 9

T—+00 (23: - 3)3 N z—+oo 813 z—+o00 8T
(Cy) admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en +ooc.

3 Limites indéterminées

1. Pour tout z € R,sinx > —1, donc x + sinx > x — 1.
Or lim x—1=+4o00,donc lim z+ sinx = +o0.
r— 400 Tr——+00
1 sin x 1
2. Pour tout r e R, —1 <sinz < 1,doncsix >0,ona: —— < < -
T T x

sin x

1 1
Or lim —— =0et lim — =0, donc lim =0.

r——400 €T x——+00 I rx—+o00

3. Pour tout z > 1, Vz—3 — Vo +1 = (Ve—3—-Ve+)Vr-3+vVat+l) _

Vr—3++vVr+1
(r—-3)—(z+1) —4

Vi—3+vz+1 Vz—3+Vr+1
Or lim vVx—3=+c0e¢et hm vr+1=+00,donc llm Vr—3+vVzr+1=+4oc0

T—400 T—400

—4
et lim
e N

4. Rappel : si f est dérivable en a alors lim M = f'(a).
T—a T —a

La fonction x — cos x est dérivable en 0 et sa dérivée est : x — —sinx,
. cosx —1 . cosx —cosO .

donc :lim ——— =lim ——— = —sin0 = 0.
z—0 xr z—0 r—1

1
W +1

5. La fonction =z — vz 4 1 est dérivable en 0 et sa dérivée est : x —

CVr+1-1 . Vr+1—-V0+1 1 1
lim — = lim = —

z—0 T z—0 z—0 2y/0+1 2

1 1
6. Pourx > 0,Va?2 — 12z = (1——) —2r =V 1———2$—5L’<\/1——2—2>
x? x
1
Or lim z=+occet lim (\/1——2—2> = —1,donc lim Va2 —-1-2r= -0
T—+00 T—=+00 x x—~+00
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7. Ici x est négatif, donc vz

10.

11.

1.

Pour z < 0,v22? — 5421 = 4 [ 22 2—— +2x——x\/2——+2x_3;( 1/2_3+2>
Or lim z = —ocoet lim ( \/2——+2> —V2+2>0,donc lim f(z) =
L——00 T——00 l‘ T— —00

—OQ.

. 3 annule le numérateur et le dénominateur, donc il sont tous les deux factorisables

par x — 3.

22> — bz — ~3)(20+1)  2z+1
Pourtoutaz;«é373j z 3:< )2z +1) 22+

22— 9 (x—=3)(x+3) x+3°

222 —bx—3 . 2x+1 7
Donc lim ———— = = —.

z—3 2 -9 :1:%3 T+ 3 6
La fonction sinus est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction cosinus , donc

sin . sinxz —sin0

lim = lim ———— = cos0 = 1.
z—0 X z—0 xr —

1 3z — 5 3z —5H
- Z e - Z
4 +sinx 5 4 +sinx

Pour tout z € R, sinx < 1, donc 4+sinz < 5 donc

1
5
-5 3r—5H
Or lim 5 = +00, donc lim T 400
z—+00 z—+o00 4 + sinx
Pour tout € R,cosz < 1, donc 2> —5cosx > 2% — 5, or lim 2? —5 = 400, donc
lim 2® — 5cosx = +o0.
4 Asymptotes obliques
(a) Pour tout x € R — {-2,2},
203 — 2% — 8 +7— (22 — 1)(2* — 4) 3
— (22 —1)= = :
fl) — (20 1) . Ny
lirf (22—4) = +00, donc lirf (f(x)—(2x—1)) = 0 et la droite (A) d’équation
y = 2x — 1 est asymptote a la courbe en +oo.
(b) Jétudie le signe de f(z) — (22 —1)) = 23 1
x‘ J—

2% — 4 est un trindme du second degré dont les racines sont —2 et 2.
Donc :

. est positif et la courbe est au dessus de son asymptote sur

|~ o1 —2[UJ2: o]
3

1 est négatif et la courbe est en dessous de son asymptote sur | — 2;2].

[
22—
(Les intervalles sont ouverts, car ce sont des valeurs qui annulent le dénomina-

teur.)
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b 2 2+ (2a + b)w + 2b
2. (a) Pour tout x # —2, ax+b+ c _ (ax+b)(z+ )*C:CUC + (2a + b)x + +c.

r+2 x+2 r+ 2
2
—r—3
J’identifie les ceefficients du numérateur avec ceux de %, ce qui donne :
a=1 a=1 3
20+b=-1 & b:—3,doncf(x):x—3+—2.
24 ¢ = —3 c=3 T
(b) f(x) =z—3+ g Ave lim i 0 donc (Cr) admet la droite d’équation
x T——00 I

Yy = x — 3 comme asymptote en —oo.
M 9) = VT dr— (1) — (Vo2 —4r — (v —2))(Va? -4+ (v —2))
3. f(z)—( 42)-« dv—(r-2) = VI — 4z + (z—2) a

Va?—4dz + (v —2)

4
Or lim v#?—4r= lim z\/1—-—=+occet lim (x—2)= +oo,
r— 400 r——+00 €T Tr—+00

—4
donc lim =0
v—too \/12 — dx + (x — 2)
Donc la droite d’équation y = = — 2 est bien asymptote a la courbe représentative
de f en 400

3+ 4 4

4
4. (a) Pour tout z € R*, g(x) = i + =t et xEIEooﬁ = 0, donc la droite

d’équation y = z est asymptote oblique en 400 a la courbe.

(b) L’écart entre deux courbes est donnée par la valeur absolue de la différence,
donc je résous

|f(z) —2] < 1072
4 -9
& — < 10
x
4 -2
& — < 10
x
& 22 > 400
& r € ]—o00;—20]U[20;+o0l.
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