Exercices

CHAPITRE 1 : Limites de suites

Fiche 3

Pour s’entrainer séance Labomep démontrer seuil et limites
Manuel page 129 capacité 1 et capacité 2 page 131 capacités 3 et 4 page 133 capacité 5

Exercice 1:
Soit (uy,) la suite définie sur N par u,, = n* — 4
1. Pourtoutréel A > 0, déterminer le plus petit
entier n, tel que pour toutn = ny, u, > 4
2. En déduire la limite de la suite(u,)

SoitAunréel,A >0

u, >Aen*—4>A
on*>A+4
eon>vVvA+4

On pose n, =E(\/A+4)+1

Alors pour tout entiern = ngy, u, > A

Par définition de la limite d’une suite on a :
lim u, = +o

n—-+oo

Exercice 2 :
Soit (uy) la suite définie sur N par uy = —1
pourtoutn € N, u,,,; =3u, +1
1. Conjecture a la calculatrice la limite de la suite
(Un)
2. Ecrire un programme Python donnant le plus
petit entier naturel n tel que u,, < —10 000
3. Déterminer cet entier.
La table de la calculatrice permet de conjecturer que

lim u, = —

n—+oo

n=0

u=-1

while ux>=-10000:
u=3*u+l
n=n+l

print (n)

Le plus petit entier tel que u,, < —10000 est
no - 10

Exercice 3 :

Déterminer la limite des suites suivantes quand n
tend vers +co.

a)u, =n’+n-5

b) v, = n*Vn + 2

Exercice 4 : Déterminer les limites suivantes

c)Wn_-2n+5
lim n? =40 lim n =+ lim —5=-5
n—-+oo n—-+oo n—-+oo
Par addition 1ir11 (n*+n—-5) =+
n—->4+0oo
lim n*=40o lim Vn=+c lim 2=2
n-+o n—+o0o n—-+o
Par produit lim (n*Vn) = +o
n—+oo
Par somme lim (nzﬁ + 2) = 4+
n—+oo
lim 2n =40 lim —5=-5
n—+o0o n—+o
Donc lim 2n—5= 400
n—+oo
Par quotient . ( 1 )
lim =0
nl+m 2n—>5
Par produit lim (w,) =0
n—+oo

l (1 10) I (1><1)
nlg; n? nERm Vn o n
3 249
lim | — lim {—
n—-+co n-+o
14—5 —3'F£§
1 im —10 = —
lim — = 0 ngqb> 10 10
n-+oon
1
Par somme lim (_2_ 10) — _10
n-+c \n
li ! =0 li ! =0
ot nosdeo 11
i 1 1
Par produit lim (_ » _) —0
n—+oo n n
1 1
lim — =0 lim (1+—)=1
n-+oon n—-+oo n
Par quotient ( 1
lim | —= | =1
n—-+oo 1
1+
Par produit ( 3
lim | —— | =3
n—-+oo 1
14—




5
lim —=0 lim <—+9)=9
n—->+oon n—-+o \n
1 . 1
lim - =0 lim (—3+—2)=—3
n-o+oon n—+oo n
i 5
Par quotient 249 9
lim =—=-3
noteo | g +% -3
Exercice 5: Exercice 6 :
Pour chaque suite suivante, montrer que I'on a une | Déterminer la limite des suites
forme indéterminée et lever I'indétermination a a) u, = 1
I'aide d’une factorisation sn—2 . .
a)u, = —n3+2n? vn e N 3L n(3+3) =3t
" 5n-2 n(S—E) 5-2
lim —n3 = —o0 lim 2n? = 4+ n n
n-o+oo n—+oo . 1 . 1 . 2
lim ==0  lim <3+—>=3 lim (5——)=5
n-+oon n—-+oo n n—-+oo n
Donc on a une forme indéterminée du type
« —00 + oo »
vn €N, —n3 +2n? = nz(—n + 2) Par quotient I 3n+1 B 3
nl—i>r4¥1w nz =t nl—i>rlloo(_n T 2) =7 nl’rpoo 5n—2 N 5
b) v, = 2_nz
Par produit lim (—n3+ 2n?) = - . o :
note vn = 2, =— = —
1’ (1) n(pm1)
b)v, =n*—3n+1 1 1
lim —2:0 lim <—2—1>:—1
n-+oon n-+o \n
lim n® = +o lim (=3n+1) = —o0
n-+oo n—-+oo
o - P [ . 1
Donc on a une forme indéterminée du type ar produit lim n <—2 — 1) = —0
« 0O — OO » noee n
vn € N,n?>—3n+1 =n? (1—§+iz) Par quotient 2
-3 v lim - —0
lim — =0 lim — =0 re\n (- 1)
n—-+o N n-+oon n
p . 3 1 _ 3n+vn
orsomme (123 D)oy famsRg
n—+o n n
e n A n(3+7") B 3+%H
) - - 3
Par produit lim v, = +o i3 onf2+3) 24y
n-+oo 1 3
lim (3+—>=3 lim <2+—>=2
n—+oo \/ﬁ n—+oo n

Par quotient

lim wn = E

n—+oo




Exercice 7 :

Soit (u,) la suite définie, pour tout n € N par

u, =v3in+1

a) Montrer que pour toutn € N, u,, > vn
Pourtoutentiern eN, 3n+1=n+2n+1
Donc3n+1>n

Doncv3n + 1 > +/n car la fonction racine carrée
est strictement croissante sur [0; +oo[

Exercice 8 :

Soit (uy,) la suite définie, pour tout n € N par
U, =Mm+1??+(-D"*xn

a) Montrer que pour tout n € N, u,, > n*

Pour tout entiern € N,

U, =n*+2n+1+(-D"xn

u, =n’+1+nR2-(FDM et2—-(-1)">0
donc u,, > n*

w, >Vn b). En dezzdglre la limite de la suite(u,)
b) En déduire la limite de la suite(u,) nl_lffmn =t

lim Vn = 4o Donc d’apreés le théoreme de comparaison
n—-+oo : _
Donc d’aprés le théoreme de comparaison nlirfoo Un =+

lim u, = +o
n—+oo
Exercice 9 : Exercice 10 :
Soit (u,) une suite telle que, pour tout n € N par Soit (uy,) la suite définie, pour tout n € N par
2—i<u, <2+— u, = —n — sin(n)

n

n+1
En utilisant le théoréme des gendarmes, déterminer

la limite de la suite (u,)

a) Montrer que pourtoutn € N, u, < -—n+1
Pour tout entiern € N,

—1 <sin(n) < 1ldonc—1< —sin(n) <1
—1-n<-n-sinn)<1-n

1 4
lirP (2——)=2 1irI1 (2+ +1>=2 u, <-n+1
" n " " b) En déduire la limite de la suite(u,)
Donc d’aprés le théoreme des gendarmes nlirpw —nt+l=-c
lim u, =2 Donc d’apres le théoreme de comparaison
e lim u, = —o
n—+4+oo
Exercice 11 : Exercice 12 :
Soit (v,,) la suite définie, pour tout n € N* par Soit (w,,) la suite définie, pour tout n € N* par
_ sin(n) _ (-
Up =—=5+—— Wn—4+ﬁ

Déterminer la limite de la suite (v,,)
Pour tout entiern € N*,
—1<sin(n) <1

—1 sin(n 1
-1 _sin(m _1
n n n

- 1
—5+—<v, <-5+-
n n

lim

1 1
lim (—5 ——) - _s (—5 +—) = _s
n—-+oo n n—-+oo n

Donc d’apres le théoreme des gendarmes

Déterminer la limite de la suite (w;,)
Pour tout entier n € N¥,

—-1<(-D"<1
-1 —1)" 1
Vi Wn T n
-1 1
44+ —<w,<4+—
n " Vn

Donc d’aprés le théoreme des gendarmes

lim v, = -5
n—-+oo hm Wn = 4‘
n—+oo
N°35 p 140 N°66 p 143

35 Soit (w,) la suite définie pour tout entier naturel n par :

w,=-n?+6cos n.
1. a. Donner un encadrement de cos(n).
b. En déduire que, pour tout entier n, w, < —n*>+6
2. En déduire |a limite de la suite (w).

a) Pourtoutn €N, —1 < cos(n) <1

b) Pourtoutn €N, —6 < 6cos(n) <6
—n?—6<-n?+6cos(n) <6—n?

66 1.Soit (u,) une suite qui vérifie u, = 3n% - 1 pour tout
entier naturel n. Déterminer la limite de la suite (u,).
2. Soit (u,) une suite telle que u, < -5n pour tout entier
naturel .
Déterminer la limite de la suite (u,).

3.Soit (1,) une suite telle que 1< u, < 2 pourtoutn = 1.
n n

Déterminer la limite de la suite (x,).




lim —n?4+6=—-w

n—-+oo

Donc d’apres le théoreme de comparaison
lim w, = —o

n—-+oo

1. Par comparaison, lim u, = +oo.
n—++oo

2, Par comparaison, lim u, = —oo.
-+

3. D’apres le theoreme des gendarmes, lirP u, =0.
=400







