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De la Sup vers la Spé
Exercice 1

Résoudre les équations différentielles suivantes :
(1) y1 ` y “ 1

1`ex sur R ;
(2) p1 ` xqy1 ` y “ 1 ` lnp1 ` xq sur s ´ 1, `8r ;
(3) y1 ´

y
x “ x2 sur s0, `8r ;

(4) y1 ´ 2xy “ ´p2x ´ 1qex sur R ;
(5) y1 ´ 2

t y “ t2 sur s0, `8r ;

Exercice 2

(1) Déterminer les fonctions f : R Ñ R dérivables et telles que

@x P R, f 1pxq ` fpxq “ fp0q ` fp1q.

(2) Déterminer les fonctions f : R Ñ R dérivables et telles que

@x P R, f 1pxq ` fpxq “

ż 1

0
fptqdt.

Exercice 3

Soit f : ra, bs Ñ R dérivable. On suppose que fpaq “ fpbq “ 0 et que f 1paq ą 0, f 1pbq ą 0.
Démontrer qu’il existe c Psa, br tel que fpcq “ 0.

Exercice 4

Soit f, g : ra, bs Ñ R deux fonctions continues sur ra, bs et dérivables sur sa, br. On suppose que
g1pxq ‰ 0 pour tout x Psa, br.

(1) Démontrer que, pour tout x P ra, br, gpxq ‰ gpbq.
(2) On fixe t P ra, br, on pose p “

fptq´fpbq

gptq´gpbq
et on considère la fonction h définie sur ra, bs par

hpxq “ fpxq ´ pgpxq. Vérifier que hpbq “ hptq et en déduire qu’il existe un nombre réel cptq Pst, br

tel que
fptq ´ fpbq

gptq ´ gpbq
“

f 1pcptqq

g1pcptqq
.

(3) On suppose qu’il existe un nombre réel ℓ tel que limxÑb´
f 1pxq

g1pxq
“ ℓ. Démontrer que

lim
tÑb´

fptq ´ fpbq

gptq ´ gpbq
“ ℓ.

(4) Application : déterminer limxÑ0´
cospxq´ex

px`1qex´1 .

Exercice 5

Le but de l’exercice est de résoudre l’équation 2k “ a2 ` b2, avec k P N, a, b P N˚.
(1) Démontrer que si N, a et b sont des entiers tels que N “ a2 ` b2 et N est un multiple de 4, alors

a et b sont pairs.
(2) En déduire que l’équation 22n “ a2 ` b2, n P N, a, b P N˚ n’admet pas de solutions.
(3) Démontrer que l’équation 22n`1 “ a2 ` b2, n P N, a, b P N˚ admet une unique solution que l’on

précisera.
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Exercice 6

Soit a, b ě 2 deux entiers premiers entre eux. Démontrer que lnpaq{ lnpbq est irrationnel.

Exercice 7

Soit pG, ¨q un groupe. Démontrer que les parties suivantes sont des sous-groupes de G :
(1) CpGq “ tx P G; @y P G, xy “ yxu (CpGq s’appelle le centre de G) ;
(2) aHa´1 “ taha´1; h P Hu où a P G et H est un sous-groupe de G.
(3) On suppose de plus que G est commutatif. On dit que x est un élément de torsion de G s’il

existe n P N˚ tel que xn “ e. Démontrer que l’ensemble des éléments de torsion de G est un
sous-groupe de G.

Exercice 8

Soit G un groupe et H, K deux sous-groupes de G. Démontrer que H Y K est un sous-groupe de
G si et seulement si H Ă K ou K Ă H.

Exercice 9

Soit n P N˚ et P P CnrXs. On note, pour p ă n, up la somme des racines de P ppq. Démontrer que
u0, . . . , un´1 forme une progression arithmétique.

Exercice 10

Soit P P RrXs non constant tel que P pxq ě 0 pour tout réel x.
(1) Montrer que le coefficient dominant de P est positif et que les racines réelles de P sont de

multiplicité paire.
(2) Montrer qu’il existe un polynôme C P CrXs tel que P “ CC.
(3) En déduire qu’il existe A et B dans RrXs tels que P “ A2 ` B2.

Exercice 11

Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles suivantes :

1.
Xm

pX ´ 1qn
2.

1
XpX ` 1q ¨ ¨ ¨ pX ` nq

Exercice 12

Soit P P CnrXs admettant n racines simples α1, . . . , αn. Soient A1, . . . , An les points du plan
complexe d’affixe respectives α1, . . . , αn.

(1) Décomposer la fraction rationnelle P 1{P en éléments simples.
(2) Soit β une racine de P 1, et soit B son image dans le plan complexe. Déduire de la question

précédente que
n

ÿ

j“1

1
β ´ αj

“ 0.

(3) En déduire que B est un barycentre de la famille de points pA1, . . . , Anq, avec des coefficients
positifs. Interpréter géométriquement cette propriété.

Exercice 13

Soient f et g deux fonctions définies au voisinage d’un réel a ou de a “ ˘8. Montrer que ef „a

eg ðñ limapf ´ gq “ 0. A-t-on f „a g ùñ ef „a eg ?
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Exercice 14

Soient punq et pvnq deux suites réelles positives telles que un „`8 vn. On pose

Un “

n
ÿ

k“1
uk et Vn “

n
ÿ

k“1
vk,

et on suppose de plus que Vn Ñ `8. Démontrer que Un „`8 Vn.

Exercice 15

Calculer les développements limités suivants :

1. ln
ˆ

sin x

x

˙

à l’ordre 4 en 0 2. exppsin xq à l’ordre 4 en 0

3. pcos xqsin x à l’ordre 5 en 0 4. x
`

cosh x
˘

1
x à l’ordre 4 en 0.

Exercice 16

Soit f la fonction définie sur R˚
` par fpxq “ x sinh

` 1
x

˘

.
(1) Montrer que pour tout x ą 0, on a tanhpxq ă x.
(2) En déduire le tableau de variations de f . On précisera les limites aux bornes.
(3) Donner le développement limité à l’ordre 2 en 0 de u ÞÑ sinh u

u .

(4) En déduire que f admet au voisinage de `8 un développement asymptotique de la forme

fpxq “ a0 `
a1
x

`
a2
x2 ` o

ˆ

1
x2

˙

,

où a0, a1, a2 sont des réels que l’on précisera.
(5) Montrer que pour tout n P N˚, l’équation fpxq “ n`1

n admet une unique solution un ą 0.
(6) Montrer que la suite punq est croissante.
(7) Montrer que la suite punq tend vers `8 en `8.
(8) Déterminer un équivalent de punq quand n tend vers `8.

Exercice 17

(1) Démontrer que la fonction sin est lipschitzienne sur R.
(2) Soit f : ra, bs Ñ R continue. Démontrer que la fonction F : R Ñ R définie par

F pxq “

ż b

a
fptq sinpxtqdt

est lipschitzienne.

Exercice 18

Pour n P N, on définit In “
şπ{2
0 sinn xdx.

(1) Démontrer que, pour tout n P N, In “
şπ{2
0 cosn xdx.

(2) Démontrer que la suite pInq est décroissante.
(3) Etablir que, pour tout n P N, on a : pn ` 2qIn`2 “ pn ` 1qIn.
(4) Montrer que, pour tout p P N,

I2p “
p2pq!

22ppp!q2
π

2 et I2p`1 “
22ppp!q2

p2p ` 1q! .
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(5) Montrer que pn ` 1qIn`1In “ π
2 .

(6) Montrer que n ` 1
n ` 2 ď

In`1
In

ď 1 et en déduire que In`1 „`8 In.

(7) Montrer que In „`8

c

π

2n
.

Exercice 19

Soit α P R.
(1) Pour α ă 1, déterminer un équivalent de Sn “

řn
k“1

1
kα .

(2) Pour α “ 1, déterminer un équivalent de Sn “
řn

k“1
1

kα .

Exercice 20

On souhaite étudier, suivant la valeur de α, β P R, la convergence de la série de terme général

un “
1

nαpln nqβ
.

(1) Démontrer que la série converge si α ą 1.
(2) Traiter le cas α ă 1.
(3) On suppose que α “ 1. On pose Tn “

şn
2

dx
xpln xqβ .

(a) Montrer si β ď 0, alors la série de terme général un est divergente.
(b) Montrer que si β ą 1, alors la suite pTnq est bornée, alors que si β ď 1, la suite pTnq tend

vers `8.
(c) Conclure pour la série de terme général un, lorsque α “ 1.

Exercice 21

(1) Déterminer, pour α ą 1, un équivalent de Rn “
ř`8

k“n`1
1

kα .
(2) En déduire les valeurs de α P R pour lesquelles

ř`8
n“0

ř`8
k“n`1

1
kα converge.

(3) Retrouver ce résultat d’une autre façon, en démontrant de plus que pour ces valeurs de α,

`8
ÿ

n“0

`8
ÿ

k“n`1

1
kα

“
ÿ

pě1

1
pα´1 .

Exercice 22

Pour n ě 0, on pose wn “ 2´n
řn

k“0
4k

k! .
(1) Montrer que la série de terme général wn converge.
(2) Calculer sa somme en utilisant le produit d’une série géométrique par une autre série classique.

Exercice 23

Soit E l’espace vectoriel des fonctions de R dans R, F le sous-espace vectoriel des fonctions pério-
diques de période 1 et G le sous-espace vectoriel des fonctions f telles que lim`8 f “ 0. Démontrer
que F X G “ t0u. Est-ce que F et G sont supplémentaires ?

Exercice 24

Soit E un espace vectoriel dans lequel tout sous-espace vectoriel admet un supplémentaire. Soit
F un sous-espace vectoriel propre de E (c’est-à-dire que F ‰ t0u et que F ‰ E). Démontrer que F
admet au moins deux supplémentaires distincts.
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Exercice 25

Soit E “ Cn´1rXs et soit α1, . . . , αn des nombres complexes deux à deux distincts. On pose, pour
k “ 1, . . . , n,

Lk “

śn
i“1
i‰k

pX ´ αiq

śn
i“1
i‰k

pαk ´ αiq
.

Démontrer que pLkqk“1,...,n est une base de E. Déterminer les coordonnées d’un élément P P E dans
cette base.

Exercice 26

Pour 0 ď k ď n, on note PkpXq “ Xkp1 ´ Xqn´k. Démontrer que la famille pP0, . . . , Pnq forme une
base de RnrXs.

Exercice 27

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, F et G deux sevs de E. Montrer que deux quelconques
des trois propriétés suivantes entraînent la troisième :

(1) F X G “ t0u ;
(2) F ` G “ E ;
(3) dimpF q ` dimpGq “ dimpEq.

Exercice 28

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n ě 1 et soit S l’ensemble des sous-espaces vectoriels
de E. Soit d : S Ñ N vérifiant les propriétés suivantes :

– Si F, F 1 P S sont tels que F X F 1 “ t0u, alors dpF ` F 1q “ dpF q ` dpF 1q ;
– dpEq “ n.

(1) Soient F, G P S avec dimpF q “ dimpGq “ 1. Démontrer que dpF q “ dpGq.
(2) En déduire que, pour tout F P S, dpF q “ dimpF q.

Exercice 29

Soit f P LpEq tel qu’il existe n ě 1 vérifiant fn “ 0 et fn´1 ‰ 0. Démontrer qu’il existe x P E tel
que la famille px, fpxq, . . . , fn´1pxqq soit libre.

Exercice 30

Soit E un espace vectoriel et f P LpEq tel que, pour tout x P E, la famille px, fpxqq est liée.
(1) Démontrer que pour tout x P E, x ‰ 0, il existe un scalaire λx tel que fpxq “ λxx.
(2) Soit x, y P Ezt0u.

(a) Comparer λx et λy lorsque px, yq est liée.
(b) Comparer λx et λy lorsque px, yq est libre.

(3) En déduire que f est une homothétie.

Exercice 31

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et soit f P LpEq.
(1) Soit k ě 1. Démontrer que kerpfkq Ă kerpfk`1q et Impfk`1q Ă Impfkq.

(2) (a) Démontrer que si kerpfkq “ kerpfk`1q, alors kerpfk`1q “ kerpfk`2q.
(b) Démontrer qu’il existe p P N tel que

– si k ă p, alors kerpfkq ‰ kerpfk`1q ;
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– si k ě p, alors kerpfkq “ kerpfk`1q.
(c) Démontrer que p ď n ;

(3) Démontrer que si k ă p, alors Impfkq ‰ Impfk`1q et si k ě p, alors Impfkq “ Impfk`1q.
(4) Démontrer que kerpfpq et Impfpq sont supplémentaires.
(5) Démontrer qu’il existe deux sous-espaces F et G de E tels que F et G sont supplémentaires, f|F

est nilpotent et f|G induit un automorphisme de G.
(6) Soit dk “ dim

`

Impfkq
˘

. Montrer que la suite pdk ´ dk`1q est décroissante.

Exercice 32

Soient, dans R3, P le plan d’équation z “ x ´ y et D la droite d’équation x “ ´y “ z. Trouver la
matrice dans la base canonique de R3 de la projection p de R3 sur P parallèlement à D.

Exercice 33

Prouver qu’une matrice A de Mn,ppKq de rang r s’écrit comme somme de r matrices de rang 1.

Exercice 34

Montrer qu’une matrice de MnpKq qui n’est pas inversible est équivalente à une matrice nilpotente.

Exercice 35

(1) Soit E un espace vectoriel et f P LpEq. Montrer que f est une homothétie si et seulement si,
pour tout x P E, la famille px, fpxqq est liée.

(2) Soit M P MnpKq de trace nulle. Montrer que M est semblable à une matrice n’ayant que des
zéros sur la diagonale.

Exercice 36

Soient A, B P MnpRq.
(1) On suppose que trpAAT q “ 0. Que dire de la matrice A ?
(2) On suppose que, pour tout X P MnpRq, on a trpAXq “ trpBXq. Démontrer que A “ B.

Exercice 37

Pour n ě 1, on note An l’ensemble des éléments de Sn de signature égale à 1. An est appelé le
groupe alterné d’indice n.

(1) Démontrer que An est un sous-groupe de Sn.
(2) Énumérer tous les éléments de A3, de A4.
(3) On suppose désormais que n ě 2 et on fixe τ une transposition de Sn. Démontrer que ϕ : Sn Ñ

Sn, σ ÞÑ σ ˝ τ est une bijection. En déduire le cardinal de An.

Exercice 38

Soient a0, . . . , an´1 n nombres complexes et soit

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 . . . . . . 0 a0

1
. . .

... a1

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0

...
0 . . . 0 1 an´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.
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Calculer detpA ´ xInq.

Exercice 39

Démontrer que pour tous x1, . . . , xn P R,

˜

n
ÿ

k“1

xk

2k

¸2

ď
1
3

n
ÿ

k“1
x2

k.

Exercice 40

Soient x1, . . . , xn P R.
(1) Démontrer que

˜

n
ÿ

k“1
xk

¸2

ď n
n

ÿ

k“1
x2

k

et étudier les cas d’égalité.
(2) On suppose en outre que xk ą 0 pour chaque k P t1, . . . , nu. Démontrer que

˜

n
ÿ

k“1
xk

¸ ˜

n
ÿ

k“1

1
xk

¸

ě n2

et étudier les cas d’égalité.

Exercice 41

On considère E “ Cpr0, 1s,Rq muni du produit scalaire pf, gq “
ş1
0 fptqgptqdt. Soit F “ tf P

E, fp0q “ 0u. Montrer que F K “ t0u. En déduire que F n’admet pas de supplémentaire orthogonal.

Exercice 42

Soit n et p deux entiers naturels avec p ď n. On munit Rn du produit scalaire canonique et on
identifie Rn avec Mn,1pRq. On considère une matrice A P Mn,ppRq de rang p et B P Mn,1pRq.

(1) Démontrer qu’il existe une unique matrice X0 de Mp,1pRq telle que

}AX0 ´ B} “ inft}AX ´ B}; X P Mp,1pRqu.

(2) Montrer que X0 est l’unique solution de

AT AX “ AT B.

(3) Application : déterminer

inftpx ` y ´ 1q2 ` px ´ yq2 ` p2x ` y ` 2q2; px, yq P R2u.

Exercice 43

Soit E un espace préhilbertien. Pour x1, . . . , xp des vecteurs de E, on appelle matrice de Gram la
matrice de MppRq définie par pxxi, xjyqi,j . On appelle déterminant de Gram des vecteurs x1, . . . , xp,
et on note Gpx1, . . . , xpq, le déterminant de cette matrice.

(1) Démontrer que px1, . . . , xpq est une famille libre si et seulement si Gpx1, . . . , xpq ‰ 0.
(2) On suppose désormais que px1, . . . , xpq est une famille libre, et on note F “ vectpx1, . . . , xpq.

Soit également x P E. Démontrer que

dpx, F q2 “
Gpx, x1, . . . , xpq

Gpx1, . . . , xpq
.
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Exercice 44

Soit 1 ď p ď n. On considère n boules et deux boîtes A et B. Un échantillon est constitué d’une
boule dans la boîte A et de p ´ 1 boules dans la boîte B. En dénombrant de deux façons différentes
ces échantillons, établir la formule

n

ˆ

n ´ 1
p ´ 1

˙

“ p

ˆ

n

p

˙

.

Retrouver cette formule par le calcul.

Exercice 45

Démontrer par un dénombrement que, pour n ě 1, on a :
ˆ

2n

n

˙

“

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙2
.

Exercice 46

Soit n, p des entiers naturels avec n ě p. Démontrer par dénombrement que
n

ÿ

k“p

ˆ

k

p

˙

“

ˆ

n ` 1
p ` 1

˙

.

Exercice 47

Soit n ą 1 un entier fixé. On choisit de manière équiprobable un entier x dans t1, . . . , nu. Pour
tout entier m ď n, on note Am l’événement "m divise x". On note également B l’événement "x est
premier avec n". Enfin, on note p1, . . . , pr les diviseurs premiers de n.

(1) Exprimer B en fonction des Apk
.

(2) Pour tout entier naturel m qui divise n, calculer la probabilité de Am.
(3) Montrer que les événements Ap1 , . . . , Apr sont mutuellement indépendants.
(4) En déduire la probabilité de B.
(5) Application : on note ϕpnq le nombre d’entiers compris entre 1 et n qui sont premiers avec n.

Démontrer que

ϕpnq “ n
r

ź

k“1

ˆ

1 ´
1
pk

˙

.

Exercice 48

Soient pΩ, F ,Pq un espace probabilisé, et A1, . . . , An des événements. Démontrer que

PpA1 X ¨ ¨ ¨ X Anq ě

˜

n
ÿ

i“1
PpAiq

¸

´ pn ´ 1q.

Exercice 49

Soit X1, . . . , Xn des variables aléatoires définies sur un même espace probabilisé fini, indépendantes,
et suivant une loi uniforme sur t1, . . . , nu. On note M “ minpX1, . . . , Xnq.

(1) Pour k P t1, . . . , nu, déterminer P pM ě kq.
(2) En déduire la loi de M .
(3) Soit A l’événement : "il existe i P t1, . . . , nu tel que Xi “ 1". Démontrer que P pAq ě 1 ´ 1

e .
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Exercice 50

Soit X une variable aléatoire prenant ses valeurs dans t0, 1, . . . , Nu. Démontrer que

EpXq “

N´1
ÿ

n“0
P pX ą nq.

Exercice 51

Soit n ě 2. On considère deux variables aléatoires indépendantes X1 et X2, définies sur le même
espace probabilisé pΩ, B, P q, et suivant la loi uniforme discrète sur t1, 2, . . . , nu. On considère a un
entier de t1, 2, . . . , nu, et Y la variable aléatoire définie par :

@ω P Ω, Y pωq “

"

X1pωq si X2pωq ď a
X2pωq si X2pωq ą a.

(1) Déterminer la loi de Y (vérifier que l’on obtient bien une loi de probabilité).
(2) Calculer l’espérance de Y et la comparer à l’espérance de X1.
(3) Pour quelles valeurs de a cette espérance est-elle maximale ?

Exercice 52

Soit X une variable aléatoire discrète finie prenant la valeur xi avec probabilité pi, pour i “ 1, . . . , n.
On définit l’entropie de X par :

HpXq “ ´

n
ÿ

i“1
pi lnppiq

avec la convention x ln x “ 0 si x “ 0 (ce qui correspond au prolongement par continuité en 0 de la
fonction x ÞÑ x ln x).

(1) Démontrer que HpXq ě 0.
(2) Démontrer que HpXq “ 0 si et seulement si X est presque sûrement constante, c’est-à-dire s’il

existe i P t1, . . . , nu tel que pi “ 1.
(3) Vérifier que, pour tout k “ 1, . . . , n, on a

p´npkq lnpnpkq ď 1 ´ npk

avec égalité si et seulement si npk “ 1.
(4) En déduire que HpXq ď ln n.
(5) Démontrer que HpXq “ ln n si et seulement si X est équidistribuée, ie si pi “ 1{n pour tout

i “ 1, . . . , n.

Exercice 53

Pour X une variable aléatoire à valeurs dans t0, . . . , nu, on appelle fonction génératrice la fonction
de R dans R définie par

GXpxq “

n
ÿ

k“0
pkxk

où pk “ P pX “ kq.
(1) Déterminer la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de para-

mètre p ; une loi binomiale de paramètres n et p.
(2) Démontrer que deux variables aléatoires discrètes finies X et Y ont même loi si et seulement si

GX “ GY .
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(3) Montrer que EpXq “ G1
Xp1q et V pXq “ G2

Xp1q ` G1
Xp1q ´

`

G1
Xp1q

˘2
. Retrouver l’espérance et

la variance d’une variable aléatoire suivant une loi binomiale.
(4) Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires discrètes finies indépendantes, alors GX`Y “

GXGY . Retrouver alors la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant une loi binomiale.
(5) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois binomiales respectives

Bpn, pq et Bpm, pq. Quelle est la loi de Z “ X ` Y ?

Exercice 54

Soit X une variable aléatoire réelle et a ą 0.
(1) Démontrer que, pour tout t ě 0, P

`

X ´ EpXq ě a
˘

ď
t2`V pXq

pa`tq2 .

(2) En déduire que P
`

X ´ EpXq ě a
˘

ď
V pXq

V pXq`a2 .

(3) Démontrer l’inégalité de Cantelli : P
`

|X ´ EpXq| ě a
˘

ď
2V pXq

V pXq`a2 . Comparer avec l’inégalité de
Tchebychev.
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