DE LA SUP VERS LA SPE

EXERCICE 1

Résoudre les équations différentielles suivantes :
(1) ¥ +y = o sur R;

(2) (1+a;)y +y=1+In(l+2x)sur]|—1,+00[;
(3) ¥ — £ = 2% sur )0, +o0 ;

4) v — = —(2z — 1)e” sur R;

(5) v — 2y =12 sur |0, +oo[ ;

8 \

EXERCICE 2

(1) Déterminer les fonctions f: R — R dérivables et telles que
Vo eR, f'(x) + f(x) = f(0) + f(1).

(2) Déterminer les fonctions f: R — R dérivables et telles que

VreR, f(z jf

EXERCICE 3

Soit f : [a,b] — R dérivable. On suppose que f(a) = f(b) = 0 et que f'(a) > 0, f'(b) > 0.
Démontrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que f(c) = 0.

EXERCICE 4

Soit f, g : [a,b] — R deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur Ja,b[. On suppose que
g (z) # 0 pour tout z €a, bl.

(1) Démontrer que, pour tout z € [a,b[, g(z) # g(b).
f)—

(2) On fixe t € [a,b], on pose p = 5= ﬁb)

h(z) = f(z) —pg(x). Vérifier que h(b)

t

p et on considére la fonction h définie sur [a,b] par
h(t) et en déduire qu’il existe un nombre réel c(t) €]t, b[

tel que
ft) = f(0) _ fle(®)
9(t) —g(b)  ¢'(c(t))
(3) On suppose qu'il existe un nombre réel ¢ tel que lim,_,;- g :gg = (. Démontrer que
i SO 00,
t—b— g(t) — g(b)
(4) Application : déterminer lim,_,,- (C;Sr(lx)%

EXERCICE 5

Le but de Iexercice est de résoudre ’équation 28 = a2 + b2, avec k € N, a,b e N*.

(1) Démontrer que si N, a et b sont des entiers tels que N = a? + b2 et N est un multiple de 4, alors
a et b sont pairs.

(2) En déduire que I’équation 22" = a? + b?, n € N, a,b € N* n’admet pas de solutions.

22n+1

(3) Démontrer que 1’équation =a’>+ 1%, neN, a,be N* admet une unique solution que ’on

précisera.
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EXERCICE 6

Soit a,b > 2 deux entiers premiers entre eux. Démontrer que In(a)/In(b) est irrationnel.

EXERCICE 7
Soit (G, -) un groupe. Démontrer que les parties suivantes sont des sous-groupes de G :
(1) C(G) ={zx e G; Yy e G,zy = yz} (C(G) s’appelle le centre de G);
(2) aHa™' = {aha™'; he H} ot a € G et H est un sous-groupe de G.

(3) On suppose de plus que G est commutatif. On dit que x est un élément de torsion de G s’il
existe n € N* tel que 2™ = e. Démontrer que '’ensemble des éléments de torsion de G est un
sous-groupe de G.

EXERCICE 8

Soit G un groupe et H, K deux sous-groupes de G. Démontrer que H U K est un sous-groupe de
G si et seulement si H ¢ K ou K < H.

EXERCICE 9

Soit n € N* et P € C,[X]. On note, pour p < n, u, la somme des racines de P®) . Démontrer que
ug, - - - , Up—1 forme une progression arithmétique.
EXERCICE 10

Soit P € R[X] non constant tel que P(x) = 0 pour tout réel x.

(1) Montrer que le coefficient dominant de P est positif et que les racines réelles de P sont de
multiplicité paire.

(2) Montrer qu’il existe un polynéme C' € C[X] tel que P = CC.
(3) En déduire qu’il existe A et B dans R[X] tels que P = A% + B2,

EXERCICE 11

Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles suivantes :

1 X" 2 L
(X =1)n XX +1)-- (X +n)
EXERCICE 12
Soit P € C,[X] admettant n racines simples ai,...,a,. Soient Ay,..., A, les points du plan
complexe d’affixe respectives aq, ..., q,.

(1) Décomposer la fraction rationnelle P’/P en éléments simples.

(2) Soit 8 une racine de P’, et soit B son image dans le plan complexe. Déduire de la question
précédente que

n
1
> = 0.
P
(3) En déduire que B est un barycentre de la famille de points (A1,..., A,), avec des coefficients

positifs. Interpréter géométriquement cette propriété.

EXERCICE 13

Soient f et g deux fonctions définies au voisinage d’un réel a ou de a = +00. Montrer que ef ~,
ed = limy(f —¢g) =0. A-t-on f ~, g = ef ~ €97
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EXERCICE 14
Soient (uy) et (vy,) deux suites réelles positives telles que uy, ~4q v,. On pose
n n
U, = ZuketVn:ka,
k=1 k=1
et on suppose de plus que V,, — +00. Démontrer que U,, ~1o Vp.

EXERCICE 15

Calculer les développements limités suivants :

1. In <Smx> alordre4en 0 2. exp(sinz) a l'ordre 4 en 0
x

3. (cos )% & Pordre 5 en 0 4. z(coshz)® & l'ordre 4 en 0.

EXERCICE 16
Soit f la fonction définie sur R% par f(z) = xsinh (1).

) Montrer que pour tout z > 0, on a tanh(z) < x.

—_

2) En déduire le tableau de variations de f. On précisera les limites aux bornes.

sinh u
“u

~—~ o~ —~~
w

)
) Donner le développement limité a l’ordre 2 en 0 de u +—
)

En déduire que f admet au voisinage de +00 un développement asymptotique de la forme
f@) = an+ L4 2o
r)=a+—+ 5 +ol|—
07 2 T a2 22 )’

ou ag, a1, as sont des réels que 'on précisera.

Montrer que pour tout n € N*, ’équation f(x) = ”TH admet une unique solution u,, > 0.
Montrer que la suite (u,) est croissante.

Montrer que la suite (u,) tend vers +o0 en +00.

Déterminer un équivalent de (u,) quand n tend vers +oo.

EXERCICE 17

(1) Démontrer que la fonction sin est lipschitzienne sur R.

(2) Soit f: [a,b] — R continue. Démontrer que la fonction F': R — R définie par

b
Fz) - f F(1) sin(at)dt
est lipschitzienne.

EXERCICE 18
Pour n € N, on définit I,, = SS/Q sin” xdzx.
(1) Démontrer que, pour tout n € N, I, = Sg/2 cos” xdx.
(2) Démontrer que la suite (I,,) est décroissante.
(3) Etablir que, pour tout ne N, on a : (n+2)l,42 = (n + 1)I,.
(4)

4) Montrer que, pour tout p € N,

2% (p!)?
(2p+ 1)1

2p)!
I2p:7( P) et Iopyr =
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(5) Montrer que (n + 1)L, 411, = 5.
n+1 < In—i—l

< 1 et en déduire que I,41 ~+4o0 I

6) Mont <

(6) ontrer que ——— T

(7) Montrer que I, ~ 4o T
2n

EXERCICE 19
Soit a € R.
(1) Pour o < 1, déterminer un équivalent de S, = >} 7.

(2) Pour a = 1, déterminer un équivalent de S,, = >,;/_; k%

EXERCICE 20
On souhaite étudier, suivant la valeur de «, 5 € R, la convergence de la série de terme général

1

tn = n*(Inn)8”

(1) Démontrer que la série converge si a > 1.
(2) Traiter le cas o < 1.
(3) On suppose que o = 1. On pose T, = §

x( ln x)
(a) Montrer si 8 < 0, alors la série de terme général u,, est divergente.

(b) Montrer que si 5 > 1, alors la suite (7},) est bornée, alors que si 5 < 1, la suite (7},) tend
vers +00.
(c¢) Conclure pour la série de terme général u,, lorsque o = 1.

EXERCICE 21
(1) Déterminer, pour o > 1, un équivalent de R, = >/ % | .

(2) En déduire les valeurs de a € R pour lesquelles 7% 3™ | 2 converge.

(3) Retrouver ce résultat d’une autre fagon, en démontrant de plus que pour ces valeurs de «,

+00 400
DD I
n=0k=n+1 p>1p

EXERCICE 22

k
Pour n > 0, on pose wy, = 27" 37 _ 4.

(1) Montrer que la série de terme général w,, converge.

(2) Calculer sa somme en utilisant le produit d’une série géométrique par une autre série classique.

EXERCICE 23

Soit E I’espace vectoriel des fonctions de R dans R, F' le sous-espace vectoriel des fonctions pério-
diques de période 1 et G le sous-espace vectoriel des fonctions f telles que lim, o, f = 0. Démontrer
que F' n G = {0}. Est-ce que F et G sont supplémentaires ?

EXERCICE 24

Soit E un espace vectoriel dans lequel tout sous-espace vectoriel admet un supplémentaire. Soit
F un sous-espace vectoriel propre de E (c’est-a-dire que F' # {0} et que F' # E). Démontrer que F
admet au moins deux supplémentaires distincts.
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EXERCICE 25

Soit E = C,,—1[X] et soit v, ..., a;, des nombres complexes deux a deux distincts. On pose, pour
k=1,...,n,
[[i=1(X —ai)
Ly = mi—.
[ i1 (o — o)
i#k

Démontrer que (Lg)k=1,..n est une base de E. Déterminer les coordonnées d’un élément P € E dans
cette base.

EXERCICE 26

Pour 0 < k < n, on note Py(X) = X*(1— X)"~*. Démontrer que la famille (P, ..., P,) forme une
base de R, [X].

EXERCICE 27

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sevs de E. Montrer que deux quelconques
des trois propriétés suivantes entrainent la troisieme :

(1) FnG={0};
(2) F+G=F,
(3) dim(F) + dim(G) = dim(E).

EXERCICE 28

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1 et soit S I’ensemble des sous-espaces vectoriels
de E. Soit d : § — N vérifiant les propriétés suivantes :

— Si F, F' € S sont tels que F' n F' = {0}, alors d(F + F') = d(F) + d(F');
— d(E) =n.
(1) Soient F,G € S avec dim(F') = dim(G) = 1. Démontrer que d(F') = d(G).
(2) En déduire que, pour tout F € S, d(F') = dim(F).

EXERCICE 29

Soit f € L(E) tel qu’il existe n > 1 vérifiant f* = 0 et f*~! # 0. Démontrer qu’il existe z € E tel
que la famille (x, f(z),..., f*~!(z)) soit libre.

EXERCICE 30

Soit F un espace vectoriel et f € L(E) tel que, pour tout = € E, la famille (z, f(z)) est liée.
(1) Démontrer que pour tout x € E, x # 0, il existe un scalaire \; tel que f(x) = A\ .
(2) Soit z,y € E\{0}.
(a) Comparer A, et A, lorsque (z,y) est liée.
(b) Comparer A, et A\, lorsque (x,y) est libre.
(3) En déduire que f est une homothétie.

EXERCICE 31
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et soit f € L(FE).
(1) Soit k > 1. Démontrer que ker(f*) < ker(f**1) et Im(f**1) c Im(f*).
(2) (a) Démontrer que si ker(f*) = ker(f**1), alors ker(f**!) = ker(f¥*2).
(b) Démontrer qu’il existe p € N tel que
— si k < p, alors ker(f*) # ker(f**+1);
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— si k = p, alors ker(f¥) = ker(f**1).
(c) Démontrer que p < n;
(3) Démontrer que si k < p, alors Im(f*) # Im(f**1) et si k > p, alors Im(f*) = Im(f*+1).
(4) Démontrer que ker(fP) et Im(fP) sont supplémentaires.

(5) Démontrer qu'il existe deux sous-espaces I et G de E tels que I' et G sont supplémentaires, f|p
est nilpotent et fi; induit un automorphisme de G.

(6) Soit dj, = dim (Im(f*)). Montrer que la suite (dy — dx+1) est décroissante.

EXERCICE 32

Soient, dans R3, P le plan d’équation z =  — y et D la droite d’équation z = —y = z. Trouver la
matrice dans la base canonique de R3 de la projection p de R? sur P parallélement & D.

EXERCICE 33

Prouver qu'une matrice A de M, ,(K) de rang r s’écrit comme somme de r matrices de rang 1.

EXERCICE 34

Montrer qu'une matrice de M., (K) qui n’est pas inversible est équivalente & une matrice nilpotente.

EXERCICE 35

(1) Soit E un espace vectoriel et f € L(E). Montrer que f est une homothétie si et seulement si,
pour tout z € E, la famille (x, f(z)) est liée.

(2) Soit M € M,(K) de trace nulle. Montrer que M est semblable & une matrice n’ayant que des
zéros sur la diagonale.

EXERCICE 36
Soient A, B € M, (R).
(1) On suppose que tr(AAT) = 0. Que dire de la matrice A?
(2) On suppose que, pour tout X € M, (R), on a tr(AX) = tr(BX). Démontrer que A = B.

EXERCICE 37

Pour n > 1, on note A, I'ensemble des éléments de S,, de signature égale a 1. A, est appelé le
groupe alterné d’indice n.

(1) Démontrer que A,, est un sous-groupe de S,,.
(2) Enumérer tous les éléments de As, de Ay.

(3) On suppose désormais que n > 2 et on fixe 7 une transposition de S,. Démontrer que ¢ : S,, —
S,, 0+ oot est une bijection. En déduire le cardinal de A,,.

EXERCICE 38

Soient ag, ..., a,—1 n nombres complexes et soit
0 0 ag
1 : al
A=1| o
0
0 0 1 Ap—1
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Calculer det(A — z1,,).

EXERCICE 39

Démontrer que pour tous z1,...,x, € R,
( n mkz)Q 1 &
Z — < = Z :ci
k=1 2 3 k=1

EXERCICE 40
Soient x1,...,x, € R.
(1) Démontrer que
n 2 n
2 Tl <n Z a:%
k=1 k=1
et étudier les cas d’égalité.

(2) On suppose en outre que zj > 0 pour chaque k € {1,...,n}. Démontrer que
k=1 k=1

et étudier les cas d’égalité.

EXERCICE 41

On considéere £ = C([0,1],R) muni du produit scalaire (f,g) = So t)dt. Soit F = {f €
E, f(0) = 0}. Montrer que F*+ = {0}. En déduire que F n’admet pas de supplementalre orthogonal.

EXERCICE 42

Soit n et p deux entiers naturels avec p < n. On munit R™ du produit scalaire canonique et on
identifie R” avec M,, 1(R). On considére une matrice A € M, ,(R) de rang p et B € M,, ;(R).

(1) Démontrer qu’il existe une unique matrice Xy de M, 1(R) telle que
|AXo — B| = inf{|AX — B[; X € M,1(R)}.
(2) Montrer que X est I'unique solution de
ATAX = A"B.
(3) Application : déterminer

inf{(z +y— 1)2 +(@x—y)?+Q2e+y+2)>% (xz,y) € RQ}.

EXERCICE 43

Soit F/ un espace préhilbertien. Pour x1,...,xz, des vecteurs de E, on appelle matrice de Gram la
matrice de M, (R) définie par ((z;, x;)); ;. On appelle déterminant de Gram des vecteurs x, ..., zp,
et on note G(x1,...,xp), le déterminant de cette matrice.

(1) Démontrer que (z1,...,xp) est une famille libre si et seulement si G(x1,...,x,) # 0.
(2) On suppose désormais que (z1,...,xp) est une famille libre, et on note F' = vect(z1,...,zp).

Soit également x € E. Démontrer que

G(z,z1,...,2p)

2 _
dz, F) G(z1,...,2p)
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EXERCICE 44

Soit 1 < p < n. On considere n boules et deux boites A et B. Un échantillon est constitué d’une
boule dans la boite A et de p — 1 boules dans la boite B. En dénombrant de deux facons différentes
ces échantillons, établir la formule

Retrouver cette formule par le calcul.

EXERCICE 45

Démontrer par un dénombrement que, pour n > 1, on a :
Qn) i <n> 2
< " k=0 k

EXERCICE 46

Soit n, p des entiers naturels avec n > p. Démontrer par dénombrement que
znl <k> B (n + 1>
i=p p p+1

EXERCICE 47

Soit n > 1 un entier fixé. On choisit de maniére équiprobable un entier x dans {1,...,n}. Pour
tout entier m < m, on note A,, 'événement "m divise x". On note également B ’événement "z est
premier avec n'. Enfin, on note py, ..., p, les diviseurs premiers de n.

(1) Exprimer B en fonction des A, .
(2) Pour tout entier naturel m qui divise n, calculer la probabilité de A,,.

(3) Montrer que les événements A, ,. .., Ay, sont mutuellement indépendants.
(4) En déduire la probabilité de B.

()

5) Application : on note ¢(n) le nombre d’entiers compris entre 1 et n qui sont premiers avec n.
Démontrer que

¢(n)—nﬁ(1—plk>.

EXERCICE 48

Soient (2, F,P) un espace probabilisé, et Aq,..., A, des événements. Démontrer que

P(A1 A A Ap) > (i IP(Ai)) —(n—1).

=1

EXERCICE 49

Soit X1, ..., X, des variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé fini, indépendantes,
et suivant une loi uniforme sur {1,...,n}. On note M = min(Xy,...,X,).

(1) Pour ke {1,...,n}, déterminer P(M > k).
(2) En déduire la loi de M.
(3) Soit A I'événement : "il existe i € {1,...,n} tel que X; = 1". Démontrer que P(4) >1— 1,
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EXERCICE 50

Soit X une variable aléatoire prenant ses valeurs dans {0, 1,..., N}. Démontrer que

N-1
E(X)= ) P(X >n).
n=0

EXERCICE 51

Soit n = 2. On considere deux variables aléatoires indépendantes X7 et Xo, définies sur le méme
espace probabilisé (2, B, P), et suivant la loi uniforme discrete sur {1,2,...,n}. On considére a un
entier de {1,2,...,n}, et Y la variable aléatoire définie par :

Xi(w) sl Xo(w) <a

Ywe Q, YV(w) —{ Xo(w) si Xo(w) > a.

(1) Déterminer la loi de Y (vérifier que ’on obtient bien une loi de probabilité).
(2) Calculer l'espérance de Y et la comparer a l'espérance de Xj.

(3) Pour quelles valeurs de a cette espérance est-elle maximale ?

EXERCICE 52

Soit X une variable aléatoire discrete finie prenant la valeur x; avec probabilité p;, pouri =1,...,n.
On définit ’entropie de X par :

H(X) == piln(p;)
i=1

avec la convention xlnz = 0 si = 0 (ce qui correspond au prolongement par continuité en 0 de la
fonction = — zInz).
(1) Démontrer que H(X) = 0.
(2) Démontrer que H(X) = 0 si et seulement si X est presque slirement constante, c’est-a-dire s’il
existe i € {1,...,n} tel que p; = 1.

(3) Vérifier que, pour tout k =1,...,n, on a
(—npx) In(npg) < 1 —npy

avec égalité si et seulement si np, = 1.
(4) En déduire que H(X) < lnn.
(5) Démontrer que H(X) = Inn si et seulement si X est équidistribuée, ie si p; = 1/n pour tout

1=1,...,n.

EXERCICE 53

Pour X une variable aléatoire a valeurs dans {0, ...,n}, on appelle fonction génératrice la fonction
de R dans R définie par

Gx(z) = ) prat
k=0

oupr = P(X =k).
(1) Déterminer la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de para-
metre p; une loi binomiale de parametres n et p.
(2) Démontrer que deux variables aléatoires discretes finies X et Y ont méme loi si et seulement si

Gx = Gy.
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(3) Montrer que E(X) = G'x(1) et V(X) = G%(1) + G'x (1) — (G’X(l))Q. Retrouver l'espérance et
la variance d’une variable aléatoire suivant une loi binomiale.

(4) Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires discretes finies indépendantes, alors Gx 1y =
G xGy. Retrouver alors la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant une loi binomiale.

(5) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois binomiales respectives
B(n,p) et B(m,p). Quelle est laloide Z =X +Y?
EXERCICE 54

Soit X une variable aléatoire réelle et a > 0.

(1) Démontrer que, pour tout ¢t = 0, P(X —EB(X) > a) < tQ(ZXt())Q()‘

(2) En déduire que P(X — E(X) = a) < %

(3) Démontrer I'inégalité de Cantelli : P(|X — E(X)| = a) < % Comparer avec l'inégalité de
Tchebychev.
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