Exercices Nombres complexes 3

Affixes

m On considere le nombre complexe z=2 +i.
Dans un repére orthonormé (O ; u, v), placer:
a) le point A d'affixe z.

b) le point B d'affixe - z.

¢) le point C d'affixe z .

d) le point D d'affixe z - 3.

e) le point E d'affixe z - 3i.

m On consideére trois points A, B et C daffixes respectives
. . i
z,=3-1i 2,zB=1 +iet zc=5.

Déterminer les affixes des vecteurs AB / AC etBC.

Pour chaque question, représenter graphiquement
I'ensemble des points M dont I'affixe z vérifie la condition
demandée:

a) Re(z) =-1.

b) Im(z) = 0.

c) Re(2) =Im(2) + 1.

m Soit A, B et C trois points d'affixes respectives z, =4 +i,
zg=6-2ietz-=-3-1i

1. Déterminer I'affixe du milieu de segment [AB].

2. Déterminer l'affixe du symétrique de A par rapport a C.
3. Déterminer I'affixe de Iimage de A par la translation de
vecteur BC.

On considere trois points A, B et C d'affixes respec-
tivesa, b etc. I
1. Soit G le point d'affixe g tel que GA + GB + GC = 0.

Montrer que g = %(a +b+0).

2.0n suppose quea=2+3i,b=5+4ietc=3+5i.Dansun
repére orthonormé (O ; U, v) placer les points A, B, C et G.

Modules

Déterminer le module des nombres complexes
suivants.
a)z,=3-2i

b) z2=ﬁ+i

q%=%+N§ m4=§L

m On considére les points A et B daffixes respectives
zZy=5+4ietzz=2+3i.
Calculer la distance AB.

m Dans chaque cas, déterminer I'ensemble des points
M dont I'affixe z vérifie :

a)|z-2+i|=3

b) |z+1-i|=-2

q)l|z-2|=|z-8]

d) |z-2+3i| =2+ 4 - 2i|

Arguments et forme trigonométrique

Déterminer un argument des nombres complexes
suivants.

a)z, =19 b) z2=§i

d)z4=\/§+i

c)z3=—'l +i

Déterminer un argument des nombres complexes
suivants.

a) z, =2 +i6
b) z, =3 +1

m On considere le nombre complexe z=-1 +i.
1. Déterminer un argument de z.
2. En déduire un argument de — z et de z.

m Déterminer la forme trigonométrique des nombres
complexes suivants.
a)z, =7 b) z, = 4i

c)z3=\/§+i d)z4=%+%

m Déterminer la forme algébrique des nombres com-
plexes suivants.

a) z,=2 cos(EJ +isin(ED
2 2
b) z,=3 cos[z—n) + isin(—z—n)]
3 3
€) z,=4 cos[—z) + isin[—ED
3 3
d) z, =l (cos(7—n] + isin(7—nD
2 6 6

m Dans le plan complexe, représenter graphiquement
I'ensemble des points M dont I'affixe z vérifie :

a)arg(z) = n[2x] ou arg(z) = -n[27]

b) arg(z) = %[zn] ou arg(z) = 3TR[Zn]

Formules d’addition et de duplication

1. Déterminer la valeur de% + g

7
2. En déduire la valeur de cos(:—g] et sin(%).

m Exprimer en fonction de cos(x) et sin(x).
T - T
- b) sin| x + —
a) cos(x 4) ) (x 3J

1
Soit x un réel tel que x € |:O : §:| et sin(x) = 3

1. Déterminer la valeur exacte de cos(x).
2. En utilisant les formules de duplication, déterminer la
valeur exacte de cos(2x) et sin(2x).



Propriétés des arguments
1. Déterminer un argument des nombres complexes
z,=3-i etz,=-1-i.

L1 zZ.

2. En déduire un argument de z, Xz, , —L et z°.
z
2

m 1. Déterminer un argumentde z =4 -ix 4J§.

1
2. En déduire un argument de — et de z' 9%,
z

Forme exponentielle

Déterminer la forme exponentielle des nombres com-
plexes suivants.

a) z, de module V3 et d'argument Z?E
T

¥ 2e2
3 €) 3,=—r
e

" 3
b) z, = 5e6 x de

Déterminer la forme algébrique des nombres com-
plexes suivants.

P & ; )
a)z,=4e3 b)z,=3e + c)z;=2e2" d)z,=+2e"

T

. Y

On considere le nombre complexe z = 4e 4
Déterminer la forme algébrique de 2°.

En utilisant les formules d’Euler, montrer que
1-cos(4
€os?(0)sin?(8) = %0).

m En utilisant la formule de Moivre et la formule du
bindme de Newton, exprimer cos(3x) et sin(3x) en fonction
de cos(x) et sin(x).
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1. Exprimer cos(x + E] et sin(x - E) en fonction de cosx
etsinx. 4 6

2. En utilisant les formules d’Euler, exprimer sin3(x) en
fonction de sin(x) et sin(3x).

3. En utilisant la formule de Moivre, exprimer cos(4x) en
fonction de cos(x) et sin(x).

Racines n-iéme de l'unité

m On veut étudier le pentagone régulier inscrit dans
le cercle trigonométrique. Déterminer une valeur appro-
chée de la longueur de ses cotés.

Applications géométriques

m Soit A, B et C trois points d'affixes respectives
zp=-3+2,z3=0etz-=-5-i.

1. Déterminer la forme algébrique de k =
2. En déduire un argument de k.

3. Que peut-on en déduire ?

Zc ~2p

2g = Zp

m On considere I'équation
(E):22-6z+c=0,
avec ¢ un réel strictement supérieur 9.
1. Déterminer les deux solutions complexes de I'équation
(E), que l'on notera z, et z;.
2. Soit A et B les points d'affixes respectives z, et z.
a) Justifier que OAB est isocele en O.
b) Démontrer qu'il existe une valeur du réel ¢ pour laquelle
OAB est rectanale. Déterminer cette valeur.

Approfondissements

- ; 2n

m On veut déterminer une valeur exacte de cos (?)
2T

On posem=e'5.

1. a) Calculer w®.

b) Factoriser w® - 1 parw - 1.

¢) En déduire que 1+ w + w? + w? + w*=0.

2. Exprimer 1 + w + w? + w3 + w* en fonction de cos(—)

[4n]
et cos| —|.
3 T
3. En utilisant les formules de duplication, exprimer cos(?]

en fonction de cos (z?n)

4.a) En utilisant les questions précédentes, en déduire que

cos(z—nj est solution de I'équation 4x% + 2x -1 =0.

b) En déduire la valeur exacte de cos(z?n].

EF2) Ensemble de points
1. Dans chaque cas, déterminer I'ensemble des points M
dont l'affixe z vérifie :

a)|z-4|=3 b) |z-2+3i|=|z+1-7i

zZ-2+i| w
d) ar =—[n]
g( 2 = 5i ] 2
2. Déterminer les affixes des sommets d’'un polygone ré-
gulier a 12 c6tés inscrit dans le cercle trigonométrique

dont un sommet est le point A d'affixe 1. Puis déterminer
son périmétre.

¢) arg(z) = n[2m]

EF1] Nombres complexes et géométrie
On consideére les points A, B, C et M d’affixes respectives :
zZp=-1+i

zB=2+i(1+J§)
Zc=2+i(1-4/3)

Zy=1+i

1. @) Montrer que les points A, B et C appartiennent au
cercle de centre M et de rayon 2.

b) Dans un repére orthonormé, tracer le cercle de centre M
et de rayon 2, et placer les points A, B et C.

2. Montrer que ABC est un triangle équilatéral.

3. Déterminer I'affixe de I, milieu de [AM].

4. a) Déterminer I'affixe du point D tel que ABCD soit un
parallélogramme.

b) Quelle est la nature de ABCD ?

5. Les points B, D et M sont-ils alignés ?



m 1. Déterminer les formes exponentielles des nombres
complexes 1 +iet1-i.

2. Déterminer la forme trigonométrique de
S,=(+i)"+(1-i"

3. Pour chaque proposition suivante, déterminer si elle est
vraie ou fausse et justifier.

Proposition 1 Pour tout entier natureln, S est un nombre
réel.
Proposition 2 |l existe une infinité d'entiers naturels n tels
queS,=0.

D’aprés Bac S 2018

m Soit fla fonction qui a tout point M, distinct de O et
d'affixe z associe le point M” d'affixe 2’ tel que z’ = —l.

z
1. On considére les points A et B d’affixes respectives

: 1 i;
zy=-1+iet z8=5e :

a) Déterminer la forme algébrique de I'affixe du point A,
image du point A par la fonction f.

b) Déterminer la forme exponentielle de I'affixe du point
B’, image du point B par la fonction f.

c) Placer les points A, B, A” et B’ dans un repére orthonormé
(O;u,v),

2. Soit r un réel strictement positif et 8 un réel.
On considére le nombre complexe z = re'®.

1.
a) Montrer que 2’ =—ei*~9),
r

b) Est-il vrai que si un point M, distinct de O, appartient au
disque de centre O et de rayon 1, sans appartenir au cercle
de centre O et derayon 1, alors son image M’ par la fonction
fest a l'extérieur de ce disque ? Justifier.

1
3. Soit I le cercle de centre K d'affixe 2, = = et de rayon
1

5
a) Montrer qu’une équation cartésienne du cercle T" est
*+x+y*=0.

b) On pose z=x +iy avec x et y deux réels non tous les deux
nuls. Déterminer la forme algébrique de 2’ en fonction de
xety.
¢) Soit M un point, distinct de O, du cercle . Montrer que
I'ilmage M’ du point M par la fonction fappartient a la droite
d'équationx=1.

D’aprés Bac S 2019

m Soit (zn) la suite de nombres complexes définie par

1 2.
zy=T1etpourtoutn €N, z = EZ” + EI.
Pour toutn € N, on pose u,=z,- i
On note A le point d'affixe z,, B, le point d'affixe u, et C
le point d'affixe i.
1.Exprimeru,, , en fonction de u,,, pour tout entier naturel n.

2. Démontrer que pour tout entier naturel n, u, = (%) (1-1).

3. a) Pour tout entier naturel n, calculer le module de u,
en fonction de n.
b) Démontrer que lim |z -i|=0.

n— +o

¢) Quelle interprétation géométrique peut-on donner de
cerésultat?

4.a) Soit n un entier naturel, déterminer un argumentdeu,.
b) Démonter que, lorsque n décrit 'ensemble des entiers
naturels, les points B, sont alignés.

¢) Démonter que pour tout entier naturel n, le point A
appartient a la droite d’équation y =-x + 1.

D’aprés Bac S 2018
EET soit fla fonction définie sur C\{-1} par f(z) = >— ; :

1.0n pose z=x +iyavec x et y deux réels.
Déterminer l'expression de f(z) en fonction de x et y.
2. Dans chacun des cas suivants, représenter I'ensemble
des points M du plan dont I'affixe remplie la condition
demandée:
a)flz)=2
oflz) ER

b)f(z) = 2i
d) f(z) imaginaire pur



