Correction sujets de bac : Suites

Sujet n°1 : Antilles-Guyane — juin 2006
Partie A
1)

o | B B B B P
5 6 7 8 9

|
0 1 2 3 4 10 11 12 13 14

cpes 2 1 :
2) Par définition de A,,1, nous avons OA4,, .1 = EOAn + EOBn et en passant aux abscisses :

2 1 2a, +b
Ap+1 =§an +§bn =|—=

3
Partie B
1)
a. PourneN:
a, +3b, 2a,+b, 3a,+9b,—8a,—4b, 5b,—5a, 5
Un+1 = bn+1 —Any1 = 4 - 3 - 12 - 12 - E(bn - an) - Eun

- - . 5 -
Donc|la suite (u,,) est géométrique de raison - et de premier terme ug = by — ay = 12.

b. Pourn € N:u, = u, X (1_52)11 =12 x (1_52)n

c. Laraison de (u,) est strictement comprise entre —1 et 1 donc |e||e converge vers O.‘

2)
a. PourneN:
2an+by bp—ay Un , . . L . .
Upiq = 0p = —2— =0y =~ =—F Ol Up > 0 car c’est une suite géométrique de raison et de premier terme
positif. Donc |(an) est croissante.|
b. Pourn€N
a, +3b a,—>b u
bpy1—byp=——L—bh,=——2=—"T"<0
4 4 4

Donc la suite |(b,,) est décroissante |
3) (a,) estcroissante, (b,,) est décroissante et la différence b,, — a,, a pour limite 0 donc les suites
|(bn) sont adjacentes.| On peut en déduire qu’elles convergent et qu’elles ont la méme limite.

Partie C
1) Pourn €N
Vny1 = 3ap41 +4byq = 2a, + b, + a, + 3b, = 3a, +4b, = v,
Donc |Ia suite (v,,) est constante| et toujours égale a vy = 3ay + 4by = 48.
2) Onnote L la limite commune de (a,) et (b,,). Alors la suite (v,,) converge vers 7L. Par unicité de la limite,

nous avons 7L = 48 d’ou|L = 4—78

Sujet n°2 : Asie — juin 2007
1)
a. 21=Azo+i=|z|
z;=Azy +i=2i+i=[(A+Di]
23 =2z, +i=2AA+Di+i=[(2Z+21+ 1D
A1

b.  Par récurrence sur n, on va montrer que z, = ——- X L.

A0-1

X 1.
A-1

Initialisation : on veut montrer que la propriété est vraie au rang 0, c’est-a-dire que z, =

Or 2% — 1 = 0 donc on a bien I'égalité.
An-1

X 1.
-1

Hérédité : on suppose que la propriété est vraie pour un rang n, c’est-a-dire que z,, =
n

An+1 -1

On veut montrer qu’elle est vraie au rang n + 1 c’est-a-dire que z,,,1 = = X i.0r:



Zn+1:/‘lZn+i:? ﬁ Xi=—XIi

G IR ey SR sy LV S WY et
tri= : 1—1 1—1

a1

Conclusion : d’apres le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n, c’est-a-dire :|z,, = T X il

2) Dans cette question A = i.

A1, . (4 4 _ 4 — =
a. zg = Xl d’apres la question précédenteet A* = i* =1 donc
b. Pourn€eN:
At —1 ImxAt—-1 0 A"—-1
Inya =T XI= o7 ><L=/1_1><l=car/14=1

c. PourneN:

Zne1 = AZn 1S zyyq =02y +1
M, est 'image de M,, par la rotation de centre Q d’affixe w et d’angle 8 & z,,.1 — w = e9(z, — w)

Par identification, on doit donc avoir: e =i et w —ew =i
L —1+i 3‘9 1,&"1

Onendéduitd == [27] et w = — =
2 1-i 2

. . o EF 1 i ,
M,,.1 estl'image de M,, par la rotation de centre () d’affixe -5+ % et d’angle %

3)

a. On suppose que A¥ = 1. Pourtoutn € N :

Atk —1 0 amxak—-1 0 -1 Hf/' gfﬁ
V4 =—Xi= Xi= Xi=][z

mHeT -1 A—1 A—1

b. On suppose maintenant que pour toutn € N, z,, ., = z,,.
An+k -1 am—-1

z =z, & ——X[=——

n+k n A _ 1 A _ 1
ek -1)=0e1"=00ut =1
Comme cette égalité est vraie pour tout n € N, elle est vraie en particulier pour n = 1 et alors la premiére possibilité

A = 0 est fausse. Finalement, .

XieoAWk _1="-1 car 1 # 1

Sujet n°3 : Centres étrangers — juin 2005
1% partie
1) f estla somme de deux fonctions définies et dérivables sur [0; +oo[ donc elle est dérivable sur [0; +oo[ et :
f’(x):i—lzl_(l-}_x):— X
1+x 1+x 1+x
Le dénominateur est clairement positif sur [0; +oo[ alors que le numérateur est clairement négatif. Donc f(x) est

négatif pour tout x € [0; +oo[ et f est décroissante.
g la somme de deux fonctions définies et dérivables sur [0; +oo[ donc elle est dérivable sur [0; +oo[ et :
g’(x)=L—1+x=1_1_x+x+x2 _ x?
1+x 14+x 14+x
Le dénominateur et le numérateur sont clairement positif sur [0; +oo[ donc g(x) est positif et g est croissante.
2) f(0) = 0 et f est décroissante sur [0; +oo[ donc f est négative sur [0; +oo.
g(0) = 0 et g est croissante sur [0; +oo[ donc g est positive sur [0; +oo[.

Ceci signifie que, pour tout x = 0,

x? x?
In(l+x)—x<0 etln(1+x)—x+720 ou encore x—TSln(1+x)Sx

ziéme

partie
1) Montrons par récurrence sur u, > 0 pour tout entier natureln > 1.

Initialisation : montrons que la propriété est vraie au rang 1, autrement dit que u; > 0.
Oru, = 5 donc la propriété est vérifiée au rang 1.
Hérédité : on suppose que la propriété est vraie pour un rang n = 1, autrement dit u,, > 0.




Montrons qu’elle est vraie au rang n + 1, c’est-a-dire que u, 44 = 1.

Oru, >0etl+ v = 1 donc, en multipliant membre a membre les deux inégalités (ce qui est autorisé car tout est

positif), on obtient : u,,; > 0.

Conclusion : d’apres le principe de récurrence, pour tout entier natureln > 1.

2) Montrons par récurrence que In(u,,) = In (1 + %) +In (1 + 212) + - +In (1 + zin) pourn = 1.
Initialisation : on veut montrer que la propriété est vraie au rang 1, c’est-a-dire que In(u;) = In (1 + %)
Oru, = %donc In(uy;) =1In (3) =In (1 + %)

Hérédité : On suppose que la propriété est vraie pour unrang n = 1, c’est-a-dire

In(u,) =In (1 + %) +In (1 + ziz) +-+1In (1 + zin) et montrons qu’elle est vraie au rang n + 1, c’est-a-dire

In(tysq) = In (1 + %) +In (1 +2i2) +-+1In (1 + Zin) +In (1 + anﬂ) or

1 1 1 1 1 1
ln(l +E)+ln(1+?)+---+ln(1+2—n)+ln(1+2n+1)=ln(un)+ln(1+ﬁ)=ln<un(1+ﬁ)>

= In(un41)
Conclusion : d’apres le principe de récurrence, la propriété est vraie pour toutn > 1.

ere

. . 1. 1 ) 1
3) En appliquant la 1" partie pour x = > puis pour x = —, .. et enfin pour x = —w» ON trouve :

1 1C)Z<l <1+1)<1
2\2) ="\ T2) =3

2
1 1,1\? 1 1
z—z‘z(z—z) Sl“(”?)S?

1 1(1)2<1(1+1)<1
—— — — S n — S —
2n 2\2n 2n 2n
En additionnant terme a terme toutes ces inégalités, on trouve :

1 1 171 1 1 1 1 1
E+?+'“+2—n—5<?+ﬁ+'“+ﬁ)Sln(un)ﬁz+?+"'+2—n
Ou encore :

1
Sp — ETn S ln(un) < Sp

o 1 1
4) S, estlasomme desn 1° termes de la suite géométrique de 1°" terme S et de raison >

1 n
PPl O P PO
"2t 1 2 2 - 2
2
T,, est la somme des n premiers termes de la suite gé¢ométrique de 1* terme % et de raison %.
1 n
. —1><1_(Z) _1>< ) (1)“ ><4— 1 ) (1)"
S 4 33 2
4

1\" - , o o1 . . -
(E) est le terme général d’une suite géométrique de raison S aui est strictement compris entre 0 et 1 donc la limite

de G)n en +oo est 0.

On en déduit que (S,,) converge vers 1 et que (T;,) converge vers %

5)Pourn >1:

1 1
un+1—un=un(1+ﬁ>—un=unxﬁ

Or, d’apreés les questions précédentes u,, > 0 et comme 21 > 0, nous pouvons dire que u,;;; — U, est

strictement positif donc |(un) est strictement croissante|.




. . - 1\"
D’apres les questions précédentes, In(u,) < S,, pourtoutn > 1,0rS,, =1 — (5) < 1doncin(u,) < 1etcomme

la fonction exponentielle est strictement croissante, u,, < e.

La suite (u,) est donc croissante et majorée par e donc [elle converge|.

On utilise la propriété énoncée avec S,, — ET" < In(u,) < S, etontrouve:

1 1 5
1—§><§Sln(l)31 ou encore gsln(l)Sl

ln

Comme la fonction exponentielle est strictement croissante, nous avons|es < [ < e

Sujet n°4 : France — septembre 2007
1)
a. Voir la courbe

b. On suppose que la suite u converge et on note [ sa limite.

1 23 T 1 23
Comme, pourtoutn € N, u,, .1 = 3Un T, enpassanta la limite, nous obtenons : [ = 3 % [+ > Or:

23 2 23 23 3 23

==X — e ol= =—X—- [ =—
131+27 31271272118

. . A 23
Dong, si u est convergente alors sa limite ne peut etre que .

, . .- 23
c. Parrécurrence surn entier pOSItIf, nous allons montrer que u, > E

Initialisation : on veut montrer que la propriété est vraie pour n = 0, c’est-a-dire que uy = %.
Orupg=2et2> g donc la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité : on suppose que la propriété est vraie au rang n, c’est-a-dire que u,, = % et on veut montrer que la
propriété est vraie au rang n + 1, c’est-a-dire que u, 4 = 2 or:

18
23 1 1 23 1 23 23 23 23 23x2 69 23

> =S U X =S Uyttt & cZ—t— >— >—
Un=1g T3 =3 g T3 T 7T 5 o7 T It S5y T gy T Mt S5 T ten =g
Donc la propriété est vraieaurangn + 1.

. . o . 23 .
Conclusion, d’apres le principe de récurrence, |u,, = —| pour tout entier naturel n.
n = 18

d. Pourn€N:
1 23 23 2 23 2 2 23 2 23
un+1—un=§un+ﬁ—un=ﬁ—§un Or unzﬁ etdonc — §uns SXE ou encore — 3uns—ﬁ

Etdonc u,.1 — u, < 0 et ceci montre que la suite u est décroissante.

. I L 23 . . . 23
La suite u est donc décroissante, minorée par e donc felle converge| et d’aprés la question b, sa limite est s
2)
. . s 1 . 1
a. On considére la suite w géométrique, de 1*' terme w, = 1o et de raison o Nous avons donc, pour

1\" 1 1 1
=—=X—=—
102 7T 10  10m+2

tout entier naturel n : w, = wy X (ﬁ

n+1 1 1
D T = Tor Faos b g = Mot wa kb wy

Il s’agit donc de la somme des n premiers termes d’une suite géométrique :
n

1 1 1
<1 1-(5) 1 -1 1 10 1 1 1
z_:WOXA:_Xiz_X_(l__):_(1__)
£, 10 1 1027 9 10279\ 107/ |90\ "~ 710m

=10 10
b. Pourn€N, v, =12777. 7_12+W+F+W+ +10n+1donc
n chiffres
—12+7(1 1+ ) 6+7><1(1 1)
102 103 10’”r1 5 90 10"

10 > 1 donc la limite de 10™ en +oo est égale a +oo (c’est le terme général d’une suite géométrique de raison 10



strictement supérieur a 1 donc la suite diverge vers +0). Donc :

y _ +7<1 1)_6+7_6><18+7_115_23
noteo T 35 T90\" " 107/ "5 90 90 90 |18

u est une suite décroissante d’apres la question 1d. Pourn € N :

1 1 1 1 1 1
Un+1—‘17n:1,2 777 —1,2 777 :1,2+7<W+W+..+W>—1,2—7(W+W+..+W)
n+1 chiffres n chiffres
Vpy1 — Up = T;z > 0 donc la suite v est croissante.

e 23 . 23
Comme sa limite est —, ceci montre que, pour toutn € N, v, < —.
18 n =13

Nous avons donc : u décroissante, v croissante et u,, = v, pour toutn € N.
De plus i 23 23
eplus lim u,—v, =—=—-—==
P e ™" = 18" 18

‘Donc les suites u et v sont adjacentes.‘

1>

Sujet n°5 : France — septembre 2010

w

1)
a. Voir le graphique /*/—

b. Il semble que la suite (v,,) soit décroissante et

N

gu’elle converge vers 1.
2)

i

a. |Initialisation : on veut montrer que la propriété est
vraie au rang 0, c’est-a-dire que vy — 1 > 0 or vy, = 5 donc

.3
vo—1=4>0. -1 A/ 1 3 4 5
Hérédité : on suppose que pour un entier naturel n, la propriété est /

vraie, c’est-a-dire que v, — 1 > 0. / ‘
On veut montrer que la propriété est vraie au rang n + 1, c’est-a-
dire que v, 41 — 1 > 0. Pour cela, nous allons étudier les variations de f sur |—2; +oo].

f est une fonction rationnelle donc dérivable sur son ensemble de définition et f'(x) = Donc f' est positive

9
(x+2)?"
sur |—2; +oo[ donc f est strictement croissante sur cet intervalle. Par hypothése de récurrence, v, > 1 et comme f
est croissante sur [1; +oo[, ona f(v,) > f(1), autrement dit v,,,; > 1.

Conclusion : d’apres le principe de récurrence, pour tout entier naturel n, |v, —1 > 0|.
b. Etude des variations de (v,,) : on va montrer par récurrence que (v,,) est décroissante, autrement

dit que B,: v,4+1 < v, est vraie pourn € N.

4x5-1 _ 19 .
—— = —etv, = 5 doncon a bien
542 7

Initialisation : on veut montrer que P,, c’est-a-dire que v; < vy or v, =
V1 < V.

Hérédité : on suppose que pour un entier naturel n, P, est vraie, c’est-a-dire v, 1 < vy,.
On veut montrer que P, ;4 est vraie, c’est-a-dire v, 45 < Vp4q-

Comme 1 < v,,; < v, et que f est croissante sur [1; +oo[ alors f(v,41) < f(vy,) autrement dit v, < Vpyq-

Conclusion : d’aprés le principe de récurrence, pour tout entier naturel n, v, < v,, donc |(Un) est décroissante‘.

Convergence de (v,,) : (v,,) est une suite décroissante minorée par 1 donc elle converge. Si on note [ sa limite, alors
comme v, = f(vy,) et que f est continue sur [1; +oo[ alors I = f(1).

41-1
l=f(l)<:>l=l+—2<:>lz+21—4l+1=0<:>12—21+1=0<:>(l—1)2=0(:>l=1

Donc la seule limite possible est 1 et donc |(vn) converge vers 1.|
3)




a. PourneN:

_ 1 1 1 1 v, + 2 1 vy+2 3
Unt1 un_vn+1—1 Un—1_417n—1_1 vy,—1 4v,—-1-v,-2 v,—1 3v,—-3 3v,—3
v+ 2
=11
3w, -1 3
Donc la suite (u,,) est arithmétique de raison % et de premier terme uy = é = %.
b. Pourn€N:u, = ug+nx=-=-+42=|32
3 4 3 12
1 1+1d 12 +1 15+ 4n
= L — = — = — = = |—
Un v, — 1 Vn Uy, n Uy, Ot =3 3 +4n
c.
I - n+15 4n_1
n—l>rPoo Vn _n—1>rPoo 4n + 3 _n—l>Too 4n
Donc |Ia suite (v,,) converge bien vers 1.‘
Sujet n°6 : Nouvelle Calédonie — novembre 2004
1)
7 7 15
_ugtvy |7 _u1+v0_7+4_1sx1_15_ _utvy 7t 29 159
METH TR M T T T T2 A T T T 2 T8 2T e
2)
a. Pourtoutn € N:
Uppr1 TV Uptv, 1 u,+v, v, u, v, u, v, 2u, vVp—u, 1
Wi T Vne T T TS Ty 3% Ty T2 22 a4 & 4 a™

L 1
Donc (wy,) est une suite géométrique de raison 2

1n
b. POUI’TlEN:Wn=W0X(Z) avecwy =1y — Uy =4—3=1donc:|w, ==

(wy,) est une suite géométrique dont la raison est strictement comprise entre —1 et 1 donc ‘elle converge vers 0‘.
3) Pourn €N

Uy + vy Up—Up Wy
Up+1 — Up =T_un =T=_
Or w,, > 0 pour tout entier naturel n donc |(un) est croissante|.
1
Upy1 + Uy Sn+v) v, 1 N 1 1 Uy — Uy wy,
v -y = V= =-Uy -V~ = = ———
n+1 n n 2 2 4 n 4 n 2 n 4 4

Or w,, > 0 donc|(1,) est décroissante).
(u,,) est croissante, (v,,) est décroissante et I'écart entre v,, et u,, converge vers 0 car (w,,) converge vers 0 donc
|(un) et (v,) sont adjacentes.| On en déduit qu’elles convergent et qu’elles ont la méme limite.

4)

a. PourneN:
t Unip + 217n+1 Unt1 tUpyr + Vp 2un+1 TV Ut UtV Uyt Zvn ¢
mH 3 - 3 3 3 -3 o
Donc la suite ‘(tn) est constante| et toujours égalea ty, = % =5

Unp+2vy,

- . L42L .
b. Notons L la limite des suites (u,) et (v,) alors t,, = converge vers +T car il s’agit d’addition

de limite et de multiplication d’une limite par un nombre non nul. Par unicité de la limite, nous avons :

L+2L 11 L_11
3~ 3 ou encore|L = 3




