Sujets de bac : Intégration

Sujet n°1 : Liban — juin 2006
Partie A : étude d’une fonction
Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0; +oo[ par
fx)=xIn(x+1)
Sa courbe représentative (C) dans un repére orthogonal (0;7;J) est donnée en annexe.
1)

a. Montrer que la fonction f est strictement croissante sur l'intervalle [0; +oo].
b. L’axe des abscisses est-il tangent a la courbe (C) au point 0 ?

2) Onposel = folxx—;dx.
a. Déterminer trois réels a, b et c tels que, pour tout x # 1,
x? c
1 =ax+b+ m

b. Calculerl.
3) AVlaide d’une intégration par parties et du résultat obtenu a la question 2, calculer, en unités d’aires, I'aire A
de la partie du plan limitée par la courbe (C) et les droites d’équationsx = 0, x =l ety = 0.
4) Montrer que I'équation f(x) = 0,25 admet une seule solution sur I'intervalle [0; 1]. On note a cette
solution. Donner un encadrement de a d’amplitude 1072.

Partie B : étude d’une suite
La suite (u,,) est définie sur N par u,, = fol x"In(x + 1) dx

1) Déterminer le sens de variation de la suite (u,,). La suite (u,,) converge-t-elle ?

. . In(2
2) Démontrer que pour tout entier natureln nonnul, 0 < u,, < nil)

En déduire la limite de la suite (u,,).

Sujet n°2 : Asie — 1998
Les questions 1 et 2 sont indépendantes. Pour tout entier n strictement positif, on considére I'intégrale

I, = Inx)"d
fl (Inx)"dx
1)

o

Démontrer que, pour tout x dans [1; e] et pour tout entiernde N, ona (Inx)"® — (Inx)™*1 > 0.
b. Endéduire que la suite (I,,) est décroissante.
2)
a. Calculer I; al'aide d’une intégration par parties.
b. Démontrer, a I'aide d’'une intégration par parties, que, pour toutn € N*, onal,,; = e — (n+ 1)1,
c. Endéduire les valeurs de I,, I5 et I,. Donner les valeurs exactes, exprimées en fonction de e et les
valeurs approchées a 1073 prés par défaut.
3)
Démontrer que pour toutn € N*, I, > 0.
Démontrer que pour toutn € N*, (n + 1)I,, < e.
En déduire la limite de I,,.
Déterminer la valeur de nl,, + (I, + I,,+1) et en déduire la limite de ni,.

a0 oo

Sujet n°3 : Antilles Guyane — septembre 2001
Le plan est rapporté a un repére orthonormal (0; 7; J). On considére la fonction f définie sur I'intervalle ]0; +oo[ par
f(x) ==3—1Inx + 2(Inx)?

On note C sa courbe représentative.
Partie A — Etude de la fonction f et tracé de la courbe C.
1)
a. Résoudre dans ]0; +oo[ I'équation f(x) = 0 (on pourra poser Inx = X).
b. Résoudre dans ]0; +oo[ I'inéquation f(x) > 0.
2)



a. Déterminer les limites de f en 0 et en +co.
b. Calculer f'(x).

c. Etudier le sens de variations de f et dresser son tableau de variations.
5
3) Déterminer une équation de la tangente T a la courbe C au point d’abscisse ex.

4) On se propose d’étudier la position relative de la courbe C par rapport a la droite T. Pour cela, on considére
la fonction ¢, définie sur ]0; +oo[ par

b = )~ (4e7x - )

- _s
a. Montrer que ¢'(x) = Rkt S P puis calculer ¢"'.
b. Etudier le sens de variation de ¢’ sur ]0; +oo].

En déduire que, pour tout x appartenant a |0; +oo[, ona ¢'(x) < 0.

5
c. Calculer ¢ (ez). Pour tout x appartenant a ]0; +oo[, déterminer le signe de ¢ (x).

En déduire la position relative de la courbe C par rapport a la droite T.
5) Tracer la courbe C et la droite T (unité graphique 2 cm).

Partie B — Calcul d’une aire

1) Vérifier que la fonction h, définie par x — x In(x) — x est une primitive de la fonction In sur ]0; +oo|.
3 3

2) Onposel; = flen(x) dxetl, = ffz(ln x)?dx.
a. Calculer ;.

- L . . 5 3 5
b. En utilisant une intégration par parties, montrer que I, = Ser— o
3

c. Calculer ffz f(x)dx. En déduire Iaire, en unités d’aire, de I'ensemble des points M (x; y) du plan
e
3
tels quei <x<ezetf(x) <y<O0.

Sujet n°4 : Antilles Guyane — septembre 2004
Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par

f(x) — xe—x+2
Les deux parties peuvent étre abordées indépendamment.

Partie A
1) Dresser le tableau de variations de f sur [0; +oo[ et déterminer les éventuelles asymptotes de la courbe
représentative.
2)
a. Tracer sur la calculatrice graphique les courbes de la fonction f et de la fonction logarithme
népérien ; on notera L cette derniére. Conjecturer avec ce graphique le nombre de solution de I’équation
f(x) =In(x) sur [1;+4oo]
b. Montrer que la fonction g définie sur R} par
g(x) =In(x) — f(x)
est strictement croissante sur [1; +oo[.
En déduire que I'équation f(x) = In(x) admet une unique solution a sur [1; +oo.
c. Déterminer a 103 prés une valeur approchée de a.

Partie B
1) AVlaide d’'une double intégration par parties, déterminer

3
I=f x%e *dx
0

2) On définit le solide S obtenu par révolution autour de I'axe (Ox) de la courbe d’équation y = f(x) pour
0 < x < 3 dans le plan (xOy) (repére orthonormal d’unité 4 cm). On rappelle que le volume V du solide est
donné par



3
V= nf [f (x)])%dx
0

a. ExprimerV en fonction de I.
b. Déterminer alors une valeur approchée a 1cm? prés du volume du solide.

Sujet n°5 : Pondichéry — avril 2008
1) Soit f la fonction définie sur [1; +oo[ par f(x) = ﬁ et soit H la fonction définie sur [1; +oo[ par

H(x) =[] f(t)dt
a. Justifier que f et H sont bien définies sur[1; +oo[
b. Quelle relation existe-t-il entre H et f ?
c. Soit C la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (0;7; J) du plan. Interpréter en

termes d’aire le nombre H(3).

2) On se propose, dans cette question, de donner un encadrement du nombre H(3).
x —-X
’ex—1 1-e~*

b. Endéduire que fff(x)dx =3In (1 - e%) —In (1 — i) - f13 In(1 —e ™) dx
c. Montrerquesil < x < 3, alorsIn (1 — i) <Inl—-e™*)<In (1 — ei3)

d. En déduire un encadrement de ff In(1 — e™) dx puis de fff(x)dx.

a. Montrer que pour toutréelx > 0 =x X



