Correction

Sujet n°1 : Amérique du Nord — juin 2010
1) Letriangle ADE est un triangle équilatéral direct donc E est — |
I'image de D par la rotation de centre A et d’angle g On peut aussi 2
cherche I'affixe du point E tel que (ﬁ, E) = % et AD = AE. Pour cela,
poza T B
on cherchera zg tel que =—2 = ¢3...
Zp—Zp A
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Par la rotation de centre A et d’angle g, onazg=(zp—2zy) Xes +2z, \ /
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b. Pourz #1i:

|(z' 4 2i)(z — i)| = 1 donc |z' — zg| X |z — z4] = 1 ou encore|BM' X AM = 1|
arg((z' + 2i)(z — i)) = k x 2m d'ovarg(z’ — zp) + arg(z — z,) = k X 27 ou encore

(u; BM') = —(4; 211\_4’) + k X 2m| ou k est un nombre entier relatif.

4)

a. Calcul de AD et AE :

AD = |zp —z4] = |1 —i| = /12 + (=1)2 = V2 donc|D € (0)]
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b. zy # i donc les propriétés de la question 3b s’appliquent. On a donc BE' X AE = 1 et

(Ti; Eﬁ) = —(Ti; E) +k X 2m.
Comme AE =+/2, onadonc BE' =

1
V2
Pour tracer précisément ce cercle, on utilise le fait que AD = AE et donc BD' = BE' donc on trace le cercle de

2 . 2
= g et donc E’ appartient au cercle de centre B et de rayon \/7—

centre B passant par D’. De plus,
(BD; BE") = (BD';@) + (i; BE") + k x 2 = —(&; BD") + (#; BE') + k x 21 = (1; AD) — (i&; AE) + k x 21
=(ﬁ;ﬁ)+kx2n=—g+kx2n

Il ne reste plus qu’a placer le point E’.

c. Letriangle BD'E' est donc |un triangle équilatéral indirect|. En effet, nous avons montré que
BD' = BE'et (BD';BE') = —Z + k X 2m.




Sujet n°2 : Amérique du Sud — novembre 2009
1)

a. Pourz=1+1i:

1-i)(1+i—-2 1-0(-1+1i 2i(—1+1i
QoD Go0eir) PO D EIED vt der o510

b. Affixede AP :z;3=2p—2z4=1+i—2=—1+i

Affixedeﬁ:zﬁ»:.zpr—zlg=—1—i+2=1—i

!

Donc zz; = —zzp etona: BP' = —AP ce qui montre que AP et BP' sont colinéaires et donc (AP) et (BP') sont
paralleles.

c. Pour démontrer que (AP) et (PP") sont perpendiculaires, on peut calculer le produit scalaire des

—_—
deux vecteurs apres avoir calculer leurs coordonnées ou on peut calculer une mesure de I'angle (AP; PP’) grace aux

complexes.
—— Zpr=2p\ _ Zpi=Zp _ —1—i-1—i _ (=2-20)(=1-i) _ .. N_T “B. 5 _ T
(AP, PP ) = arg(ZP_ZA) of = i PP = 2i etarg(2i) = > donc (AP, PP ) =3 [27] et les

droites (AP) et (PP') sont perpendiculaires.

2) On cherche les points invariants par f donc on résout z’' = z dans C — {2} :
z(z—2)

zZ'=z& =z072(z-2)=2(zZ-2)oz2z—-272=2Z—-225z=Z2&z€R

Donc les points invariants par f sont les points d’affixe réelle donc il s’agit de I'axe des réels privé du point A.
3)
a. PourzeC:(z—-2)(Z-2)=(z—-2)(z—2)=|z—2|? carzz = |z|? etdonc(z—2)(Z—2) €R

b. Pourz #2:
zZ7+2 Z(z—-2)+2(zZ-2) 1 zZ—4 |z|? — 4
= X = =
z—2 Z—2 z—2 (Z-2)z-2) |z-2)?

Comme |z| et |z — 2| sont des réels, nous pouvons dire que ZZI%ZZ est un réel.
c. Pourz=+2:

z'+2

z—2

z' +2 z' —z N
E]R(:arg<ﬁ>=0 [n]@arg<2_2j>=0 [7] & (AM;BM’) = 0 [n]

& (AM) et (BM") paralléles

o o ap_s \ « . E VIR VIVT Vs
4) Le raisonnement est similaire a la question 3 mais nous allons montrer que (AM; MM’) =3 [7] et pour cela,

!
zZ —Z .
nous allons montrer que . € iR. Pourz # 2:
TZ4A

z'—z Z(z-2)—z(z-2) 1 2(z—2)
= — X = —
Z— 27 zZ—2 z—2 (z-2)(z-2) 2
2iIm(z
= —( ) €1
|Z - 2|2 1
z'-z T 7. _
Donc arg (Z_ZA) =3 [7] et (AM, MM ) =3 [7] . Les B
droites (AM) et (MM") sont donc perpendiculaires. -3 = -1 o0 3 4
5) On considere un point M disctinct de A. D’apres les ,f' .

questions précédentes, (AM) et (BM") sont perpendiculaires
et (AM) et (MM") sont perpendiculaires. Pour placer M’, on

N

trace donc la paralléle a (AM) passant par B et la
perpendiculaire a (AM) passant par M. Le point d’intersection

w

de ces deux droites est le point M'. )

1>y




Sujet n°3 : Antilles-Guyane — septembre 2001
2
1) z%+ 8zV3+64=0:A= (8\/§) —4 X 1 X 64 = —64 donc I'équation a deux solutions complexes

—8~/§2+i~/a = —4V/3 + 4i et z, = —4V3 — 4i. D'oU|S = {~4V/3 + 4i; —4+/3 — 4i}

conjuguées : z; =

2
2) OA=|zp—al=|4/3+4i|= [(4V3) + 4% =[8]

OB = |z, — b| = |4V3 — 4i| =[8]

AB = |b—al| = |-4V3 + 4i + 4V3 + 4i| = |8i| =[8]

Comme OA = OB = AB, le triangle OAB est un triangle équilatéral.

i
3) D estl'image de C par la rotation de centre O et d’angle % doncd — zy = e3(c — z,) donc

in 1 V3 V3 1. 3. 3
d:€3C:<—+T>X(\/§+i)=7+ +Ei—7:

2 2!
4)
a. G estlebarycentrede (0;—1),(B;1)et(D;1)(—1+ 1+ 1 # 0) donc
—Zo+b+d ) ) -
g—m—b-}‘d— 4\/§+4l+2l— 4\/§+6l
b. Graphique
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c. Affixede OB : b — Zo = —4V3 +4i
Affixe de DG : g — d = —4V/3 + 6i — 2i = —4+/3 + 4i
Donc OB = DG et OBGD est un parallélogramme.

5)
a.
c-g_ B+i+4V3-6i _(5V3-5)xi_5i/3+5 |1 i3
a-9g —4/3—-4i+4y3-6i  (—100) xi 10 2 2
1,i3_ I
b.5+7—eaor
A T0) = =9\ _ 1, W3\ _[@ G€ _ le=gl _ |e=g| _
(GA'GC)_arg(a—g)_arg(2+ 2)_ [ZT[] GA_|a—g|_ a—g|_

On en déduit que GC = GA donc le triangle AGC est isocele en G et comme (ﬁ, G_C)) = % [27], on en déduit que

AGC est un triangle équilatéral .



Sujet n°4 : Asie — juin 2009
1) ODCA est un carré direct ce qui signifie que A est I'image de D par la rotation de centre O et d’angle g Pour

in
' . e a_ 1 -
calculer I'affixe d de D, nous utilisons donc:a = ez2d soit:d = il [=i]

i

Par ailleurs, C est I'image de O par la rotation de centre A et d’ angle doncc—a=e2(0—a)etalors:
c=ix(-1)+1=|1—-1if
2)
a. Onnote M un point du plan d’affixe z et M’ d’affixe z’' son image parr.
AlorstT(M) =M & z' —zp=ez2(z—2p) &
b. OBEF est un carré direct donc F est I'image de B par r donc|f = r(b) = ib|.
c. OBEF estun carré donc OF = BE etalors: OF = OB + BE = OB + OF
L’affixe e de E est donc égale 8 b + f soit a

3) OFGD est un parallélogramme donc OF = DG. Au niveau des affixes, cela donne :
f=g-deg=f+d=ib—i=[i(b—1)]
4) Commec # g:
(b
e—g b+ib—ib+i b+i l(7+1) —ib+1 i
c—g 1—i<b+i 1= 1= 1- =11

i j = % donc GE = GC et le triangle EGC est isocele. De plus,

On en déduit que |—| =1lor

2

i
(GC; GE) = arg (ﬁ) =— [2m] donc,

Sujet n°5 : Liban — mai 2011
Pa rtie A

— et z' sont deux nombres complexes non nuls donc arg( X z ) = arg( ) + arg(z') a 2m prés en utilisant le pré-
requis. Or— x z' =zdouarg(z) = arg( ) + arg(z') a 2m pres.
On en déduit arg (7) = arg(z) —arg(z') a 2w preés.

Partie B
1) |z4] =12+ (—-1)%2 = donczy =1—-i= \/?(\/2—7 — \/2—51) et en notant 6 un argument de z4, on a
cos(@) = 2

2 _ etonendéduit|d = — =
: NG} "
sm(9)=—?
2)
a.
25 _2+V3+i (2+\/§+i)(1+i)_2+\/§+i+2i+\/§i—1_1+\/§+i(3+\/§)
A N G TC ) 2 = 5
G 1,03\ _ 1, i3 V3 3i_1+/3_ i(3+V3) _ z
b. (1+\/§)63_(1+\/§)(2+ 2) + +2+2_ 2 + 2 _ZA

T
c. Alaide des résultats de la question 1,onaz, = v2e + or

25 = 24(1+3)e T = Ve 5 (1+ V)T = VE(1+V3)e!T) = |V2(1 4 VB)eTs

Ce qui est bien la forme exponentielle de zg car \/7(1 + \/§) est un réel strictement positif.

i i

3) Lanotation complexederest:z' —z, =e 6(z—2zy)etcommez, =0,0onaz =e 6z

a. Ennotantzp l'affixedeBj,onazpg =e szp=e 6 X \/f(l + \/§)e§ = \/5(1 + \/§)e_ﬁ
b. L’affixe du point B; est le conjugué de I'affixe du point B car ils ont le méme module et un argument

opposé donc B; est le symétrique de B par rapport a 'axe des réels donc a I'axe (0; u).
4)




a. D’apres la question précédente, B; est I'image de B par la rotation r et comme B; et B sont

symétriques par rapport a I'axe (0; 1), nous obtenons B’ = B donc|B € (E)|.

Par ailleurs, I'image de O par la rotation r dont le centre est O est 0. Son symétrique par rapport a I'axe (0; u) est

aussi 0 etdoncO' = 0 et|0 € (E)

. _im . i(9=L
b. za pour forme exponentielle pe'®. L'affixe z, du point M, est égale 3z, = e s x pe'® = pel(e 6)
Le point M', symétrique du point M, par rapport a I'axe (O; 1) a pour affixe le conjugue de z; a savoir :

s’ = pei(%_e)

i0 -

. i(T_ i _n A
ME(E)@M=M’(:>Z=Z’<:)pe“9=pel(6 %) o — 1ol 6)=1<:)29—g=0+2krc

= 6=%+krc aveck € Z.

[T
c. L'ensemble des points M d’affixe pel(ﬁJ’k”) avec p un réel strictement positif et k € Z est une
droite privée du point 0.
Par ailleurs, nous avions supposé que M est distinct de 0 et O € (E) donc |(E) est la droite (OB)|.




