Premiére - spécialité Mathématiques FICHE DE REVISIONS n°3

TRIGONOMETRIE

Exercice 1 Les questions sont indépendantes.

1) Placer les images A, B, C, D et E des nombres ?%1 : Sng ; —% ; % et 9lTn sur le cercle

trigonométrique. Dans quel cas les points images par enroulement des réels proposés sont-ils confondus ?

- Les deux points images confondus sont A et E, d’'une

91 3w 88m
rt, ffet: ———=——-=22 B
part, en effe ) 1 7 T D

- Ainsi que B et D, d’autre part, en

. 891 g 88m _
effet : S T 5 =44x

2) Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier vos réponses.

a) Soit X unnombre réel, si cos(x)=0 alors sin(x)=1
Pourtoutréel x , cos (x)+sin’(x)=1
Si cos(x)=0 alors sinz(x)=1 ;ainsi sin(x)=1 ou sin(x)=—1

Réponse : faux.

b) Il existe un réel x tel que sin(x):g

Pour toutréel x , —1<sin(x)<1 ,or §>1
Réponse : faux.

c) Pour toutréel x , cos(24m—x)+cos(14836m+x)=0

Pour tout réel x , la fonction cosinus étant périodique de période 27 et paire :
cos (24 t—x )+ cos (14836 w+x)=cos (—x)+cos(x)=cos(x)+cos(x)=2cos(x)
Réponse : faux.

d) Surlintervalle ] —Jt,m ], 'équation 2cos(x)—\/§:0 admet trois solutions.

Soit x€ ] —m;m Jtelque 2cos(x)—3=0



|5

2cos(x)—+v/3=0 équivauta cos(x)=

equivauta x== ou x=—*
6 6

L’équation 2cos(x)—\/§=0 posséde donc deux solutions.

Réponse : faux.

e) Sinus est positif sur I'intervalle[ —5x ; —4m ]

Sur le cercle trigonométrique, -5m a le méme point image que r et — 4 a le méme point image que 2.
Or sur [t ; 2x] la fonction sinus est négative.

Réponse : faux.

, alors cos(x)zé

f) Soit x€ [0; = ]telque sin(x)= 5

(NN

Pour tout x dans R , cos®(x)+sin’(x)=1 , ainsi,

cos(x)=v1—sin’(x)=4 —%zg ou cos(x):—\/l—sinz(x)zﬂ/1—%:—%

Mais sur [O;n} , la fonction cosinus change de signe. En effet, Cos(x)ZO sur lO;%l

et cos(x)<0 sur x€ %;n]. Finalement cos(x)e_{—g;%}
Réponse : faux.
3) a) Sachant que Cos(%)=§ , calculer cos(%) : cos(%):—cos(%):—@
b) Résoudre dans[ 0;57 ]I'équation cos(x):—g

Sa 7x 177 197 297
6’6" 6 6 6

Les solutions de I'équation sont { .

4) Soit Xx un réel appartenant a l'intervalle [0 ; % ] tel que Cos(x)zg

a) Quel est le signe de sin(x) . Sur l'intervalle [0 ; % ], la fonction sinus est positive.

b) Déterminer la valeur exacte de  sin(x)

Pour tout x dans IR , cos?(x)+sin’(x)=1 , donc sin(x)€{ —V1—cos*(x);y/1—cos*(x)}.

2
Mais sur l'intervalle [0 ; % ], la fonction sinus est positive, donc sin (x )= 1—(§)

Finalement sin(x)=%.

APPLICATIONS DE LA DERIVATION

Exercice 2 Soit f lafonction définie sur IR par: f(x)=x4—2x3—11x2+12x

1) a) Justfierque [ estdérivable sur IR etdonner, pourtoutréel x ,I'expression de f’(x)



La fonction est dérivable sur IR comme fonction polynéme et pour tout réel x

f'(x)=4x’-6x"-22x+12

b) Vérifier que 3 est uneracinede f' .

Eneffet: f'(3)=4x3°-6x3°-22x3+12=4x27-6x9-66+12=120-120=0

c) Factoriser f'(x) souslaforme f'(x)=(x—3)P(x) ;ou P estun polyndme a déterminer.
Comme 3 estracinede [' ,onsaitque f' peutsécrire f'(x)=(x—3)P(x) ,ou P estun polynéme

du second degre, donc, pour toutreel x P(x):ax2+ bx+c ,lesréels a, b et c étant a déterminer.

Cherchons donc a, b, c les réels tels que cette égalité soit satisfaite pour tout réel  x

* D’'une part :

f'(x)=(ax’+bx+c)x(x-3)=ax’+bx’+cx—-3ax2-3bx-3c=ax’+(b-3a)x’+(c-3b)x-3c

«Dautrepart: f'(x)=4x’-6x"=22x+12

Par comparaison terme a terme :

°ca=4 etb-3a=-6 donc b-12= -6 d'ou b=6

°c-3c=12douc=-4 (ouc-3b=-22, dou c-18=-22, on a bien c=- 4)

Finalement, pour toutréel x P(x)=4x2+6x—4 et f'(X):(X—B)P(X):(X—S)(4X2+6X— 4) .
d) Etudier, pourtoutréel x , lesignede P(x)

Calculons A= 6°—4x 4 x (—4)=36+64=100 ;le polyndme P admet deux racines distinctes :

—6—+v100 —6+v100

=—— " =2 et =—=0,5
Xy 3 X, 3
X -2 0,5
— 00 +00
Signe de + 0 - 0 +
P(x) signe de a signe de -a signe de a

e) En déduire, pour toutréel x le signe de f'(x)
Pourtoutréel x ; f'(x)=(x-3)P(x)=(x-3)(4x’+6x-4)

Dressons le tableau de signes pour ' sur R

X -2 0,5 3

— 00 +00
Signe de + 0 - 0 +
P(x)
Signe de - 0 +
(x=3)
Signe de - 0 + 0o - 0 +




f'(x)

2. a) Dresser le tableau de variationde f sur[-3; 3].

Dressons le tableau de variatonde [ sur [—3;3]

X -3 -2 0,5

Signe de - 0 + 0 -

f'(x)

Variations | ' 94

de f R 16 S
—36 —36

Avec f(—=3)=(-3)'-2x(=3)-11x(-3)+12x(-3)=0
f(=2)=(=2)'-2x(-2)-11x(-2)+12%x(-2)=-36

f(0,5):(0,5)4—2><(0,5)3—11><(0,5)2+12><(0,5):% et

f(3)=(3)*-2x(3)’-11x(3)*+12x(3)=—36
b) Lafonction [ admet-elle des extrema sur l'intervalle [-3 ; 3] ? Lesquels ?
D’aprés le tableau de variation de

. f' estnégative sur[-3;-2]; s'annule en -2 , puis est positive sur [-2 ; 0,5] ; de plus f(—2)=—36

La fonction f admet donc comme minimum -36 atteint en -2 sur l'intervalle [ - 3 ; 3]

. f' est positive sur[-2; 0,5]; s"annule en 0,5 ; puis est positive sur [0,5 ; 3] ; de plus f(O,S)Z% .

La fonction f admet donc comme maximum % atteint en 0,5 sur lintervalle [ - 3 ; 3]

3. a) Vérifier que -3, 0 et 1 sont des racines de  f .

Eneffet f(—3)=(-3)"-2x(=3)-11x(-3)+12x(-3)=0
£(0)=(0)*-2x(0)’-11x(0)*+12%(0)=0
f(1)=(1)"-2x(1)’-11x(1)+12x(1)=0

b) Que représentent les points d’abscisses respectives -3, 0 et 1 ; pour Cf , la courbe représentative de la

fonction f ?

Ces points ont tous pour ordonnée 0, ce sont des points d’intersection de la courbe Cf avec l'axe des

abscisses.
4. a) Déterminer I'équation réduite de la tangente T, alacourbe C; au point d’abscisse 0.

Au point A(0 ; 0), 'équation de la tangente est :  y=f"'(0)(x—0)+f(0)



Or f'(0)=4x0’-6x0°-22x0+12=12 et f(0)=0
Ainsi_I'équation réduite de la tangente T, alacourbe C; _aupointdabscisse 0,est y=12x
b) Etudier, sur l'intervalle [-3 ; 3], la position relative de  C, etde T, .
Pour tout réel x , considérons la différence :
flx)—12x=(x"-2x’-11x°+12x)-12x=x"-2x"-11 X’ =x’(x*=2x -11)
Le signe de cette différence est ce lui du polynéme  g(x)=x’-2x-11
Son discriminant A = (—2)2 —4x1x (— 11):48 ; le polynébme g admet deux racines distinctes :

x1=—2«/§+1~—2,46 et x2=2«/§+1s¥4,46 (qui n’est pas dans l'intervalle d’étude).

Dressons le tableau de signesde g sur[-3; 3]:

X -3 —2+/3+1 3
Signe de + 0 -
g(x) signe de a signe de -a

Nous en déduisons que

.« g(x)<0pour x€ [—243+1;3];
« g(x)=0pour x€ [—3;-2+/3+1]
Ainsi
. f(x)—(le)>0 pour X€ [—3;—2«/§+1]; la tangente T'; est en dessous de la courbe C;

. f(x)—(leKO pour X€ [—2«/§+1;3]; la tangente T, est au dessus de la courbe C,

-5

Remarque. Ci-contre C; la
courbe représentative de la
fonction f ainsique la
tangente T, alacourbe C; 2o

au point d’abscisse 0, sur 25

lintervalle [-3 ; 3].

-30

35




Exercice 3 On se place dans le plan muni d’'un repére orthonormé.

La courbe I représentée sur le graphique ci-dessous est I'ensemble des points de I'hyperbole d’équation

_10x+4

avec X appartenanta lintervalle [O ; 8].
x+2

Pour toute abscisse x dans l'intervalle [0 ; 8], on construit le rectangle ABDE comme indiqué sur la figure.

On donne les informations suivantes :

« Aet B sont sur I'axe des abscisses |
« Aestdabscisse x 7 L

* B et D ont pour abscisse 8

» E appartient a la courbe 3¢ B

« D et E ontla méme ordonnée -

0 Al 2 3 1 3 6 T HB

L'objectif de ce probléme est de déterminer la ou les valeurs éventuelles de x de l'intervalle [0 ; 8]

correspondant a un rectangle ABCD d’aire maximale.
1) a) Déterminer l'aire du rectangle ABCD lorsque x=0
b) Déterminer I'aire du rectangle ABCD lorsque x=4

2) On définit la fonction f qui atoutréel x de l'intervalle [0 ; 8] associe I'aire du rectangle ABCD.

2
On admet que 'expression de la fonction f définiesur [0;8] estdonnéepar: f(x)= —10x7+76x+32

x+2

Répondre au probléme posé.

Exercice 3

1) a) Pour x=¢0, on a AB=8 et AE=2,
On peut lire graphiquement les coordonnées, |I'ordonnée de E.
L'équation de la courbe étant donnée, vérifions tout de méme par le calcul :
10x0+4 _4

Pour X=0,y:W—§=2_



ABDE a donc pour aire 16.

_, o_10x4+4 44 22
b) Pour x=4,y=—r—>—=7"= 3

22 N . 22 88
Pour x=4, on a AB=4 et AE=? et ainsi, ABDE a pour aire : 4><?=? .

2) On cherche pour quelle(s) valeur(s) x ABDE a une aire maximale.
Pour cela, nous allons étudier les variations de la fonction f.

Pour tout x€[0;8],x+2#0. f est donc dérivable sur [0;8] comme quotient de des
deux fonctions u et v, dérivables sur [0;8], avec :

* u(x)=—10x*+76 x+32 et u' (x)=—20x+76

* y(x)=x+2 et vi(x)=1

Pour tout x€[0;8] :

_(—20x+76)(x+2)—(—10x*+76 x+32) x 1

flx)= T

Fx)= —20X°—40 x+76 x+152+10x° —76 x—32
(x+2)2

fv(x):—10x2—40x+120

(x+2)2

(x+2)2>0 donc f'(x) est du méme signe que son numérateur —10x°—40x+120.
Nous reconnaissons une fonction polynéme du second degré, dont le discriminant est
A=(—-40)"~4x(—10)x 120=6400. A>0 donc il y a deux racines :

_ —(—40)+1/6400 _40+80 _ —(—40)-+6400 _ 40-80 _

= =—6¢10,;8 = = =2
i 2x(-10) -20 #[0;8] et x, 2x(—10) -20
x 0 2 8
Signe de f'(x) + 0 —
(a = —10 < 0)
Variation de f v 36—
16 0
2
ol f(2)= 10x2°+76 x2+32 _ 144 —136.

2+2 4

Le rectangle atteint son aire maximale lorsque x=2. Cette aire vaut 36.
Remarque

Autre procédé de recherche des racines de x» —10x*—40x+120 :

2 est une racine évidente. En effet, —10x2°—40x2+120=0.

120

Soit x, la seconde racine. Le produit des racines est : 2><X2=_—10——12. D’ou x,=—6,



PRODUIT SCALAIRE

Exercice 4 Les questions sont indépendantes.

1) On considére le triangle RFA ci-contre, calculer RA.RF

Dans le triangle RFA, rectangle en A, cos(@):% ;ainsi AR=FR Xcos(l*{R\A)=4,55><cos(36)

Le point A est le projeté orthogonal du point F sur la droite (AR), donc :

RA.RF =RA.RA=RAX RA=(4,55Xcos(36))*~13,55

2) Soit ABC un triangle isocéle en A tel que BC = 6 cm. Soit H le projeté orthogonale de A sur (BC).
Faire une figure. Calculer BA.BC
Le point H est le projeté orthogonal du point A sur la
droite (BC), donc:

BA.BC=BH .BC=BHXBC=3X6=18.

T

3) Soient A, B, C des points tels que E‘l\C:% ; 273.2626,01 et AB=1,75 cm.

Déterminer la longueur AC.

Onsaitque AB.AC=|[4B|x||4C|xcos(BAC) C
Ainsi L
e

HZE”XCOS(BAC)

v

Donc ||ZE’||— 6,01

“175%05 087

'

4) Dans un repére orthonormé (O; 1 ; ] ). Soient U et W des vecteurs de coordonnées

-

respectives (10 ; 9) et (3 ; 5). Calculer le produit scalaire U.W .Lesdeuxvecteurs U et W sontils

orthogonaux ?

Onsaitque u.Ww=xx'+yy'=10X3+9X5=75 .On constate que u.w#0 ;les deux vecteurs U et

—

W _ne sont pas orthogonaux.




5) Dans un repére orthonormé (O; [ ; ] ). Soient I et W des vecteurs de coordonnées
respectives (10; X ) et (3;5). Existe-t-il desvaleursde X pour lesquelles les deux vecteurs U et

W sont orthogonaux ?
Onsaitque #.Ww=x,x,+y,1,=10X3+xX5=30+5x

On constate que u.w=0 sietseulementsi 30+5x=0 sietseulementsi x=—6

-

-
La valeurde x pourlaquelle les deux vecteurs U et W _sont orthogonaux est -6.

Exercice 5 Les questions sont indépendantes.
Dans un repére orthonormé (O; I ; ] ).
1) Considérons les vecteurs i et W telsque #°=3 ; W =4 et |[u+Ww|=9

Calculer u-w

On sait que ﬁ-W=%(Hﬁ+WH2—HﬁH2—HW||2) , ainsi a.w:%(92—32—42):2&
2) Considérons les vecteurs 1 et W telsque ||u||=4 ; ||W||=3 et u-Ww=6
Calculer :
V7 . -2 —2 - =2 IS ICC N e
|| 7 || ; ; ; (u+w) ; (u+2w) —(u—zw)

VT o VT A7
. ——u||=—|ju||=—=—Xx4=2V7 ;
|-l =" =S x4=247
. w=|ulf=4=16 et W=||w|[=3"=9 ;
o (a+w)=|a+w|=]ulf +25. 0+ w|f =42 +2x 6+3°=37
oo 1oy o 1oy s s 0 1 s
. —w) —(u—=w) =u"——w=4"—-—X3"=1
(u+2w) (u 2w) 2" 1 3°=13,75
o (5u-w)(B3u+w)= 15T +5u-w—3u-w—w =150 +2u-w—w =15x4+2x6-3°=243 ;
Exercice 6 7
Soient A(0 ; 6) B(8; 6) et C(8; 0) trois points dans un 1 ns :
repére orthonormé (O; 1 ; ] )-

Soient K le milieu de [AB] et L le milieu de [BC].

1) Calculer les coordonnées des vecteurs OK
et (_?Z

2) Calculer le produit scalaire OK .OL

3) Calculer les normes des vecteurs OK

et 52

4) Déterminer la mesure de 'angle KOL

5) Déterminer la longueur KL.

6) Déterminer la mesure de I'angle OLK

1) Les coordonnées du point K et celles du point L



sont :

Xyt X, _Vatys

. Xg= 5 =4 et yi= 7 =6 pour K
Xo+x +
. X, = C2 £=8 et yLzyczyB=3 pour L

Les coordonnées des vecteurs @»{(x,(—xo;y,(—yo):(4;6) et 5>L(xL—x0;yL—y0)=(8;3)

2) Calculons le produit scalaire OK .OL

OK .OL=xXx"+yXy'=4X8+6X3=50

3) Calculons les normes des vecteurs :
* ||5I?||:\/('XK_x0)2+(y1(_y0)2:\/42+62:2\/ﬁ
¢ ||5ZH:\/(XL_xo)2+(yL_y0)2:\/82+32:\/ﬁ

4) Déterminons la mesure de 'angle KOL

O L={ORIoT s R00) e (L) TR o 0

Utilisons la touche « arcos » de la calculatrice.

Finalement IfO\L est égal a 35.75° au centiéme prés.

5) Déterminer la longueur KL.

Dans le triangle LBK, rectangle en B, appliquons le théoréme de Pythagore,
KL’=KB*+BL® ,ainsi KL=14+3’=5

6) Déterminons la mesure de I'angle OLK

Dans le triangle OLK, appliquons la formule d’Al Kashi :

2 g2 2 N .. — _OKZ—KLz_OL2
OK*=KL*+OL* =2 KLXOLxcos(OLK)) ;ainsi cos(OLK )==———-~—"

4X13-25-73 4,6 . .
—= . Utilisons la touche « arcos » de la calculatrice.
2x5xV73 73

Finalement OLK est égal 4 57.43° au centiéme prés.

Puis, cos(OLK)=—

ALGORITHMIQUE

Exercice 7
4n+1

2n+3’

Soit la suite (vn) définie tout entier naturel n, par v, =

1) Etudier le sens de variations de la suite (vn).

* Pour tout n € IN, considérons la différence v,,,,—V,, :

) _4(n+1)+1 4n+1_4n+5 4n+1_(4n+5)(2n+3)—(4n+1)(2n+5)
™ 2(n+1)+3  2n+3  2n+5 2n+3 (2n+3)(2n+5)

_ 8n°+12n+10n+15—-8n°—20n—2n->5

V1™ Vn (2n+3)(2n+5)




10

Ynt TV T 5 ne3)(2n+5)

* Ainsipourtoutn€ N, v, ,—v, >0;puisv,, ,>v, ;lasuite (vn) est strictement croissante.

2) Ecrire une fonction « seuil » en Python, qui renvoie le premier indice n pour lequel le terme v, dépasse un
seuil donné. Que renvoie « seuil(1.9) » ?

VOIR SUR CAPYTALE (ENT) L’ACTIVITE e9¢c2-1378248

1+ def seuil(x): Python 3.10.2 (main, Sep 15 2022 23:28:12)

2 k=0 Type "help", "copyright", "credits™ or "license"
3 U=}/3 >>> # script executed

4- while u < x: >>> seuil(1.9)

5 k=k+1 5

6 u=(4*k+1)/(2*k+3) N

7 return k+1

3) Ecrire une fonction « suite » en Python, qui renvoie la liste des n+1 termes de la suite (V,,).
VOIR SUR CAPYTALE (ENT) L'ACTIVITE e9¢2-1378248

Console

def suite(n):

L=[2] Python 3.10.2 (main, Sep 15 2022 23:28:12)
for i in range(1,n+1): Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
u=(4*i+1)/(2*i+3) >>> # script executed
L.append(u) >>> suite(0)
return L [2]
>>> suite(1)
[2, 1.0]

>>> suite(2)

[2, 1.0, 1.2857142857142858]

>>> suite(6)

[2, 1.0, 1.2857142857142858, 1.4444444444444444, 1,5454545454545454, 1.6153
846153846154, 1.6666666666666667 ]

4) Conjecture la limite de la suite (Vn) en utilisant la fonction Python de la question 3).

La suite (vn) semble s’approcher, pour n_grand. de 2.

A partir de n=25, les termes de la suite sont supérieurs a 1,9 et s’approchent de plus en plus de 2.
Ci-dessous, fin de la liste pour n=1000 :

, 1.9973361747469367, 1.9973390101117616, 1.9973418394471025, 1.99734466277
2172, 1.9973474801061009, 1.9973502914679386, 1.9973530968766544, 1.9973558
963511369, 1.9973586899101954, 1.9973614775725594, 1.9973642593568792, 1.99
73670352817272, 1.997369805365597, 1.997372569626905, 1.9973753280839894, 1
.9973780807551127, 1.99738082765846, 1.9973835688121402, 1.997386304234187,
1.9973890339425588, 1.9973917579551383, 1.9973944762897342, 1.997397188964
9811, 1.99739989599584, 1.9974025974025975, 1.9974052932018682, 1.997407983
4110938, 1.9974106680476438, 1.9974133471288154, 1.9974160206718345, 1.9974
186886938565, 1.997421351211965, 1.9974240082431736, 1.9974266598044261, 1.
9974293059125965, 1.997431946584489, 1.9974345818368393, 1.9974372116863146
> 1.9974398361495136, 1.9974424552429668, 1.9974450689831376, 1.99744767738
64216, 1.9974502804691483, 1.9974528782475802, 1.9974554707379135, 1.997458
0579562786, 1.9974606399187405, 1.9974632166412989, 1.9974657881398885, 1.9
974683544303797, 1.9974709155285786, 1.9974734714502274, 1.9974760222110046
, 1.9974785678265254, 1.9974811083123425, 1.9974836436839456, 1.99748617395
67622, 1.9974886991461578, 1.9974912192674361, 1.9974937343358397, 1.997496
2443665498, 1.9974987493746874, 1.9975012493753124, 1.997503744383425]



