Correction sujets de bac : Géométrie dans I'espace — 1

Sujet n°1 : La Réunion — juin 2003
1) V= %Jlbase X Hauteur = %JZABD X AM

. R IX1 1 o
Or ABD est un triangle rectangle isocele en A avec AB = AD = 1 donc Aygp = % = unité d’aire.

De plus, AM = % X AE (cara > 0) donc AM = %

Finalement|V = L
6a
2)

a. a?+ 2 # 0donc le barycentre K existe.
Par définition : MK + BK + DK = 0. Or :
a?MK + BK + DK = 0 & a*(MB + BK) + BK + DB + BK = 0 & (a® + 2)BK = —a?MB — DB

2
— a* -
< |BK = BM + BD
a?+2 a?+2
b.
_—— 2 _—— —_—— aZ — —_—— — _— ——
BK.AM = BM.AM + BD.AM = BA+ AM ). AM + BD.AM
az+2 a?+2 a2+2( ) a?+2

Or (AM) est orthogonale au plan (ABD) donc a toute droite de ce plan donc en particulier a (BD) donc BD.AM =0
De méme, BA.AM = 0. Finalement :

BK.AM @ AM? @ (1)2 !
. = = X |— =
az+2 az+2 a a? +2
BK.AD = BM.AD + BD.AD = BM.AD + BA + AD).AD
az+2 az+2 az+2 a2+2( )

Or (AD) est orthogonale au plan (ABM) donc a toute droite de ce plan et en particulier a (BM) donc BM.AD = 0.
De méme, BA.AD = 0. Finalement :

AD? = !
az+2 T laz 42

BK.MD = BK.(MA + AD) = BK.MA + BK.AD = —BK.AM + BK.AD = —

c. On utilise la méme méthode qu’a la question précédente :

BK.AD =

1 1
a2+2-|_az+2_|§|

2
_ a _— _—
DK = DM + DB
a?+2 a?+2 , ,
, . —_— _ a Sl —_— —_— 1 —_— _ a 2 _ 1
On en déduit quze DK.AM = —— (DA +AM).AM + ——DB.AM = —— AM? = ——
et DK.AB = ——DM.AB + —— (DA + AB).AB = —— AB? = —
a“<+2 a<+2 1 1 a“<+2 a“<+2
D’'ou DK.MB = DK.(MA+ AB) = ——+ —— =
a<+2 a“<+2

d. D’apres la question b, les droites (BK) et (MD) sont orthogonales. Or elles appartiennent au méme
plan (BDM) car K est un barycentre des trois point B, D et M donc elles sont perpendiculaires ce qui montre que
(BK) est la hauteur issue de B dans le triangle BDM.

De méme, d’aprés la question ¢, (DK) et BM) sont perpendiculaires et donc (DK) est la hauteur issue de D dans le

triangle BDM.

K est donc a I'intersection de deux hauteurs du triangle BDM c’est donc
3) AK.MB = (AD + DK).MB = AD.MB +DK.MB=0+0=0

Car (AD) est orthogonale a (ABM) donc a (BM).

De méme, AK.MD = AB.MD + BK.MD = 0

On en déduit que (AK) est orthogonale a (MB) et a (MD) qui sont deux droites sécantes du plan (BDM).

On en déduit que (AK) est orthogonale a (BDM). |C’est donc la hauteur issue de A dans le tétraédre ABDM|.
4)

I'orthocentre de BDM.|

a. Dans le triangle ABM rectangle en A, a I'aide du théoréeme de Pythagore, on obtient :
2
2 An2 s 1 a"+1
BM* = AB* + AM* = 1+_a2 =

2
a

2
De méme, dans le triangle ADM rectangle en A, on obtient DM? = AD? + AM? = £21

a?



On en déduit que BM = DM et donc|BDM est isocéle en M‘.
De plus, BD? = BA? + DA? = 1+ 1 = 2 (on utilise le théoréme de Pythagore dans ABD rectangle en A).
Pour calculer I'aire du triangle BDM, nous pouvons calculer la hauteur h :

, . (BDY? ) 2 _ a2+1 2 _2a°+2-a> _a’+2 a? +2
h ( ) = BM* ou encore h* = —— = d'ou h =
2a? 2a? 2a?

hxBD 1 |a?+2 a2+2 va? + 2
Appy = =5 |5z ———xV2= a (cara > 0)
a?

+

b. Agpy =1 =l1ovVa2+2=2ae a’+2=4a’ cartout est positif

& a? & 2
a‘ =-— a= |-
3 3

1 1 1 1 1 1 [3 NG

Danscecas,V = -AK X Agpy etdonc=AK = —ouencore Ak = —=—== [-=|—

3 3 6a 2a , 2 2N2 4

3

Sujet n°2 : Polynésie — septembre 1998

1)
a.
L 4 0
b. BC.BA = (0) < 6 ) = 0 donc (BC) et (BA) sont orthogonales.
o -4\ /0 8
C0.0A = ( 0 )(6) = 0 donc (CO) et (0OA) sont orthogonales.
-8 0

4\ /0

BC.0A = (0) . (6) = 0 donc (BC) et (0OA) sont orthogonales. Donc (BC) est orthogonales a deux droites
0 0

sécantes de (OAB) (en effet BA et 04 ne sont pas colinéaires) donc (BC) est orthogonal au plan (AOB).

c. (BC) est donc la hauteur issue de C du tétraédre OABC.

1 OAXO0OB 2
VOABC=§BCXCH0AB=§X4XT 3 6X8_32C‘rn

d. Soit M le centre de la sphére a laquelle appartient les points O, A, B et C.

Comme OM = AM, on a que M appartient au plan médiateur de [OA] qui a pour équation y = 3 (plan paralléle a
(x0z). De plus, M appartient aussi au plan médiateur de [OB] qui a pour équation z = 4.
Pour finir M appartient au plan médiateur de [OC] qui a pour équation x + 2z — 10 = 0.
On trouve donc x = 10 — 2z = 2. Finalement M(2; 3; 4).
On vérifie AM = V22 + 32 + 42 =29 ; BM =22 + 32+ 42 =+29; CM =22 +32 + 42 =+/29
Et OM = /29. Donc 0, 4, B et C appartiennent a une sphére de centre M(2; 3; 4) et de rayon v/29.

2)

0
a. M(0;0; k). Déterminons une équation de I1 : 0B (0) est normal a IT donc une équation de II est
8
8z4+d=0.0rM elldonc8k +d = 0etd = —8k. Une équation de Il est donc 8z — 8k = 0 ou encore z = k.
x=t
Coordonnées de N : (0OC) : {y =0 (teR)donc2t=ketN (g, 0; k)
z =12t
x =4+ 4t
Coordonnées de P : (AC):{ y=—6t donc8+8t=kett =§— 1d'oUP(§;6—%;k)
z=8+8t
x=0
Coordonnées de Q : (AB) :{ y=—6t donct= g —1douQ (O; 6 — %; k)
z=8+48t

MN ; W’) donc ces vecteurs sont égaux et MNPQ est un parallélogramme.

o onNn|x
o on|x



2 0
b. PM.OB = 6 — 3k (O) = 0 donc (PM) est orthogonale a (OB).

4 8
0
k
S 2 4 9k 72
PM.AC=0& 3k |.|-6|=022k-36+—=0=k=—
_ 2 13
4 8
, 0
Pourk = % les droites (PM) et (AC) sont également orthogonales.
2
c. MP=\/(§) 6—— \/—+36 9%k +25 = \/ﬂ—9k+36
Donc MP? = 1:—" — 9k + 36.
La distance MP est minimale quand MP? est minimal car une longueur est positive.
Or MP? est un polyndme du second degré qui est minimal pour k = zxiﬁ =9x 23(?3 = %

16
Donc la longueur PM est minimale quand (MP) et (AC) sont orthogonale.

Sujet n°3 : extrait de Liban — mai 2011
1)

—4 -1

a. AB (—4) et AC (—4) Ces vecteurs ne sont clairement pas colinéaires (méme ordonnée mais pas la
4 -2

méme abscisse) donc 4, B et C ne sont pas alignés.

2) AB.i=—4x%x2+(—4)x(-1)+4Xx1=-8+4+4 = 0donc 4B et sont orthogonaux.
AC7i=—-1%X2+(—4) X (=1) +(=2) x 1= —2 44 — 2 = 0 donc AC et 7 sont orthogonaux.
Comme 71 est orthogonal & deux vecteurs non colinéaires de (ABC) alors 71 est normal a (ABC).

1

3) Ti( 1 ) est normal a (P)
-1

UnN=1x2+1x(—1)+(—-1) =2—-1—-1 = 0doncu et 7 sont orthogonaux et comme 1 est normal a (P) et

que 71 est normal a (ABC ) alors (P) et (ABC) sont orthogonaux.

4) On appelle G le barycentre des points pondérés (4; 1), (B; —1) et (C; 2).

Xa—xg+2xc  1+3+0 _ 2424 -1-3-6
a. xg= A1 f+zc= —=2;¥ ~—=0etz; =——— = —5donc G(2;0;-5)

—

2
b. CG ( 2 ) donc CG = 21 et donc CG est normal 3 (P) ce qui montre que (CG) et (P) sont

-2
orthogonaux.
. x—0=t
c. H € (CG) doncil existe un réel t tel que CH = tCG doncy y + 2 =t et les coordonnées de H sont
z+3=—t

(t;t —2;—t—3).Comme H € (P),onaaussi:x+y—z+2 =0etdonc
t+(t—-2)—(-t-3)+2=0&3t=-3& t=-1 donc|H(—1;-3;-2)|
5) Comme G est le barycentre de (4;1), (B; —1) et (C;2),0n a MA — MB + 2MC = 2MG d’ou
|MA — MB + 2MC|| = 12 & ||2MG|| =12 ® MG =6
S est donc une spheére de centre G et de rayon 6.
6) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de 'intersection du plan (P) et de la sphére (S).

L’intersection d’'une sphere et d’un plan est un cercle ou I'ensemble vide.
|1240+5+2| 9

4GP = Frmmcr v

de (P) et (S) est un cercle. Le centre de ce cercle est le point H qui est le projeté orthogonal de G sur (P).

= 3+/3 et comme cette distance est inférieure au rayon de la sphere, I'intersection

Pour calculer le rayon du cercle, on utilise le théoréme de Pythagore dans le triangle GHM ou M est un point du
cercle. GHM est rectangle en H et GH = d(G; (P)) = 3v/3; GM = 6 car M appartient a I'intersection de (P) et (S)



donc en particulier, c’est un point de la sphére.

2
Onadonc MH? + GH? = GM? ou encore MH? = GM? — GH? = 6> — (3V3)” =36 —27 =9 d’ou
MH=J9 = 3 Le rayon du cercle est donc 3.

Sujet n°4 : France — septembre 2005

1)
1
a. R apour équation cartésienne x + 2y — 7 = 0 doncn; | 2 | est un vecteur normal a R.
0
f.n; =—2x1+1x2+5x0=0donci et n; sont orthogonaux et les plans [P et R sont perpendiculaires.

b. Déterminons I'équation cartésienne du plan P. Comme 71 est un vecteur normal & P, une équation
estdelaforme —2x +y+5z+d=0.0rB€EPdonc—2Xx1+1%x(-2)+5%x1+d=0soitd =—1.
Une équation de P estdonc —2x +y +5z—1=0.

M(x;y;z)EPOR@{_Zx-I_y-I_SZ_l20@{_2(7_2y)+y+52_1=0@{5y+52_1520

x+2y—7=0 x=7-2y x=7-=2y
=3—
{xzz 7 _ Zyy donc, en posanty = —t, on trouve x = 7 + 2t et z = 3 + t. Une représentation paramétrique de
x=7+2t 2
la droite d’intersection de P et R estdonc{ y =—t (t € R).Donc le vecteur 2| —1 | est un vecteur directeur
z=3+t 1
x=7-8=-1
de A qui de plus passe par C car, pour t = —4, on trouve y=4
z=3—-4=-1
. _ |=2x5+(=2)+5x(-1)-1| _ 18 _ 18V30 _ [3v30
¢ dAP)= JE2)2+12+52 V30 30 | 5

dpy = 5F2XCED 716 6v5
' V1Z + 22 V5 L5

d. Onnote H le projeté orthogonal de A sur P et I le projeté orthogonal de A sur A. Comme P et R
sont perpendiculaires, le triangle AHI est rectangle en H donc AI? = AH? + HI? or Al est la distance de A a A, AH

est la distance de A au plan P et HI est égale a la distance de A au plan R. D’ou :

2 2
330 6v5 9x30 36x5 54+36
A12=<—> +< ) - + - =18 etdonc Al = V18 =[3v2]

5 5 25 25 5
2)
(24
a. On considére AM( 5—t ) donc AM = /2t —4)2+ (5—t)2 + (t+ 1)2 = |\/6t2 — 24t + 42
t+1

b. On considére la fonction ¢: t - V6t2 — 24t + 42 définie sur R car le discriminant de
6t% — 24t + 42 est strictement négatif donc ce polyndme est strictement du signe de a = 6.

¢ est la composée d’une fonction polyndme dérivable sur R et strictement positive et de la fonction racine carrée
12t-24 6t—12

Wot?—24at+4z  VeiZ_zatraz
Donc ¢’ est du signe de 6t — 12 car son dénominateur est strictement positif donc :

t —0 2 +o0
Signe de ¢’ (x) — 0 +

Variations de ¢ \ /

¢ admet donc un minimum en 2 et ¢(2) =18 = 3v2
c. Ontrouve AM minimal quand t = 2 donc pour le point M;(5; 1; 2) or ce point appartient a la droite

qui est dérivable sur ]0; +oo[ donc ¢ est dérivable sur R et ¢p'(x) =

7+2t=5 t=—
Acari —t=1 & ijt=-1. Donc‘Mz représente le projeté orthogonal de A sur A|.
34+t=2 t=-1



Sujet n°5 : Centres étrangers — juin 2006
Partie A

1) Dans le repére (4; AB; AD; AE), ona A(0; 0; 0) ; B(1;0;0) ; D(0; 1;0) et £(0; 0; 1).
BD=V1I+1+0=+2 BE=V1I+0+1=+2 DE=\0+1+1=+2

BDE a trois c6tés de méme longueur donc c’est un triangle équilatéral.

2)
a. I est/lisobarycentre de B, D et E donc
_xptxptxp 1 1 1 d 1(111)
xI_ 3 _3 ] y1_3 ,ZI—3 onc 313;3
b. Al G,%,%) et G a pour coordonnées (1;1;1) donc E(l; 1;1) et on a bien Al = éﬂ})

On en déduit que les vecteurs Al et AG sont colinéaires et donc que les points A, I et G sont alignés.

3) Comme I appartient au plan (BDE), pour démontrer que I est le projeté orthogonal de A sur (BDE), il suffit
de vérifier que Al est un vecteur normal au plan (BDE) et pour cela, montrer que Al est orthogonal a deux vecteurs
non colinéaires de (BDE).

1 1
3 -1 3 -1
Al.BD =| 2 .<1>=—1+1+0=0 Al.BE =| % .<o>=—1+0+-=o
3 3 3 3 3
1 0 1 1
3 3

Donc I est bien le projeté orthogonal de A sur (BDE).

Partie B

1) M est défini par AM:1 = %E orAl = éﬂ}) donc|{M1 = I|; P1 est donc le plan passant par I et parallele au
3 3 3 3

plan (BDE) or I € (BDE) donc|P1 = (BDE)|; N1 est I'intersection du plan (BDE) et de la droite (BC). Il est bien
3

3

évident que ce point d’intersection est le point B donc|N1 = B

2 3 2 \/_
= @0 - -

3

2)
Xk = k
a. M, est définie par AM,, = kAG donc {yk =k d'ol|M(k; k; k)
Zp = k

b. Py estle plan passant par M}, et paralléle au plan (BDE) donc un vecteur normal a (BDE) est

également un vecteur normal a Pj,. Or d’apres la premiére partie (Al) et donc (AG) est une droite perpendiculaire a
1

(BDE) donc AG (1) est un vecteur normal a P, donc une équation est alors de laformex +y +z+d = 0.
1

Or M, € P, donck + k+k +d = 0doncd = —3k et une équation de P, est|x+y+z— 3k = 0|

c. Ny estl'intersection de P;, et de (BC) donc Nj a des coordonnées de la forme (x;y; 3k —x — y) et

comme Ny, appartient a (BC), les vecteurs BC et BN, sont colinéaires.

0 x—1 x—1=0
Orﬁ(l) etW( y ) donc il existe un réel ¢ tel queB—Nk)= tBC et donc y=t
0 3k—x—y 3k—x—y=0
x=1
{ y=t Onendéduitz=3k—x—y=3k—1-Bk—-1)=0
y=3k—-1

Les coordonnées de N, sont donc :|(1; 3k — 1;0)



3) (MgN,) orthogonale a (BC) et (AG)

1

———)—)_ _ k:—
@{Mka.éE—O@{(k—1)+(k—3k+1)+k—O(:) 2
MN,.BC = 0 k—3k+1=0 p=L

2

Doncsik = %alors (AG) et (BC) sont orthogonales a (M, Ny).

4) MNg =/ (k —1)2 + (=2k + 1) + k2 = V4k? — 6k + 2

Comme M, Ny, est positif et que la fonction racine carré est strictement croissante sur [0; +o[, M, N, est minimale

b 6 3

quand M, N7 est minimale donc quand 4k? — 6k + 2 est minimale. Or ceci se produit pour k = i

- 3
Donc M, Ny, est minimal pour |k = "

5) Ma: est le milieu de [AG]; N1 est le milieu de [BC]
2 2

On sait que N1 appartient au plan Pi. De plus (BDE) et P1 sont paralléles donc les intersections de ces deux plans
2 2 2

avec un troisi€me plan sont des droites paralléles. Ceci nous permet de tracer I'intersection de P1 avec la face ABCD
2

car on trace la paralléle a (BD) passant par Ni. Et ainsi de suite, on trace des segments qui joignent le milieu
2

d’arétes et qui sont paralléles soit a (BD), soit a (BE), soita (DE).
On obtient un hexagone régulier.

Sujet n°6 : extrait d’'Asie — juin 2003
Partie A

3 3

1) E<3); ZE( 0) etAB.AC=3x3+3x0+43%x(-3)=940-9=0
3 -3

Donc AB et AC sont orthogonaux et MBC est un triangle rectangle en A.‘

1

2) 1 (1) est un vecteur normal & . On remarque que AB = 37 donc 71 et AB sont colinéaires et donc AB est un
1

vecteur normal a P.

Deplus:3—2+2—-3=0doncA4 € P. |P est donc bien le plan normal a (AB) passant par A.

3

3) E( 0 ) est un vecteur normal a P’ car (AC) est orthogonale a P’ donc une équation cartésienne de P’ est
-3

3x —3z+d = 0. De plus A appartienta P’donc3x3—-3%x2+d=0doud = -3.

Une équation cartésienne de P’ est donc 3x — 3z — 3 = 0 ou encore

Partie B
—_— _3 —_—
1) AD| 6 | doncAD.AB=-3X3+6%X3—-3%Xx3=-9+4+18-9=0
-3

EtAD.AC = —-3Xx3+0—-3X (=3) =—9+9 =0donc AD est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du
plan (ABC) donc ‘(AD) est perpendiculaire au plan (ABC).‘

2) AD représente donc une hauteur du tétraédre ABCD et la base correspondante est le triangle rectangle
ABC.

1 1 ABXAC 1
V=§AABCXAD=§XTXAD=gXABXACXAD

OrAB =32+32+32=+27=3V3; AC =+v32+0+32=+18=3V2 et AD =32+ 62 + 32 = 3V/6 donc
1
V=g(3\/§x3\/§x3\/€)=



6 6
3) Dﬁ’(—3> etﬁ<—6> donc DB.DC =36+ 18 + 0 = 54

6 0
OrDB.DC = DB x DC x cos(DB; DC) = V36 + 9 + 36 x V36 + 36 + 0 x cos(BDC) = 9 x 6v/2 x cos(BDC)
AR _ 54 V2 s _ T oo
Donc cos(BDC) =z 7 et donc‘BDC = radlan.‘

4)
a. On note H le projeté orthogonal de B sur (DC). Alors le triangle BDH est un triangle rectangle en H
avec BDH = % radian donc BH = sin (n) X BD = \/2—7 X 9.

4
BHXDC 1 9V2

Appc = ——5— =5 X - x 6V2=[27]

b. Dans le tétraedre ABCD, on peut considérer la hauteur issue de A et la base BCD et alors :

V= % X Apcp X d(4; (BCD)) d'ott d(A; (BCD)) = 27 x 23_7 =3}



