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FACULTE

JEAN MONNET TD de mathématiques 1. Cours de P. Beau.

DROIT-ECONOMIE-GESTION

Série d'exercices n°1.

Préliminaires. Expression mathématique

Conditions nécessaires, suffisantes. Expression mathématique.

Exercice 1 Reconnaitre une condition nécessaire ou suffisante
(a) est-elle une condition nécessaire a (b) ? (b) est-elle une condition nécessaire a (a) ? (a) et (b) sont-elles équivalentes?
L’exprimer par une des 3 propositions : si (a) alors (b) ; si (b) alors (a) ; (a) si et seulement si (b).

1°)  (a) Le polygone P est un rectangle (b) Le polygone P a 4 cotés

2°) (a) Le triangle T a au moins 2 angles de 60°  (b) le triangle T est équilatéral
rappels : un triangle est équilatéral si et seulement si ses 3 angles sont de 60° (n/3 radians). D’autre part la
somme des mesures des 3 angles d’un triangle est 180° ( & radians ).

3°)  (a) L’étudiant Machin est présent a 1’épreuve de rattrapage de micro-économie
(b) L’étudiant Machin a échoué a I’épreuve de micro-économie de la premiére session

4°) (b) Ursule était inscrite pour ’année 2015-2016 a la faculté Jean Monnet
(a) Ursule a validé sa lere année de licence en Juin 2016 a la faculté Jean Monnet

Exercice 2_ Utiliser une condition nécessaire ou suffisante
Indiquer quelles sont les affirmations correctes, les exprimer en indiquant des conditions nécessaires,
équivalentes, ou suffisantes.

1°) Arthur a dit hier : “Demain, si Arnold me préte son scooter, alors je vais au cinéma”
Aujourd’hui Arthur est au cinéma. Donc Arnold lui a prété son scooter.

2°) Arsinoe a dit hier: “Demain, si on me préte un scooter, alors je vais au cinéma”
Aujourd’hui Arsinoe révise ses cours toute la journée. Donc on ne lui a pas prété de scooter.

3°) Aristide a dit hier: “si je vais au cinéma demain, c’est qu’il pleut” — qu'on peut interpréter ainsi : « si je vais
au cinéma, alors il pleut » — .

a) Aujourd’hui il pleut Donc Aristide est au cinéma

b) Aujourd’hui Aristide n’est pas au cinéma Donc il ne pleut pas

¢) Aujourd’hui il ne pleut pas Donc Aristide n’est pas au cinéma



4°) Tous les oiseaux ont des plumes
Or Kiki a des plumes Donc Kiki est un oiseau

5°) Tous les oiseaux se reproduisent en pondant des ceufs.
Or Toto a pondu un ceuf Donc Toto est un oiseau .

6°) Tous les mammiféres allaitent leurs petits
a) Or Zuzu allaite ses petits Donc Zuzu est un mammifere

b) Or les petits de Dodo n'ont pas été allaités Donc Dodo n'est pas un mammifere

7°) Seuls les mammiferes allaitent leurs petits
Or Zaza allaite ses petits Donc Zaza est un mammifére.

8°) Seuls des ¢tudiants présents a I’écrit sont convoqués a 1’oral.

a) Arséne n’est pas convoqué a I’oral Donc Arsene n’était pas présent a I’écrit
b) Arseéne ¢€tait présent a 1'écrit Donc Arséne est convoqué a 1'oral
c) Arsene est a 'oral Donc Arsene était présent a 1'écrit.

9°) Tous les étudiants présents a 1’écrit sont convoqués a 1’oral
Arsene est a I’oral Donc Arséne était présent a I’écrit

10°) Tous les étudiants présents a 1’écrit sont convoqués a I’oral
Vetea n’est pas convoqué a ’oral Donc Vetea n’était pas a 1’écrit

11°) Seuls les étudiants présents a I’écrit sont convoqués a 1’oral
Micky n’est pas a 1’oral Donc Micky n’était pas a I’écrit.

12°) Tous les extrema locaux de la fonction f annulent la dérivée.
Oorf (2)=0 Donc f atteint bien un extremum local en 2

Exercice 3_ Voici des réponses a la question suivante : « Montrer que les fonctions f définies et dérivables
sur IR telles que 2x f(x) = f '(x) pour tout x de IR sont les fonctions de la forme

f:x € R I— f(x) = m exp(x?) , avec m nombre réel. »

Sont-elles correctes toutes les deux ? L'une d'elles seulement est-elle correcte? Aucune des deux n'est-elle
correcte et dans ce cas quelle pourrait étre une réponse correcte ?

lere réponse :
Soit fune fonction définie sur R par :f:x € R t— f(x) = m exp(x’), avec m appartient a IR
fest alors dérivable sur R , avec pour tout x de IR, f' (x) = 2 x m exp(x’) = 2x f(x) .
2nde réponse :
Soit fune fonction définie et dérivable sur IR , avec pour tout x de R, f' (x) = 2x f(x).
Posons pour tout x de IR , g(x) = f(x) exp(-x°).
g est dérivable sur R , avec pour tout x de IR : g'(x) = f'(x) exp(-x’) — 2 x f{x) exp(-x’)
orf'(x) =2 xf(x) par hypothese,
donc g'(x) = 2x f(x) exp(-x’) — 2x f{x) exp(-x°) = 0 pour tout x de IR
Donc g est une fonction constante sur IR .
Donc il existe un nombre m € R tel que g(x) = m
Donc f(x) exp(-x’) = m pour tout x de IR .
Donc f{x) = m exp(x’) , avec m nombre réel constant.

Exercice 4_f,g désignent 2 variables numériques qui sont liées par:  f+ g =4 . Peut-on affirmer que f=1
etg=37?
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Exercice 5 On considére 2 variables économiques k et w liées par 1'égalité : k* +k +4 w? — 4 kw -2 =0
Les affirmations suivantes sont-elles vraies ? Justifier précisément.

a) k=2etw=l1

b) k=2 si et seulement si w =1

c) sik=2,alors w =1

d) siw=Il,alors k=2

e) w#2
Exercice 6_ Exemple : conditions nécessaires, suffisantes, d’extrema.
f désigne une fonction 2 fois dérivable sur son intervalle de définition. On sait par ailleurs qu’elle admet un
minimum, mais on ne sait pas pour quelle valeur.
Comme a I’exercice 1, indiquer si une des 2 conditions (a) , (b) est nécessaire, ou suffisante pour que ’autre
soit remplie, ou si elles sont équivalentes.

1°) f est définie sur IR
(a) la fonction f atteint son minimumen 3 (b) f’(3)=0

2°) f est définie sur IR .
(a) la fonction f atteint son minimum en 3
(b) x=3 est la seule solution a 1’équation f’ ( x) =0

3°) f est définie sur [1; 12]

(a) la fonction f atteint son minimum en 3 b)f’(3)=0
4°) f est définie sur [1; 12]

(a) la fonction f atteint son minimum en 3

(b) x = 3 est la seule solution a I’équation f’ ( x) =0
Rappel : si une fonction est définie et dérivable sur tout IR ou sur un intervalle ouvert , les extrema locaux
sont les valeurs pour lesquelles la dérivée s’annule en changeant de signe. Si I’intervalle est fermé, il peut y
avoir de plus des extrema aux bornes. Pour trouver un extremum , on peut dresser un tableau de variations, ou
encore comparer tous les extrema locaux.

Exercice 7 Langage mathématique.

f désigne une fonction définie sur tout IR.

Indiquer les expressions qui ont un sens, les traduire en langage courant.

E={V xeR;IyeR;x=y~y}; F={f(t)te[-1;2]}

G={3IxeR /f{x)>0}; H={xeR/3Ifx)>0}I={xe R/ f(x)>0}
J=F+1 K=Fn 1 3eF Fel Fcl

Fonctions usuelles

Exercice 8 On considére un plan muni d'un repére orthonormé. Donner 1'équation de la droite passant par les
points de coordonnées ( 2,4) et (-1, 5).

Exercice 9 Trouver le point a I'intersection des deux droites D; et D, d'équations :
(x,y)eD,oy=2x+3 et (x,y)ED,= y=4x+5

Exercice 10 Trouver I'équation de la droite passant par le point de coordonnées ( 1, -1) et paralléle a la droite D
d'équation (x,y)EDey=5x-2

Exercice 11 On considére les 3 points du plan : A(2, 1) B(1,3) C(3,4).
a) Trouver I'équation de la droite (AB)

b) Trouver I'équation de la droite paralléle a (AB) , passant par C
¢) Trouver I'équation de la droite perpendiculaire a (AB), passant par C

d) Déterminer le point de (AB) d'ordonnée 5
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e) On considere H, 1'orthocentre du triangle ABC ( rappel : H est a l'intersection des hauteurs du triangle).
Déterminer les coordonnées de H.

Exercice 12 Trouver I'équation de la tangente a la courbe représentative de la fonction g définie sur tout R
par : (pour tout x de R ) g(x) = x* + 4 au point d'abscisse 1 .

Exercice 13 x, y sont deux nombres liés par: (1+x)'=14

a) Dans le cas ou y = 7, déterminer x.

b) Dans le cas ou x =3, déterminer j.

( 235 pll4 )2
Exercice 14 Ecrire sous la forme d'une puissance de 2 le nombre suivant : *———
2

Exercice 15 Ecrire sous la forme d'une puissance de 2 le nombre 2*x2°x27°x 2
Exercice 16 Ecrire sour la forme d'une puissance de 2 2°x2'* , 2°x27% , (29"

—\5
2'x(32 %2 "

-2 1/2
4°x2° 2

Exercice 17 Ecrire sous la forme d'une puissance de 2 le nombre suivant :

Exercice 18 Déterminer le(s) nombre(s) réel(s) x solutions de exp(x)exp(8)=7exp(5) .Donner une valeur
arrondie a 0,01 pres de x

8
Exercice 19 Déterminer le(s) nombre(s) réel(s) x solutions de M=7 exp(5)

exp(3x)
20X 5”7
Exercice 20 a) Déterminer le nombre p solution de 5 =30
k 2k
b ) Déterminer le nombre & solution de %:
3X15

Exercice 21 Déterminer le(s) nombre(s) x solution(s) de In(2x)—In(3x)+1In(4x)=2
Exercice 22 Déterminer le(s) nombre(s) x solution(s) de In(3x)+In ((4X)2)+ ln(%)Zln 5

Exercice 23 un capital K investi a taux d'intéréts composés annuels 1% acquiert au bout de n années une valeur
K(1+i)™

a) pour 1 = 3%, au bout de combien de temps le capital a-t-il au moins doublé ?

b) 1000 € rapportent au bout de 8 ans 1 400 €. Quel est le taux d'intérét pratiqué ?

e) Quel est la valeur aujourd’hui d'un capital qui, placé au taux d'intérét de 4%, vaudra 2000 € dans 10 ans ?

Exercice 24 Voici quelques valeurs d'une grandeur économique, qui a été relevée 100 jours parmi les jours n° 1
a 120 de l'année.

Somme
t,n° jour | 1 2 3 ... 51)... 54, 56 120 5050
valeury | 25 24,5 257 .. 34... 334 32,9 54 3515
y*t 25/ 49| 77,1 1734 1803,6| 18424 6480 202505
t2 1 4 9 2601 2916| 3136 14400, 338350

Le numéro du jour est noté t, la grandeur économique est notée y, il y a 100 données.
1) a) Evaluer une tendance linéaire entre y et t, sur I'ensemble des données.
b) Comment évaluer une tendance au jour 54 ?

Exercice 25 Trouver 1'équation de la droite tangente a la courbe d'équation y = 5 + x? au point d'abscisse 3.
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Exercice 26 k st une fonction définie et bornée sur IR C'est-a-dire qu'il existe A de R satisfaisant a :

(pour toutx de R) —A<k(x)<4
f est une fonction définie sur R satisfaisanta : f (x)=1-2x+3x"+x"k(x)
Prouver que f est dérivable en 0, et trouver trouver f' (0). Attention on ne sait pas si k est dérivable.

Exercice 27 En utilisant la définition du nombre dérivé, montrer que la fonction définie sur tout R par :
f(x)=x sin(l—) pour x #0

X
f(x)=0 pour x=0

n'est pas dérivable en 0.

Exercice 28 On considére la parabole P d'équation : (x, y) EPey= ax’+bx+c a,b,c sont des nombres
constants et a #0 , et I'hyperbole d'équation : (x,y)€EH < (x#0)et y=1/x .

On cherche sur chaque courbe deux points dont les tangentes soient paralleles entre elles.

Montrer qu'il n'y a pas deux points de tangentes parall¢les sur la parabole P, et qu'il en existe sur I'hyperbole H,
préciser lesquels.

Exercice 29 On cherche un polynéme dont le graphe rencontre celui de la fonction + aux points d'abscisses
1,4¢t9.

a) Quelles sont les ordonnées de ces points ?
b) Prouver qu"un polyndéme de degré 1 ne peut pas satisfaire cette condition.
¢) Trouver le(s) polynome(s) de degré 2 satisfaisant a cette condition.

d) Chercher le(s) polyndome(s) de degré 2 dont le graphe rencontre celui de la fonction v aux points
d'abscisses 1 et 4 , et dont la tangente au point (1, 1) est la méme que celui du graphe de la fonction

Exercice 30 Calculer les dérivées des fonctions f définies par les expressions suivantes, apres avoir précisé les
ensembles de dérivabilité, éventuellement en fonction du parametre a, lorsqu'il apparait.

19 f(x)=V(2+e") 29) flx)=ln(ax’+a) 3% f(x)=lx]
) SRS ) f<x>=m 6°) f(x)=Yx+2

(x“+1) x+1
7°) Slo=lata) 8°) f<)€>=3xl+2 9°) f(x)=(1+2) (4-3xP
10°) /(x)=In(sinx) 11° /()= x 12°) f(x)= Fm 242 (en utilisant
I'exce précédent) 13°)  f(x)=VIn[exp(2x)+1] 14°) f(x)=(3x’—3x+2)’
15%) 7 (x)=in( 22 460y piammtntan) 179 7 mxen(h
lx

18°) f(x)=4" (rappel 4'=exp(xIn4) par définition) 19°) f(x)=(1+— )

Exercice 31 — Des logarithmes en économie.

Pour 8 entreprises de tailles trés différentes on a noté x leur consommation d'eau en Janvier 2016 et x' leur
consommation d'eau en Janvier 2017, en m’. Toutes les valeurs sont arrondies a 0,001 prés.

X 36 3000 896 600 402 8000 19600 304
X' 37,800 3150 | 940,800 618 414,06 8240 19208 297,92
x'-x 1,800 150 44,800 18 12,06 240 - 392 - 6,08
Inx 3,584 8,006 6,798 6,397 5,996 8,987 9,883 5717
Inx' 3,632 8,055 6,847 6,426 6,026 9,017 9,863 5,697
Inx' - In x 0,049 0,049 0,049 0,030 0,030 0,030 - 0,020 - 0,020
x'Ix 1,050 1,050 1,050 1,030 1,030 1,030 0,980 0,980

A — Quelques manipulations ...
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a) Observe-t-on un point commun sur la variation des valeurs x’—x ? et sur la variation des logarithmes Inx’ —
Inx ? Sur le rapport x'/x ?

b) Indiquer, pour chacune des 8 entreprises, quelle a été la variation en pourcentage de la consommation de
Janvier 2016 a Janvier 2017 .

c¢) Pour comparer I'évolution de consommation des 3 premicres, qu'utiliserait-on dans le langage courant ? La
variation en m’ ? La variation du logarithme ? La variation en pourcentage ?

d) De fagon générale, pour étudier 1'évolution d'une variable économique pour diverses entreprises, doit-on
s'intéresser a la variation brute de cette variable ou sa variation en pourcentage ?

B - Le lien avec une célebre propriet¢ de la  fonction In.

. In(1+¢
a) que vaut lim In(1+1) ?

t—0
Supposons qu'une variable économique atteigne une valeur x en Janvier 2016 , varie d'un pourcentage p en un
an, pour atteindre une valeur x' en Janvier 2017. Notons t la quantité p/100.
b) Exprimer x' en fonction de x et p, puis en fonction de x et t.

¢) Montrer que In x' — In x = In(1+t)

. Inx'—1
d) Montrer que lim o —nd ; o
t—0
e) Evaluer t pour les 8 entreprises du tableau.

f) Comparer t et In x' — Inx dans ces 8 cas. Expliquer en quoi cette comparaison est en accord avec les réponses
aux questions précédentes.

C D'aprés A et B, lorsque le logarithme d'une variable économique x varie d'une ( faible )
quantité t, quelle interprétation pratique peut-on en donner sur 1'évolution d' x ?

C — Un exemple : la croissance du Japon.

pib par hab, Japon, 1937-1994 In (pib par habitant) , Japon , 1937-1994

10

20000 o Mw“‘“
18000 & 9,5 T ant
16000 - ° e
14000 ' -
12000 Kl 85 o
10000 ot R
8000 o 8 veny =
o o
6000 o - &
o 7.5 #*
4000 o
&
2008 4“%“% 7 ; ; ;
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 1930 1950 1970 1990
1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990
Figure 1 Figure 2
ib par habitant, Japon, 1937-1994 . .
plbp p In (pib par habitant), Japon , 1937-1994
20000 Yy 10
18000 '}
: 95
16000 e g
¢
/ o0
14000
o 9

12000 AW
’ ¢
Vi
10000 = // 85
8000 -

“o—
- p
A

6000 —— 8 o,
.’ - ()
4000 2 — 75
2000 00¥¥900e,o° :
0 / R s L N,

190 1940 1950 1960 1970 1980 1990 193 1940 1950 1960 1970 1980 1990

p 6/14



Figure 3 Figure 4

Voici I'évolution du Pib par habitant au Japon, évalué en Dollars U.S. constants, de 1937 a 1994. Sur la figure 1
est tracé le Pib par habitant, et sur la figure 2 son logarithme.
Pour étudier, puis interpréter , 1'évolution d'une grandeur économique, on cherche d'abord s'il s'en dégage une
tendance liné€aire, c'est-a-dire s'il apparait clairement une fonction affine qui résume cette évolution, avec certes
autour de cette tendance quelques inévitables variations, qui se compensent en moyenne. D'aprés les figures 3 et
4, quelle variable se préte le mieux a une approximation par une fonction affine sur une longue période et
pourquoi ?
a) On s'intéresse maintenant a la  figure 4. Deux droites ont ¢été  tracées.
b) Déterminer le coefficient directeur de la droite (AB).
Lorsqu'en se déplagant sur cette droite, on accroit les abscisses d'l unité ( une année) , de quelle quantité
s'accroissent les ordonnées ( le logarithme du pib ) ?
c) D'aprés A, B et a) , comment pourrait-on résumer 1'évolution du Pib du Japon de 1950 a 1970 ?
d) Méme question pour la période allant de 1973 a 1990.
e) Comparer avec les descriptions de la croissance du Japon que vous trouvez dans des ouvrages d'Histoire
Economique, a la biblitohéque universitaire, ou a la page Japon de Wikipedia http://fr.wikipedia.org/wiki/Japon
Y indique-t-on une différence importante entre les années 50-60 et les années 70-80 ? De quel ordre ?
f) La figure 3 permet-elle d'évaluer cette différence entre ces 2 périodes ?
g) La courbe de la figure 1 fait apparaitre un petit décrochement vers 1945 . Qu'en est-il de la courbe de la
figure 2 7 Y a-t-il eu au Japon des événements importants cette année ? Quelle figure refléte le mieux la
réalité ?
h) Le Pib par habitant est évalué a 2 558 $ U.S. En 1944, 1 295 $ U.S. en 1945, 19 505 $ U.S. en 1994.

Peut-on considérer que la variation brute du Pib en 1945 est importante ?

Peut-on considérer que la variation en pourcentage du Pib en 1945 est importante?

Quelle figure fait apparaitre des variations brutes ? Quelle figure fait apparaitre des variations en

pourcentage ?
D - Un autre exemple . Un économiste s’intéresse au chiffre d’affaires des restaurants de la cote normande. La
premiére semaine de Mai il pleut. La seconde semaine est plus ensoleillée. Les chiffres d’affaires (C.A.)
hebdomadaires des restaurants étudiés vont de 1 200 a 13 000 euros. L'économiste vous confie les valeurs de
tous ces C.A. pour ces 2 semaines. Que sera-t-il le plus judicieux d'étudier ? Le C.A. ou le logarithme du
C.A. ? Pourquoi ?

Domaines de définition

Exercice 32 — Indiquer les plus grands sous-ensembles possibles de IR sur lesquels on puisse définir les
fonctions suivantes:

x € Df| t—f,(x)= exp(—x)+1 ;xeDf, = £x)= Vexp(—x)—3
x € Dfst— f3(x) = ln(2—\/;) ; x € Df, t— f,(x) =1 / sinx

Exercice 33 — Indiquer les plus grands sous-ensembles possibles de IR? sur lesquels on puisse définir les
fonctions suivantes, construire ces ensembles dans un plan

2 2
X+
g (xy) € Dgi I— xz_iz g::(x,y) € Dg; = In(xy) g :(x,y) € Dg; b= In(x) + In(y)
g (xy) € Dgi > xly gs: (x,y) € Dgs k> Vx+y—2
g6 1 (X,y) € Dge t— In(x*-y) gr: (xy) € Dgs b= In(x + y?)

gs: (x,y) € Dgs t— x¥ (rappel : x¥ =exp(y Inx) )

Espaces vectoriels

Exercice 34 Résoudre, en détaillant les calculs, avec la méthode de combinaison de lignes , le systeme de 3
équations a 3 inconnues :
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3x+2y—-2z = 0

—6x+6y—z = 0

O9x—2y-2z = 0
Exercice 35 Résoudre, en détaillant les calculs, avec la méthode de combinaison de lignes, le systéme de 3
équations a 3 inconnues :

3x+2y-2z = 0

—6x+6y—z = 0

—3x+8y—-3z = 0

Exercice 36 Résoudre , en détaillant les calculs, avec la méthode de combinaison de lignes, le systéme de 3
équations a 2 inconnues :

3x+2y = =2
2x+6y = 1
S5x+4y = -3

Exercice 37 Résoudre, en détaillant les calculs, avec la méthode de combinaison de lignes, le systeme de 3
équations a 2 inconnues :

3x+2y = =2
2x+6y = 1
Sx+4y = -2

Exercice 38 Résoudre, en détaillant les calculs, avec la méthode de combinaison de lignes, le systeme de 3
équations a 2 inconnues :

3x+2y = =2
6x+4y = —4
9x+6y = -6

Exercice 39 Calculer les combinaisons linéaires suivantes, dans IR*:
a)5(1,3,-4,-2)+2(-10,2,1,4).

b) 3k(-10,0,2,3)+2 (1+k, 7,0,-1) -4 (2,3,4,5) k désigne un nombre fixe.
Exercice 40 Trouver ( tous ) les nombres a, b, tels que le vecteur de R*
a(-1,2,-2,3) +b(1,2,3,-5)+(4,5,-1, 3) ait ses 2 dernieres composantes nulles.
Exercice 41 Trouver ( tous ) les nombres a, b, ¢ tels que le vecteur de R*
a(-1,2,-2,3) +b(1,2,3,-5)+c (4,5,-1, 3) ait ses 2 dernieres composantes nulles.
Exercice 42 Trouver ( tous ) les nombres a, b solutions de

a(l 5-37_2)+b(2547 6)+('8,9,7):(0,0,0)

Exercice 43 On considére un plan muni d'un repére orthonormé (O, i,
Construire les vecteurs u=2i—j , v=i+2j , W=i+v , §=

N}

l :

Exercice 44 Montrer que (-1, 1, -12, 2 ) est combinaison linéaire de ( 1, 1,-2,2)et (3,2, 1,4)avec des
coefficients que 1'on précisera.

Exercice 45_ Montrer que (1, 3, -1, 2) n'est pas combinaison linéaire de ( 1, 1,-2,2)et(3,2,1,4).
Exercice 46 Montrer que tout ¢lément de IR? est combinaison linéaire de (1,2) et ( 1,3)

Exercice 47 Montrer que les ¢léments de R ne sont pas tous combinaisons linéaires de (4, 6) et (6, 9)

Exercice 48 On considére 'ensemble A des vecteurs de R? s'écrivant ( x , 0) , avec x nombre de IR .On peut
exprimer ainsi cette définition  4={(x,0)€R*; x€R] . On considére B I'ensemble des vecteurs de IR? défini
ainsi: B={(0,x)eR’; xeR]}

1°) Montrer que A et B sont des sous-espaces vectoriels de IR?.
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2°) L'intersection de 2 sous-espaces vectoriels — rappel : l'intersection de deux ensembles est I'ensemble des
¢léments appartenant aux deux ensembles a la fois — d'un espace vectoriel est-elle toujours elle aussi un espace
vectoriel ?

3°) Préciser quelle est I'intersection de A et B.

4°) On considere la réunion de A et B, c'est-a-dire I'ensemble des vecteurs appartenant a A ou a B.
Rappels :

- en mathématiques, OU accepte que les 2 conditions a la fois soient satisfaites, il s'agit donc des
vecteurs appartenant a A, a B, ou éventuellement a A et B a la fois.

« Laréunionde Aet B estnotée AUB.
Montrer que A U B n'est pas un sous-espace vectoriel de R”.
Exercice 49 Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de IR3?
a désigne un parametre. Eventuellement donner la réponse en fonction de a.
A={xy2e R;x-2y+z=0};B={(xy,2)e R x-2y+z=1};C={(x,y,2) e R*;3x-y=0};
D={(x,y,z) e R, x-2y+z=0etx-y =0}; E= {(x,y,z) € R, x -2y +z=0 oux —y =0}
F={(xy,2)e R'2x +y> 0} ; G = {(x,y,z)e R*;x* +y* =27’} ;
H= {(xy2)e Rixyz=0}; 1= {(xy.2)€ R (x3,2) = (c+y).(2,3,1) }
J={x,y,2)e R*;2x-y+3z=a} ;K= {(x,y,2) € R*; 2x -ay +3z=0 }
Exercice 50 Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R*?
L= {(xyzt) e R*;z=0} ; M= {(x,y,z,t)e R*; y =1} ; N = {(X,y,z,t) € R*; y = z+t};
O={xyzt) e R*;2x =y +z et x + 2y +3z - t=0} ; P= {(x,y,zt) € R*; y = z+t ou z = 0};
Q={(xyzt) eR*; xy=0}R = {(xy.z) e R4y € Q} ;S = {(xyzt) e R z=x%}

Exercice 51 On cherche a montrer que A = {(x,y,z) €ER*; 4x +y +z =0} est un sous-espace vectoriel de R*.
La réponse suivante comporte des fautes. Les repérer et les corriger.

« Pour tout X= (x,y,z), tout ¥ = (x'y',z') de R3et tout A de IR,
X+Y = 4x +y+z +4x" +y' +2' = 0
Donc A est stable

Pour tout X de IR® et tout A de IR, A . X =A(Xy,z) =4Ax+Ay+Az
=N(4x+y+z) =0
Donc A est stable

Donc A est un sous-espace vectoriel de R’ »

Exercice 52 On considére I'espace muni d'unrepére (0,7, 7, E) . On rappelle que I'ensemble V, des

vecteurs de I'espace est un espace vectoriel. Tous les vecteurs seront représentés avec O pour origine.
Représenter les vecteurs u=i+; et Ww=2j+k

Montrer que les ensembles D= { a7,a€ER },P1={ ak+Bj,a€R,BeR },
P2={ ou+BW,0€lR,BER 1}, sont des sous-espaces vectoriels de V.

Construire leurs représentations.
Quelle est I’intersection de P1 et P2 ?

Comment montrer sur la figure que 1’'union de P1 et P2 n’est pas un espace vectoriel?
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Exercice 53 a) Les vecteurs suivants engendrent-ils IR 29 1°)(1;-2)et(2;0)  2°)(2:4)et(-3;-6)

b) Les vecteurs suivants engendrent-ils IR ? Eventuellement, indiquer la réponse en fonction du paramétre a.
1) (1,2,3) ; (4;0;-1) et (3,-2,2)

2)(150;-2)5(2;3;1)5(3;35-1)

3)(1052);(15153)5(2:155)5(051;2) 2

4)(1,1,2) ; (2,3a,1)?

Exercice 54 a) Montrer que l'ensemble E = {(x,y) R 2. y = 2x} est un sous-espace vectoriel de R?.

b) Donner un systéme générateur de E.

¢) Méme question pour I’ensemble E’ ={(x,y) IR 2. y = 2ax}, ou a désigne un nombre fixé. Donner un systéme
générateur en fonction de a.

d)Méme question pour l'ensemble F = {(x,y,z) IR 3. y = 2ax}, sous-espace vectoriel de IR 3
e) Méme question pour G = {(X,y,z) R3; 3x + y -2 z=0}, sous-espace vectoriel de IR 3

Exercice 55 On considére E, le sous-espace vectoriel de R? de la question précédente :
E={(xy)R%;y=2x}

a) rappeler ce qu'est un sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs.

b) montrer que tout vecteur de E est combinaison linéaire des vecteurs (1,0) et (0,1)

¢) montrer que pourtant E n'est pas le sous-espace vectoriel de IR? engendré par (1,0) et (0,1)
Exercice 56 Soit 'ensemble E = {(x,y,z) R} ; 2x +y-2z=0}.

a) Montrer qu'il s'agit d'un sous-espace vectoriel de IR? engendré par les vecteurs (1,0, 1) et
(0,2,1).

b) Soit F l'intersection de E et du sous-espace vectoriel de IR? engendré par i = (1,0,0) et j = (0,1,0). Montrer
que F est engendré par un vecteur, que I'on précisera.

Méme question pour G , intersection de E et du sous-espace vectoriel de IR 2 engendré par j = (0,1,0) et
k=(0,0,1).

¢) Représenter graphiquement F,G,E dans un repére (0,7, 7, 75)

Exercice 57 Montrer que dans ces différents cas X, X, X, sont liés et trouver une relation entre eux.
X, =(1,2,0);X,=(2,4,2) et X; =(3,6,4)

2) X, =(3;9:6); X, =(-2,1,0) et X; = (2;6;4)

3) X, =(4,1,3); X, =(1,0,2) et X5 = (2,1,-1)

Exercice 58 Déterminer si les familles suivantes de vecteurs de IR 2 , IR 3 ou IR #sont libres ou liées et donner
leur rang. Eventuellement, discuter en fonction du nombre a.

1) {(1,2); (-1,2)}

2) {(2,3)5(3,2)5(1,0);(4,6) }

3) {(-2,1,1)i(1,0,a); (2,-2,0)}

4) {(1,2,2); (a, 2+a, 2a); (2+a, 5+a, 6a)}
5) {(0,1,2,3);(-1,0,1,1);(1,0,0,1);(-2,0,2,2)}

p 10/14



Exercice 59 Soit {e,.¢,, ..., € } un systéme libre de n vecteurs d'un espace vectoriel V. On définit n nouveaux
vecteurs fi par fi=e;

fh=e, te,;

fu=e, te,+..+e pourk=12,..n.Montrer que {fi; f>; ... fu} est un systeme libre.

Exercice 60 Déterminer le rang des systémes suivants:

1) {(0,1);(1,-2);(2,3)} 2){(4,-3,2);(1,2,0);(2;-5:3)}
3){(0,1,0,2);(1,1,-1,0) :(2,0,1,1)§ 4) {(1;0;-1);(4;1;2)5(2;1/2:1)§

5)(1,2,a) (2a,4,2),(1+2a, 6,2 +a)

Exercice 61 L'ensemble S = {(2,1,1);(0,2,3);(2,4,6);(4,2,2)} forme-t-il une base de IR 39 En extraire une base
de IR 3. Combien de bases de IR 3peut—on extraire de S?

Exercice 62 On considére des ensembles E = {(x,y)IR 2/ y=ax} et F = {(2m,m), m € IR }, a désigne un
nombre réel fixe.

Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels de IR 2,
En fonction de a, déterminer E M F, intersection de E et F, donner un systéme générateur de E et un de F.

Mémes questions pour les ensembles G = {(x,y,z) R3/x =3z} et H= {(m,2m,3m), m e IR 3}

Exercice 63 On considere les ensembles suivants:

E={(xy,2) R 3 x=y=-z }; F={(x,y,z) R 3 x +y +2z =0} et G ={(x-y,x+y,2x-3y)/x € IRety € R}
Remarquez bien la différence entre les sens pris par x et y dans les définitions de F et de G.

1) Montrer que E,F,G sont des sous-espaces vectoriels de R?

2) Déterminer les sous-espaces vectoriels EN F,EnN GetFn G

Exercice 64 Donner une base et la dimension du sous-espace vectoriel de IR 4 défini ainsi :
{(X,Y7zat) € IR ! 5 2X + y+Z+t = O}

Quelle information cela nous donne-t-il sur le rang du systéme suivant {(0,1,2,-3); (2,0,-2,-2);
(23_3305_1}7(1715_1’ _2)} ()

Exercice 65 Donner une base et la dimension du sous-espace vectoriel de IR # défini par:

{(x,y,z,)R4 ;x +2y-z=0¢et x - z+2t =0}

Exercice 66 Dans I'1le de Miri miri, 3 titres sont cotés en Bourse : Otea, Va’a, et Surf .

On représente les opérations journalieres par des vecteurs de IR 3 Les composantes sont les nombres de titres
achetés (négatifs pour une vente): un achat de 3 Otea, de 4,5 Va’a et une vente de 2 Surf correspondent au
vecteur (3 ; 4,5; -2).

Les titres sont infiniment divisibles, de sorte que 1’ensemble des opérations, muni de la somme des opérations
et de la multiplication par un réel, correspond a tout I’espace vectoriel IR 3.

Pour proposer différents niveaux de performance et de sécurité, des SICAM ( Stés d’investissement a capital
Miri mirien) se sont mises en place, parmi elles :
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1: Fox: 1 titre est formé de 4 Otea, 1 Va’a, 2 Surf
2 : Aparima: 1 titre est formé de 1 Otea, 0 Va’a, 1 Surf
3: Himene : 1 titre est formé de 1 Otea, 1 Va’a, 0 Surf
4 : Tamure: 1 titre est formé de 2 Otea, 1 Va’a, 0 Surf

Montrer simplement que toute opération — ( x Otea, y Va’a, z Surf) — peut étre réalisée en ne vendant ou
achetant que des titres des 3 premieres SICAM;

mais qu’en revanche cela n’est pas toujours possible si I’on n’en utilise que 2 ou si I’on n’utilise que les
SICAM Fox, Aparima, et Tamure.

Exercice 67 Soient 3 vecteurs lin¢airement indépendants e,, e, , €5 d'un espace vectoriel V.

1) Que peut-on dire de dimV ?

2) Déterminer le rang du systéme suivant: {2e,+e,te; ; e1+2¢es-e3;3¢e; +3e}

Exercice 68 Déterminer une base simple de I'espace vectoriel P, des polyndmes de degré inférieur ou égal a 3.

Montrer ( sans longs calculs ) que {Q;Q;Q,;Q;} avec Q, (X) = 1; Q,(X) = x; Q,(x) =x(x-1) / 2 Q4(x) = x(x-
1)(x-2)/6 est un systéme générateur de P,. Est-ce une base de P,?

Exercice 69 Donner une base et la dimension du sous-espace vectoriel de IR 3 défini par:

{Cr+pu, A+u,A) ;A e Retpe R}

31 - 1) Montrer que l'ensemble E = {(x,y,z) R 3/x - 2y +z =0} est un sous-espace vectoriel de IR 3,

2) Soit F le sous-espace vectoriel de IR 3 engendré par les vecteurs u (1,1,1) et v (3,1,-1).

Vérifier que FC E ( F inclus dans E) . A-t-on E c F?A-t-on E=F ?

Exercice 70 1) Montrer que I'ensemble E = {(x,y,z) R 3/3x - y +z =0} est un sous-espace vectoriel de IR 3.

2) Soit F le sous-espace vectoriel de IR 3 engendré par les vecteurs u(1,2,0) et v(1,1,1). Déterminer I'ensemble
F mn E.

Exercice 71 Dans les différents cas suivants, déterminer si le systéme (e, e, e3) est une base de IR 3. Lorsque
c'est une base, exprimer les coordonnées de (1,2,1) puis celles de (x,y,z) dans cette base.

1)e: =(-1,0,1); e, =(1,-1,0); es =(1,1,1) 2)e; =(1,2,0); e.=(0,1,1); es=(1,0,2)
3) €1 = (17072) ;€= (1,1,2), €= (05171)

Exercice 72 Démontrer que dans l'espace vectoriel IR 3 , les vecteurs u = (1,2,3) et v = (1,-1,0) d'une part, et les
vecteurs u'=( 3,0,3) et v' = (1, -7, -6) d'autre part, engendrent le méme sous-espace vectoriel.

Exercice 73 Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de IR 4 dont on déterminera
la dimension et une base:

A={3BA,-A,20), L eR }, B={(x,y,zt) eR4 ;x -z=y -t}
Exercice 74 Soit D , I'ensemble des fonctions de IR dans IR , dérivables dans IR , muni des lois usuelles

(addition et multiplication par un réel). Soit E , I'ensemble des fonctions f telles que :
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f(x)=ax*+bx+c pourx€R”
f(x)=ax+B pour x€R™"
2) Quelles conditions doivent vérifier a , 3 ,a,b,c pour que E soit un sous-espace vectoriel de D?

2) Quelle est la dimension de cet espace?

Exercice 75 Dans un espace vectoriel E, on considére deux sous-espaces vectoriels E1 et E2 et on définit
I'ensemble E1 +E2 = {ul +u2 /ul E1 etu2 E2} ; on dit que E1 + E2 est la somme des deux sous-espaces
vectoriels E1 et E2 .

1°)  Montrer que E1 + E2 est un sous-espace vectoriel de E
2°)  a) Montrer que E1 U E2 est inclus dans E1+E2
b) Montrer que E1 + E2 est inclus dans le sous-espace vectoriel engendré par E1 U E2.

3°) Montrer que E1 + E2 est le sous-espace vectoriel engendré par E1 U E2 (ensemble des vecteurs appartenant
a E10u a Ez) .

Exercice 76 Extrait d'interrogation
Soient les deux systémes de vecteurs : S; = {(a,1,1) ;(-1, -a, -1) ; (1,1,a) }
et 82 = {(aalal)a (—1,-3,-1); (-1,—1,3)}

Déterminer suivant les valeurs de a le rang de S1 ainsi que celui de S2.

Exercice 77 Extrait d"examen
Soient V, = (4,0,-2), V., =(-8,1,5) et V; =(2,0,0). Ces vecteurs sont-ils indépendants ?

On considere le sous-espace vectoriel V engendré par V, et V,. Quelle est sa dimension? Donner une base de V.
V; appartient-il a V ? V4(-4,2,4) appartient-il a V? A quelle condition sur a,b, et ¢ un vecteur W = (a,b,c)
appartient-il a V ?

Exercice 78 Extrait d'examen Soient V, =(1,1,1), V. =(0,1,-1) et V5 =(1,0,-1).
Quel est le rang de S = {V, V, V3} ? S est-il une base de R * (justifier) ?

Exercice 79 Extrait d"interrogation
1) Soient V; = (-1,1,0), V> =(1,0,2) et F, le sous-espace vectoriel engendré par V; et V, .

a) A quelle condition sur X,y et z, V = (x,y,z) appartient-il a F ?

b) Soient V; = (1,1,-1), Va=(1,1,2) et Vs = (0,1,2). Déterminer les rangs des systémes suivants:
{Vi, Vo, Va} , {V1,Va, Vu}, {Vi, Vo, Vs} et { V), Vo, V3, Vi)

2) e, €, e; désignent 3 vecteurs d'un espace vectoriel. La proposition suivante est-elle vraie ?
(S={el,e2,e3} lié¢ )=> (e3 appartient a <el, e2>).

Si la réponse est affirmative, la prouver. Sinon, donner un contre-exemple.

Exercice 80 Extrait d'examen

1) Soit E = {(x,y,z) R3 ; 3x - 5y + z=0}. Montrer que E est un espace vectoriel et en donner une base et sa
dimension.

2) Soit F le sous-espace vectoriel de R * engendré par (2;1; -1) et (-3;1;1).
V=(-6,7, 1) appartient-il a F ?
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3) Déterminer E N F.

Exercice 81 Extrait d'interrogation

1° - On considére I’espace vectoriel R * muni des opérations + et - usuelles. Son vecteur nul (0,0,0) est noté
ORs- E en est un sous espace vectoriel . u = (a,b,c) désigne un vecteur de E et v=(d,e,f) désigne un vecteur de

IR®. Alors

0 -u appartient a E O Toujours O Jamais
(0,0,0).u appartient a E O Toujours O Jamais
si ut+v appartient a E alors v appartient a E [0 Toujours [ Jamais
OR3 appartient a E O Toujours O Jamais
u+t(-1,0,2) appartient a E O Toujours [ Jamais
<u,2u>=<u> O Toujours O Jamais
(1,1,1).u=u O Toujours O Jamais
2° B={(xy,zt) € R*;y-z+2t=0},u=(1,1,0,1), v= (0,1,1,0), w = (0,-2,0,1), r = (2,0,0,0)
B= {(a, b-2¢c, b, ¢) ; a,b,c nombres réels} OOui

B=<u,v, w> OOwui 0 Non

B =<w, r> OOwui [0 Non
B=<(0,2,2,0), v, w,r> OOui [0 Non
B=<v,w, 1> OOwui [0 Non

O Non

OO0 0O0O00a0

O

Parfois
Parfois
Parfois

Parfois
Parfois

Parfois

Parfois
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