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réponses, dans le cadre prévu à cet effet. Si nécessaire, la copie de 
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Exercice 1 

On considère le système (S) : 

x + 2y + z + t =1
−x + 2y − 2z = 2
2x + 4y + 5z + 4t = 0

4y + z − t = 3

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

.  

 
1) Définir la matrice A associée au système (S).  
 
Le système (S) peut s'écrire sous forme matricielle : AX = B, avec :  
 

X =

x
y
z
t

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

,  B =

1
2
0
3

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

 et A =

1 2 1 1
−1 2 −2 0
2 4 5 4
0 4 1 −1

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

 . 

 
 
2) Calculer le déterminant de la matrice A en expliquant les différentes étapes du calcul. Le système 
(S) admet-il une solution unique ? Justifiez votre réponse. 
 

detA =

1 2 1 1
−1 2 −2 0
2 4 5 4
0 4 1 −1

=

0 4 −1 1
−1 2 −2 0
0 8 1 4
0 4 1 −1

L1←⎯⎯ L1 + L2

L3←⎯⎯ L3 + 2L2
= (−1)2+1 × (−1)×

4 −1 1
8 1 4
4 1 −1

 

detA =1×
4 −1 1
8 1 4
4 1 −1

=
4 −1 1
0 3 2
0 2 −2

L2←⎯⎯ L2 − 2L1
L3←⎯⎯ L3 − L1

= (−1)1+1 × 4 × 3 2
2 −2

 

 
detA = 4 × (−6 − 4) = − 40    =>  det A ≠ 0 =>   le système (S) admet une solution unique. 
 
 
3) Résoudre le système (S) par la méthode de Gauss. Toutes les opérations effectuées à chacune des 
étapes de la résolution devront être précisées (la notation en tiendra compte).  
 

x + 2y + z + t =1
−x + 2y − 2z = 2
2x + 4y + 5z + 4t = 0

4y + z − t = 3

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

 <=> 

x + 2y + z + t = 1
4y − z + t = 3 L2←⎯⎯ L2 + L1

3z + 2t = −2 L3←⎯⎯ L3 − 2L1
4y + z − t = 3

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

   

 

<=> 

x + 2y + z + t = 1
4y − z + t = 3

3z + 2t = −2
2z − 2t = 0 L4←⎯⎯ L4 − L2

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

 <=> 

x + 2y + z + t = 1
4y − z + t = 3

3z + 2t = −2
5z = −2 L4←⎯⎯ L4 + L3

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪
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<=> 

x + 2y + z + t = 1
4y − z + t = 3

3z + 2t = −2
z = −2 / 5

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

<=> 

x + 2y + z + t =1
4y − z + t = 3

− 6 / 5+ 2t = −2
z = −2 / 5

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

<=>

x + 2y + z + t =1
4y − z + t = 3

− 3 / 5+ t = −1
z = −2 / 5

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

 

 
 

<=>

x + 2y + z + t =1
4y − z + t = 3

t = −1+ 3 / 5 = −2 / 5
z = −2 / 5

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

 <=>

x + 2y + z + t =1
y = 3 / 4
t = −2 / 5
z = −2 / 5

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

  

 
 

<=>

x = 1− 2y − z − t = 1− 6 / 4 + 4 / 5 = (20 − 30 +16) / 20 = 3 /10
y = 3 / 4
t = −2 / 5
z = −2 / 5

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

  <=>  

x = 3 /10
y = 3 / 4
t = −2 / 5
z = −2 / 5

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

 . 

 
 

Le système (S) admet donc une solution unique : { 3
10
; 3
4
;− 2
5
;− 2
5
}  ou { 0,3; 0,75 ; − 0,4 ; − 0,4 }  . 

 
 
 

 
Exercice 2 

Soit la matrice A telle que : A =
1 2 4
4 0 2
2 5 6

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟

. 

 
1) Calculer son déterminant en expliquant les différentes étapes de calcul. 
 

detA =
1 2 4
4 0 2
2 5 6

=
−7 2 4
0 0 2

−10 5 6
= (−1)2+3 × 2 × −7 2

−10 5
= −2 × (−35 + 20) = 30

C1←⎯⎯ C1 − 2C3

 

 
=> det A = 30. 
 
 
Remarque : det A  ≠ 0 => la matrice A est inversible. 
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2) Calculer la comatrice de A (ou matrice des cofacteurs), Com A. 
 

ComA =

+ 0 2
5 6

− 4 2
2 6

+ 4 0
2 5

− 2 4
5 6

+ 1 4
2 6

− 1 2
2 5

+ 2 4
0 2

− 1 4
4 2

+ 1 2
4 0

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

=
+(0 −10) −(24 − 4) +(20 − 0)
−(12 − 20) +(6 − 8) −(5 − 4)
+(4 − 0) −(2 −16) +(0 − 8)

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

 

 

=> ComA =
−10 −20 20
8 −2 −1
4 14 −8

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

 . 

 
 
3) En déduire la matrice inverse de la matrice A. Effectuer la vérification. 
 

A−1 = 1
detA

(ComA)T = 1
30

−10 −20 20
8 −2 −1
4 14 −8

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

T

= 1
30

−10 8 4
−20 −2 14
20 −1 −8

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

 . 

 
 
Vérification :  
 

A−1A = 1
30

−10 8 4
−20 −2 14
20 −1 −8

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

1 2 4
4 0 2
2 5 6

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
= 1
30

−10 + 32 + 8 −20 + 0 + 20 −40 +16 + 24
−20 − 8 + 28 −40 + 0 + 70 −80 − 4 + 84
20 − 4 −16 40 + 0 − 40 80 − 2 − 48

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟  

 

A−1A = 1
30

30 0 0
0 30 0
0 0 30

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
=

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
= I  

 
 
 
Exercice 3 

Soit la matrice : A =
1/ 2 0 −3 / 2
0 2 0

−3 / 2 0 1/ 2

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

. 

 
1) Déterminer le polynôme caractéristique PA(𝜆) associé à la matrice A. On montrera qu'il peut 
s'écrire sous la forme factorisée : PA(λ) = −(λ − 2)2(λ +1) . 
 
Le polynôme caractéristique de la matrice A est : PA(λ) = det(A − λI ) . 
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A − λI =
1/ 2 − λ 0 −3 / 2
0 2 − λ 0

−3 / 2 0 1/ 2 − λ

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟  

 

PA(λ) =
1/ 2 − λ 0 −3 / 2
0 2 − λ 0

−3 / 2 0 1/ 2 − λ
=
1/ 2 − λ 0 −3 / 2
0 2 − λ 0

−2 + λ 0 2 − λ L3←⎯⎯ L3 − L1

 

 

PA(λ) = (2 − λ)
1 / 2 − λ 0 −3 / 2
0 2 − λ 0
−1 0 1

= (2 − λ)2
1 / 2 − λ 0 −3 / 2
0 1 0
−1 0 1

 

 

PA(λ) = (2 − λ)
2 × (−1)2+2 ×1× 1/ 2 − λ −3 / 2

−1 1
= (2 − λ)2 × (1 / 2 − λ − 3 / 2) = (2 − λ)2 × (−λ −1)  

 
PA(λ) = −(2 − λ)2 × (λ +1) = −(λ − 2)2(λ +1)  . 
 
 
2) En déduire les valeurs propres de la matrice A et leur multiplicité. 
 
La matrice A admet donc deux valeurs propres : λ1 = – 1 et  λ2 = 2, qui sont les racines de son 
polynôme caractéristique. 
 
λ1 = – 1 est racine simple du polynôme donc c'est une valeur propre simple de la matrice A. 
 
λ2 = 2 est racine double du polynôme donc c'est une valeur propre double de la matrice A. 
 
 
3) Déterminer l'ensemble des vecteurs propres associés à chacune des valeurs propres de A. 
 

Les vecteurs propres Y =
x
y
z

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ ≠

0
0
0

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟  associés à la valeur propre λ vérifient : AY =  λY, soit encore :   

AY -  λY = 0 <=> (A -  λI) Y = 0. 
 
* Vecteurs propres associés à la valeur propre λ1 = – 1 :  
 

Ils vérifient : 
1/ 2 − (−1) 0 −3 / 2

0 2 − (−1) 0
−3 / 2 0 1/ 2 − (−1)

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

x
y
z

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
=
0
0
0

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

<=> 
3 / 2 0 −3 / 2
0 3 0

−3 / 2 0 3 / 2

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

x
y
z

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ =

0
0
0

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
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soit le système : 

3
2
x + 0 − 3

2
z = 0

3y = 0

− 3
2
x + 0 + 3

2
z = 0

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

<=>

3
2
x = 3

2
z

y = 0
3
2
x = 3

2
z

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

<=>
x = z
y = 0

⎧
⎨
⎩

    =>  
z = x
y = 0

⎧
⎨
⎩

. 

 
L'ensemble des vecteurs propres associés à la valeur propre λ1 = – 1 est donc :  
 

{Y1} = {
x
0
x

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ = x

1
0
1

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ \ x ∈ℜ*} . 

 
* Vecteurs propres associés à la valeur propre λ2 = 2 :  
 

Ils vérifient : 
1/ 2 − 2 0 −3 / 2
0 2 − 2 0

−3 / 2 0 1/ 2 − 2

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

x
y
z

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ =

0
0
0

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ <=>

−3 / 2 0 −3 / 2
0 0 0

−3 / 2 0 −3 / 2

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

x
y
z

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ =

0
0
0

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ ,  

 

soit le système : 

− 3
2
x + 0 − 3

2
z = 0

0 = 0

− 3
2
x + 0 − 3

2
z = 0

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

<=> − 3
2
x = 3

2
z⎧

⎨
⎩

<=> z = −x   => z = −x  . 

 
L'ensemble des vecteurs propres associés à la valeur propre λ2 = 2 est donc :  
 

{Y2} = {
x
y
−x

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ = x

1
0
−1

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ + y

0
1
0

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ \ (x, y)∈ℜ

2 − {0;0}} . 

 
 
4) Soit la matrice M = kA où k est un réel non nul. Sans calcul, en déduire les valeurs propres et leurs 
vecteurs propres associés pour la matrice M, puis la forme du polynôme caractéristique de M. 
 
Les valeurs propres λ' de M sont telles qu'il existe un vecteur Y' non nul, tel que : MY' = λ'Y'. 
 
Or on sait que AYi = λiYi, avec λi = λ1 = – 1 ou λ2 = 2, et Yi  = Y1  ou Y2  respectivement (cf q 3). 
 
Ainsi : MYi = kAYi = kλiYi  => kλi est valeur propre de la matrice M associée au vecteur propre Yi.  
 
Ainsi, M admet : 

λ'1 = – k comme valeur propre et {Y '1} = {
x
0
x

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ = x

1
0
1

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ \ x ∈ℜ*}  comme vecteur propre,  
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λ'2 = 2k comme valeur propre et {Y '2} = {
x
y
−x

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
= x

1
0
−1

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
+ y

0
1
0

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
\ (x, y)∈ℜ2 − {0;0}}  comme 

vecteur propre. 
 
Grâce aux valeurs propres, on peut déduire la forme du polynôme caractéristique de la matrice M : 
 

PM (λ ') = −(2k − λ ')2 × (λ '+ k) = −(λ '− 2k)2 (λ '+ k)  
 


