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o Le sujet comporte 12 pages (page de garde et de complément
de réponse incluses).

o La réponse a chaque question devra étre rédigée sur ce cahier-
réponses, dans le cadre prévu a cet effet. Si nécessaire, la copie de
couverture pourra étre utilisée comme complément de réponse, a
condition de bien préciser le numéro de I'exercice et de la question et
d'indiquer le report au niveau de la case correspondante.

o On prendra soin de faire apparaitre les étapes
intermédiaires principales des calculs dans les réponses

données.

° Les calculatrices sont interdites.



Exercice 1
x+2y+ z+ t=1

. -x+2y-2z =2
On considere le systeme (S) : .
2x+4y+5z+4:t=0

4y+ z—t =3

1) Définir la matrice 4 associée au systeme (S).

Le systéme (S) peut s'écrire sous forme matricielle : AX =B, avec :

X 1 1 2 1 1
x=| 7 | B=| ? |etjla=| 1 2 20
z 0 2 4 5 4
t 3 0O 4 1 -1

2) Calculer le déterminant de la matrice 4 en expliquant les différentes étapes du calcul. Le systéme
(S) admet-il une solution unique ? Justifiez votre réponse.

12 1 1 0 4 -1 1| Le—L+L 4 -1 1
deta=| 1 2 2 0 -1 2 =2 ==D*"'x(=Dx| 8 1 4
2 4 5 4 0 8 1 4| Le—L+2L, 4 1 -]
0 4 1 -1 0 4 1 -1
4 -1 1 4 -1 1 3 o
detA=1x| 8 1 4 |=|0 3 2 | Li«—L,-2L =(-1)"x4x 5
4 1 -1 0o 2 =2 L«——L,—L,

|detA =4x(—-6—-4)=-40 | => det A#0=> le systéme (S) admet une solution unique.

3) Résoudre le systeme (S) par la méthode de Gauss. Toutes les opérations effectuées a chacune des
étapes de la résolution devront étre précisées (la notation en tiendra compte).

x+2y+ 7+ t=1 X+2y+ z+ t =1
-x+2y-2z =2 — 4y— z+t =3 Ly«——L,+L,
2x+4y+5z+4t=0 3z+2t=-2 L,«—L,-2L,
4y+ z—-t =3 4y+ z—t =3
x+2y+ z+ 1t =1 xX+2y+ z+t =1
4y— z+t =3 4y— z+ 1t =3
<=> <=>
3z4+2t=-2 3z4+2t=-2

2:-2t =0 L,«—1L,—L, 57 =—2 L«—L,+L,




x+2y+ z+ 1t =1

x+2y+ z+t =1

x+2y+ z+t =1

4y— z+ 1t =3 4y— z+t =3 4y— z+t =3
<=> <=> <=>
3z+2t=-2 —6/5+2t=-2 =3/5+t=-1
z =-2/5 Z =-2/5 Z =-2/5
x+2y+ z+t =1 x+2y+ z+t =1
4y— z+t =3 y=3/4
<= <=
t=-143/5=-2/5 t=-2/5
Z =-2/5 z=-2/5
x=1-2y—z—t=1-6/44+4/5=(20-30+16)/20=3/10 x=3/10
— y=3/4 — y=3/4 .
t=-2/5 t=-2/5
z=-2/5 z=-2/5
\ ) ) 33 2 2
Le systeme (S) admet donc une solution unique : {E;Z;_E;_g} ou {0,3;0,75;-0,4;-0,4}|.

Exercice 2
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1
Soit la matrice A4 telle que : A=| 4
2

1) Calculer son déterminant en expliquant les différentes étapes de calcul.

=7

1 2 4 2 4 7 9
detA=l 4 0 21|=| 0 0 2 |=C-D"x2x 0 s =-2x(=35+20)=30
2 5 6 -10 5 6
C,«——C,-2C,
=>|det A = 30|.

Remarque : det A # 0 => la matrice A est inversible.




2) Calculer la comatrice de A (ou matrice des cofacteurs), Com A.

Jo 2| a2 J4ao
5 6 2 6 2 5
+0—-10) —(24—4) +(20—0)
ComA=| —| 2 41 4 V41 1 2002 Ca2220) +6-8) —(5-4)
5 6 2 6 2 5
+H4-0) —(2-16) +0-8)
2 4 | 4 1 2
+ - +
0 2 4 2 4 0
~10 —20 20
=>|ComA = 8 2 -1
4 14 -8

3) En déduire la matrice inverse de la matrice A. Effectuer la vérification.

T
| ] -10 =20 20 1 -10 8 4
Al=——(ComA)' =—| 8 2 -1 | =— 20 =2 14
detA Ooa e s ) Lo a1 s
Vérification :
| -10 8 4 1 2 4 ] -10+32+8 -20+0+20 -40+16+24
A :% 20 —2 14 4 0 2 |=—| -20—8+28 —-40+0+70 -80-4+84
20 -1 -8 2 5 6 20—-4-16 40+0-40 80—-2-48
| 30 0 O 1 0 0
A“A=% 0 30 0 |=| 0 1 0 |=1
0O 0 30 0 0 1
Exercice 3
1/2 0 =3/2
Soit la matrice : A= 0 2 0
-3/2 0 1/2

1) Déterminer le polynome caractéristique P4(A) associ¢ a la matrice 4. On montrera qu'il peut
s'écrire sous la forme factorisée : P,(1)=—(A—2)*(A+1).

Le polyndme caractéristique de la matrice A est: P,(A)=det(A—AI).




1/2-2 0 -3/2
A-Al= 0 2-1 0
-3/2 0 1/2-4

122 0 =3/2 | |1/2=2 0o -3/2
PA=| 0 2-4 0 |=| 0 22 o0
32 0 12-4] | 244 0 2-A| Lie—1L,—1,
/2= 0 -3/2 1/2-2 0 -3/2
PM=2-A 0 2-2 0 |=Q=-A o0 1 0
10 1 10 1
P,(A)= (2= 1) x (=1 x 1x ”21_)‘ _31/2 — Q=AY X(1/2=A=3/2)= (2= A X (~A—1)

P(A)=—Q2-A’XA+D)=—(A-2)*(A+1) |.

2) En déduire les valeurs propres de la matrice 4 et leur multiplicité.

La matrice A admet donc deux valeurs propres : A; = — 1 et A, = 2, qui sont les racines de son
polyndme caractéristique.

A1 =—1 est racine simple du polynéme donc c'est une valeur propre simple de la matrice A.

A2 =2 est racine double du polynéme donc c'est une valeur propre double de la matrice A.

3) Déterminer l'ensemble des vecteurs propres associés a chacune des valeurs propres de 4.

X 0
Les vecteurs propres ¥ =| y |#| O | associés a la valeur propre A vérifient : AY = AY, soit encore :
0
<

AY- AY=0<=>(4- A) Y=0.

* Vecteurs propres associés a la valeur propre A; =—1:
1/2—-(-1) 0 -3/2 X 0 3/2 0 =3/2 \[X 0
Ils vérifient : 0 2—(-1) 0 y|=|0|<= 0 3 0 yi=|0
-3/2 0 1/2—-(-1) [z 0 -3/2 0 3/2 z 0




3 3 3 3
—x+0-=z=0 —x==
27Tt 27 72° _ -
) xX=z =X
soit le systeme : {3y =0 <=>:y=0 <=> => )
y=0 y=0
3 3 3 3
——x+0+—-2z=0 —x==z
2 2 2 2
L'ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre A; =— 1 est donc :
b 1
{}={|0|=x| 0 |\xeR*}|
X 1
* Vecteurs propres associés a la valeur propre A, =2 :
1/2-2 0 -3/2 )[*) (O -3/2 0 -3/2 \(*] (O
Ils vérifient : 0 2-2 0 y|=|0|<=> 0 0 0 y|={0],
-3/2 0 1/2-2 )iz 0 -3/2 0 -3/2 )|z 0
3
—-—x+0-—=z=0
2
. . 3 3
soit le systeme : {0 =0 <=> —5x=§z<=>z=—x = 7=—X|
3 3
——x+0-=2z=0
2Z

L'ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre A, = 2 est donc :

X 1 0
Wy={ly |=x| 0 [+y|1 [\(x,y)eR*—{0;0}}|
—-X -1 0

4) Soit la matrice M = kA ou k est un réel non nul. Sans calcul, en déduire les valeurs propres et leurs
vecteurs propres associés pour la matrice M, puis la forme du polyndme caractéristique de M.

Les valeurs propres A' de M sont telles qu'il existe un vecteur Y’ non nul, tel que : MY' = A'Y".
Or on sait que AY; = AV, avec Ai=A =—1ouA,=2,etY; =Y; ouY, respectivement (cf q 3).
Ainsi : MY; = kAY; = kNY; => k), est valeur propre de la matrice M associée au vecteur propre Y.

Ainsi, M admet :

X 1
At =—k comme valeur propre et {Y',}={| 0 |=x| 0 |\x € R*} comme vecteur propre,
X 1




X
A = 2k comme valeur propre et {Y',}={|y |=x
-X

vecteur propre.

1
0
-1

0
+y/ 1 [\ (x,y) e R*—={0;0}} comme
0

Grace aux valeurs propres, on peut déduire la forme du polynéme caractéristique de la matrice M :

P,(A)=—2k—=A"Y x(A'+k)=—(A'-2k)*(A'+ k)




