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e Les calculatrices sont interdites.



Exercice 1
X+y+z+t=2
. 2x+y+z—t=-2
On considere le systeme (S) :
x=2y+z-t=1

—x+y—2z+t=-1

1) Résoudre ce systeme a l'aide de la méthode de Gauss. Toutes les opérations effectuées a chacune
des étapes de la résolution devront étre précisées (la notation en tiendra compte).

On résout (S) en conservant la 1ere ligne pour ligne pivot.

X+y+z+r=2 x+y+z+r=2
2x+y+z—t=-2 - O0-y—-z-3t=-6 L,«——L,-2L
=>
x=2y+z-t=1 0-3y+0-2t=-1 L,«—L,—-L,
—x+y-=2z+1=-1 0+2y—z+2t=1 L,«—L,+L,
x+tyt+tz+r=2 Xty+z+t=2
—-y—z-3t=-6 —-y—z-3t=-6
<= <=>
0+3z+7t=17 Ly<—L,-3L, 3z+T7t=117
0-3z-4t=-11 L,«—L,+2L, 0+3t=6 L,«——L,+L,
r=2 r=2 t=2 x=0
3z+14=17 z=1 z=1 y=-1
<=> <=> <=> <=>
-y—z—-6=-6 —-y—1=0 y=-1 z=1
X+y+z+2=2 x+y+1=0 x=0 t=2

Ce systeme admet donc une solution unique : S = {(0 —1;1; 2)}.

2) Retrouver votre résultat uniquement pour l'inconnue y a l'aide des formules de Cramer pour la
résolution des systémes linéaires (on ne cherchera surtout pas a inverser la matrice associée a ce
systeme linéaire). On précisera toutes les opérations successives effectuées pour les calculs de
déterminants.

* Commengons par calculer le déterminant du systéme (S) :

C,«——C,-C Coe—C -G
I 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 O 1 -1 =3
2 1 1 1|2 -1 -1 =1 |_|2 -1 -1 -3 =(-D"'xIx| -3 0 =2
1 2 1 - 1 -3 0 -l =30 =2 2 -1 2
-1 1 =2 1 -1 2 -1 1 -1 2 -1 2




i 1 i _11 R O I T R L
L 1 |30 253 0 2 = (D" x(-Dx 5
L 2 1 2 30 5 | Le—L—1,

111
des)=| 2 L b LI |3 21 _5:6=—920.

1 =2 1 -1]|3

11 =2 1

Le déterminant du systéme (S) étant non nul, (S) admet une solution unique.

* Déterminons a présent y :

12 11

2 2 1 -

1 1 - 1 2 1 1 1 2 1 1
=212 201 <1 113 0 2 0fLe—L+L
Y det(S) ol 1 1 1 -1]779/0 0 -1 0| e—r+1,

-1 21 - 21
121
ymms x| 30 0 |=ixe1x3x| 2 V| =cdx@en=at.
9 R 11|03

On retrouve bien le résultat obtenu a la question 1 pour l'inconnue y.
Remarque (non demandg¢) :

Pour l'inconnue x, on aurait :

2 11
) 1 -1
I =2 1 -l 2 1 1 1 2 1 1 1
-2 1 12 11 - 1o 2 2 o Lie—L,+L,
B det(S) S92 1 -1 90 -l -1 0| Le—r1+L,

-1 1 2 1 -1 1 2 1

par propriété du déterminant car la ligne 2 est égale a -2 x laligne 3 : L, =- 2 L.




Exercice 2

-1 -4 -1
Soit la matrice A telleque: A=| —4 2 —4
-1 -4 -1

1) La matrice A4 est-elle inversible ? Justifier la réponse. En déduire une valeur propre évidente de la
matrice 4.

Pour savoir si une matrice est inversible, on calcule son déterminant :

-1 -4 -1 1 -4 -1
detA=| -4 2 —4|=|-4 2 -4 =0.
1 -4 -1 0 0 0| Lie——L,—L

Remarque : on aurait pu directement conclure que det 4 = 0, du fait que la 1¢ere et la 3éme ligne de ce
déterminant sont égales.

Le déterminant de la matrice 4 étant nul, la matrice 4 n'est pas inversible.

On en déduit également que la matrice 4 admet O pour valeur propre, comme cela a été vu en cours.

2) Déterminer le polyndme caractéristique P4(4) associé a la matrice 4. En déduire que les valeurs
propres de la matrice 4 sont 0, 6 et —6.

-4 -4 -l
* Déterminons tout d'abord : A— Al = 4 2= -4
1 4 —1-2

* Le polyndme caractéristique de la matrice 4 est le déterminant de 4 - A, soit :

-1-4 -4 -1 “1-1 -4 -1
P(A)=det(A-AD)=| -4 2-A1 -4 |=| -4 2-1 -4 ,
-1 -4 —1-2 A 0 -A| Le—L,—L

soit en factorisant A sur la derniére ligne, puis en remplagant C; par C; + Cj :

-2 -4 -1 2-1 -4 -l
P(AM)=det(A-AD=Al -4 2-2 -4 (=2 -8 2-1 —4
1 0 -1 0 0o -1

Il ne reste plus qu'a développer le déterminant par rapport a la derniere ligne :
2-A 4

PAA=2x (DM x (D) T T

=-Ax((2-M)Q2-1)-32)=-Ax(2*-4-32)




Ce polyndme se factorise en : |P,(1)= —l(/lz - 36) =-Ax(A-6)(A+6) |

La matrice 4 admet donc 3 valeurs propres simples qui sont les 3 racines de son polyndme
caractéristique, soit: Ap=03;A;=6 ; A, =-6.

N.B. : on retrouve bien que 0 est valeur propre de la matrice 4.

3) Déterminer l'ensemble des vecteurs propres associés a chacune des valeurs propres de 4.

X
Les vecteurs propres ¥ =| y |# 0 associés a la valeur propre A vérifient : 4Y = 1Y,

<
soitencore: AY - AY=0<=>(4- Al) Y =0.

* Vecteurs propres associés a la valeur propre Ay =0 :

1 —4 -1 \[* 0 -x—4y—-z=0
Ils vérifient: | —4 2 —4 ||y |=|0],soitlesystetme: < —4x+2y—4z=0.
-1 -4 -1 )z 0 —x—4y—z=0

La 3éme équation étant la méme que la 1ére, on peut la supprimer et diviser la 2nde par 2 :

—x—4y—z=0 x+z:—4y I=—X
Ona: <=> <=> .
—2x+y-2z=0 y+8y=0 y=0

L'ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre Ao = 0 est donc :

X 1
T, 3={|0 |=x{0 \xeR*}|

—-X -1

* Vecteurs propres associés a la valeur propre A; =6 :

“1-6 -4 -1 X 0 ~71x-4y-z=0
Ils vérifient : -4 2-6 -4 y (=] 0|, soit le systtme : {—4x—4y—-4z=0.
-1 -4 —-1-6 )|z 0 —-x—4y—-7z=0
~Tx-4y—-2z=0

On peut diviser la 2nde équation par (-4) : {x+y+z=0
-x—4y-T7z=0




~7x-4y—-z=0

d'ou, en remplagant la 3¢ équation par la somme de la 2¢ et de la 3¢ équation : {x+y+z=0

—3y—-6z=0
—TIx—4y—-z=0
<=> Jx+y+z=0
y=-2z
—-6x—-3y=0
<=><x+y+z=0 ,enremplacant la 1¢ére équation par la somme de la 2¢ et de la 1ere équation.
y=-2z
—2x=y —2x=Yy —2x=y
Enfin: {x+y+z=0 <= {x-2x+2z=0 <=> Jz=x — {Z=x .
y=-2x
y=-2 y=-2z y=-2z

L'ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre A; = 6 est donc :

X 1
{Y}={| 2x |=x| 2 NxeR*}|

X 1

* Vecteurs propres associés a la valeur propre A, =—6:

—1+6 -4 -1 X 0 Sx—4y-z=0
IIs vérifient : -4 2+6 4 y |=| 0|, soit le systeme : { —4x+8y—4z=0.
-1 -4 —14+6 |\ ¢ 0 —x—4y+5z=0
S5x—4y—-2z=0
On peut diviser la 2nde équation par (-4) : {x—=2y+z=0
—-x—4y+5z=0
Sx-4y—-z=0
d'ou, en remplagant la 3¢ équation par la somme de la 2¢ et de la 3¢ équation : { x—2y+z=0
—6y+6z=0
S5x—4y—-z=0
<=><x—-2y+z=0
y=z
6x—6y=0
<=>x-2y+z=0 ,enremplagant la 1ére équation par la somme de la 2¢ et de la 1ére équation.
y=z




X=Yy X=Yy

Enfin: {x—2x4+2z=0 <=> {—x+7=0 <=>_

y=< y=<

L'ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre A, =— 6 est donc :

X 1
T }={| x|=x| 1 \xeR*} |
X 1
-1 -4 -1
4) On considére la matrice : M = 3 —4 2 —4 |, quelles sont les valeurs propres et vecteurs
-1 4 -1

propres de cette matrice ? Justifier bri¢vement.

* On remarque que M = (1/6) A.
Les valeurs propres A de M sont telles qu'il existe un vecteur colonne Y non nul, tel que : MY = AY.

Or on sait que AY; = A;Y;, avec A; valeur propre de A (A =0 ; 6 ou -6) et Y; vecteur propre de A
associé a la valeur propre Ai.
Ainsi : MY; = (1/6) AY; = (1/6) A;Y; .

=> (1/6) A est valeur propre de la matrice M associée au vecteur propre ;.

Les valeurs propres de M sont donc 0 ; 1 et —1.

* L'ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre A = 0 est donc :

X 1
{T,3={|0 |=x{0 \xeR*}|

—-X -1

* L'ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre A; = 1 est donc :

X 1
{Y}={| 2x |=x| 2 \xeR*}|
X 1
*L'ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre A, =— 1 est donc :
X 1

{}={| x|=x| 1 \xeR*} |

X 1




Exercice 3
Déterminer l'inverse de la matrice 4 a I'aide de la méthode de Cramer pour l'inversion des matrices.

1 0 1
A= 0 1 O
-1 0 1
On détaillera les calculs effectués
1 1 T
Ona:|A™ = (ComA)" |.
detA
1 0 1 L1
* Calculons le déterminantde 4 : detA=| 0 1 0 |=(-1)""x1Ix - =2#0.
-1 0 1 Bl
La matrice 4 admet donc bien une matrice inverse 4.
* Déterminons la comatrice de 4 :
+ 10 10 0 + 0 1
0 1 -1 1 -1 0
0 1 1 1 1 0 Lol
ComA = —‘01“11—10 = 0 2 O
B - -1 0 1
+ 0 1 11 N 1 0
1 0 0 0 0 1
1 1 0 -1
* Finalement : [A™' = (ComA)Tz— 0 2 0
detA
1 0 1
* Vérification :
1 1 0 -1 1 0 1 | 2 00 1 00
A“A=5020 010:5020=010
1 0 1 -1 0 1 0 0 2 0 0 1




