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MAT2051

[ ]
Algebre et géométrie
Enseignants

INGENIEUR-E-S D'UN NUMERIQUE UTILE Arnaud Bannier, Nicolas Bodin

Transformations géométriques

Homothétie

Exercice 1. Démonstration de la proposition.
Soit fy une homothétie sur E de rapport \. Montrez que, pour toute base B de E, on a

[f)\][,’ = )\IdE .

Correction. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Considérons une base
B=(ey,...,e,) de E. Soit A un scalaire dans K. Pour tout 1 <i<n, on a

-1 1 4+l

1 n
f,\(ei)=)\~ei:(0,..., 0,)\, 0,...,0)3.

Il reste alors a écrire verticalement les coordonnées dans B des images des vecteurs de
B pour trouver

5_|0 - :
[f)\]3= . 0 =)\Idn

Projecteur

Exercice 2. Projection dans R2.
On considére les sous-ensembles E et F' de R? suivants :

1)

2)

E={(z,z)|zeR} et F={(-z,z)|zeR}.
Montrez que E et F' sont des sous-espaces vectoriels de R2.

Correction. Montrons que F est un sous-espace de R2. Soient (x,x) et (y,y) deux
éléments de E et A un réel. On a

A(z,x)+ (y,y) = (AN +y, Az +y) e E.

Cela montre que F est un sous-espace de R2. On montre que F' est un sous-espace de
R? de la méme manicre.
Montrez que R2=E & F.

Correction. Commengons par montrer que £ n F = {(0,0)}. Soit u un vecteur dans
En F. 1l existe donc des réels = et 2/ tels que u = (z,2) = (=2/,2"). On en déduit que
x=1" et xr=—-x" donc que z =0 puis u = (0,0). Enfin, on sait que

dim(E + F) =dim(F) + dim(F) -dim(En F) = dim(E) + dim(F) =1+1=2.

Par conséquent, F + F' = R? et la somme est directe.
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3) Calculez p(1,3) ou p désigne la projection sur F parallelement a F'.

Méthode 1. On commence par remarquer que
E={z(1,1) |z eR}=Vect((1,1)), F={z(-1,1)[xreR}=Vect((-1,1)).

On pose alors B = ((1,1),(-1,1)). La matrice de la projection p dans la base B vaut

e-(19)

Notons C la base canonique de R2. On obtient la matrice P§ de passage de B vers C
en exprimant les vecteurs de B dans C. La matrice P¥ est alors son inverse et peut
étre calculée avec un pivot de Gauss. On trouve

1 -1 4 1L ({1 1
PBC:(l 1)7 PCB:(Pg)lzé(_l 1)

La matrice de p dans la base canonique s’obtient alors en effectuant

s34 D46 6940 )

On peut maintenant calculer I'image de n’importe quel vecteur exprimé dans la base

canonique. En particulier,
1(1 1\(1 2
o930 1)6)-6)

Méthode 2. Construisons I'application p. On sait que p(u) = p(u; + uz) avec uj € E
et uy € F. 11 existe donc x1,x2 € R tel que uy = (x1,21) et ug = (—x2,22). On a alors
U+ Uy = (1’1 —X9,T1 + Ig).

On résout donc le systeme x1 —x9 = 1 et 21 + 29 = 3 pour trouver z1 =2 et x5 = 1. Donc
p(1,3) =(2,2).

Exercice 3. Projection dans R%.
On consideére les sous-espaces vectoriels E et F' de R* suivants :

Ez{(x,—x,y,—y)|x,y€R}, F:{(x,a:,x,y)|x,yeR}.

1) Montrez que R*=FE & F.
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Remarquons que

E={z(1,-1,0,0) +4(0,0,1,-1) | z,y € R} = Vect((1,-1,0,0),(0,0,1,-1)),
F = {$(17 17 170) +y(07 07 07 1) | x7y E R} = VeCt((17 17 170)7 (07 07 07 1)) *

En particulier, ces deux sous-espaces sont de dimension deux. Montrons maintenant
que leur intersection ne contient que le vecteur nul. Soit v dans F n F'. 1l existe alors
des réels 1, x9, y1 et yo tels que

v = ('rlv_xl?yh_yl) = (:E??'TQ?xQ’yQ) .

Ainsi, 1 = 2o = —x1 donc xz; = 0 puis y; = x5 = ;7 = 0. Cela montre que
v = (z1,-x1,y1,-y1) est le vecteur nul. Autrement dit, EnF = {0} et donc E+F = E®F.
Ensuite,

dim(E + F) =dim(F) + dim(F) -dim(EnF)=2+2=4.
Aussi, E @ F' est un sous-espace de R* de dimension 4, donc égal a R%.

2) Soit x,t € R. Calculez p(x,1,0,t) ou p désigne la projection sur E parallelement & F'.

Posons
B=((1,-1,0,0),(0,0,1,-1),(1,1,1,0),(0,0,0,1)).

En notant C la base canonique, on a

1000 1 0 10 1 =10 0
o100 c -1 0 10 s 1[-1 -1 20
Pls=1g 0 0 ol =0 1 10l =31 1 00

0000 0 -1 0 1 -1 -1 2 2

On peut alors déterminer la matrice de p dans la base canonique en calculant le produit
matriciel [ple = P§[p]aP¥. On obtient alors

1 0 1 0\/1 000 /1 -100 1 -1 0 0
1/-1 0 1 offo 10 off-1 -1 20] 1{-1 1 0 o0
Ple=5{o 1 1 0llo oo oll1 1 0ofl73l-1 21 2 0
0 -1 0 1/\0oo0o0o/\c1 -1 22 1 1 -2 0

Enfin, p(2,1,0,t) = 3(z-1,-z +1,-z -1,z +1).

Exercice 4. Projection dans RE.

Soit F et F' les ensembles respectifs des applications paires et impaires de R dans R. Lors
d'un précédent TD, nous avions montré que RE = E & F. Soit p : RR — RR la projection
sur F parallelement a F'.

1) Calculez p(f) avec f définie pour tout z € R par f(x) = cos(x).
On remarque que cos = cos +0. Comme cos est une fonction paire et 0 une
fonction impaire, ’écriture cos +0 correspond a I'unique décomposition de la fonction
cosinus dans la somme directe £ @ F. On en déduit alors que p(f) = f.

2) Calculez p(g) avec g définie pour tout x € R par g(z) = sin(z).

Comme précédemment, sin = 0+ sin avec 0 € F et sin € F'. Ainsi, p(g) = 0.
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3) Calculez p(h) avec h définie pour tout z € R par h(z) = e 2* —z.

Soit f dans RR. Pour tout x dans R, on a

fonction paire fonction impaire
(o) = f(x) +2f(—<13) @) —2f(—£v) ‘

On en déduit alors que

p(h)(x) = %(h(:v) +h(-1))) = %(e-% Cp+e®ag) - %(e% + ) = cosh(2z).

Symétrie

Exercice 5. Interprétation géométrique.
Pour tout réel a, on note M, la matrice de M3(R) définie par 1'égalité suivante.

0 -1 1
M,=1-a-1 a a+1
-a a a+1

1) Déterminez 'ensemble des vecteurs u de R? vérifiant M, x u = u.

Cela revient a déterminer I'espace propre associé a la potentielle valeur
propre 1. Si le réel 1 n’est pas une valeur propre de M,, 'espace E; sera réduit au
vecteur nul. On calcule donc le noyau de la matrice M, — Ids.

-1 -1 1 1 1 -1 1 1 -1
-a-1 a-1 a+1 0 2a O 0 a O
-a a a 0 2a O 00 0

Comme le rang de la matrice M, — Ids n’est pas maximal, on sait qu’il existe des
vecteurs non nuls u tel que M, xu = u. Autrement dit, que le réel 1 est bien une valeur
propre de M,. On voit également que la dimension de I’espace propre F; dépend du
parametre a. Dans un premier temps, supposons que a # 0. On a

(r,y,2)e By o x=-y+zetay=0< (z,y,2) = (2,0,2) = 2(1,0,1).
Dans ce cas, Fy = Vect((1,0,1)). Supposons maintenant que a = 0. On a
(r,y,2) e By = x=-y+z< (x,y,2) = (-y+2,y,2) =y(-1,1,0) + 2(1,0, 1) ..
Ainsi, By = Veet((~1,1,0), (1,0,1)).

2) Montrez que le réel 2a + 1 est une valeur propre de M,.
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Calculons le polynome caractéristique de M,.

-X -1 1 -X 0 1
Py (X)=|-a-1 a-X a+1 |[=|-a-1 2a+1-X a+1
—-a a a+1-X -a 2a+1-X a+1-X

- X((2a+1-X)(a+1-X)-(2a+1-X)(a+1))
+1((ma-1)(2a+1-X)+a(2a+1- X))
:(2a+1—X)(—X(a+1—X)+X(a+1)+(—a—1)+a)
=(20+1-X)(X2-1)=(2a+1-X)(X-1)(X +1).

3) Déterminez I’ensemble des valeurs propres de M,.

Le spectre de M, est alors Sp(M,) = {1,-1,2a + 1}.

4) Pour quelles valeurs du réel a I'endomorphisme représenté par M, dans la base ca-
nonique de R3 est-il une symétrie? Précisez les éléments caractéristiques de cette
symétrie.

L’endomorphisme M, est une symétrie s’il est diagonalisable et si son
spectre est inclus dans {-1,1}. Comme Sp(M,,) = {1,-1,2a + 1}, il faut que 2a+1=1
ou 2a + 1 =-1, donc que a € {0,-1}.

Dans un premier temps, supposons que a = 0. D’apres la premiere question, on sait
déja que E; = Vect((-1,1,0),(1,0,1)). Calculons maintenant 1'espace propre E_; cor-
respondant au noyau de la matrice My + Ids.

1 -1 1 1 -1 1 1 -1 0
-1 1 1 0 0 2 0 0 1
0 0 2 0 0 2 0 0 0

Ainsi, £ = {(z,y,2) e R3 | z = yet z = 0} = Vect((1,1,0)). Comme la somme
des dimensions géométriques des valeurs propres de M, vaut 3, I'endomorphisme est
bien diagonalisable. On en déduit que M, est une symétrie par rapport au plan E
parallelement a la droite E_;.

Supposons maintenant que a = —1. On sait que E; = Vect((1,0,1)). On détermine
ensuite £_; en calculant le noyau de M_; + Ids.

1 -1 1 1 -1 1
0 0 0 0 0 0
1 -1 1 0 0 O

On en déduit alors que
(r,y,2) e B r=y-2z< (r,y,2)=(y-2,9,2) =y(1,1,0) + 2(-1,0,1)..

Donc FE_; = Vect((1,1,0),(-1,0,1)). Encore une fois, la somme des dimensions géo-
métriques vaut 3, donc M_; est diagonalisable. C’est donc une symétrie par rapport a
la droite E; parallelement au plan F_;.

Exercice 6. Symétries et projecteurs.
Démontrez qu’une symétrie de E peut s’exprimer en fonction d'un projecteur de E avec
s=2p-1dg.
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Si p est un projecteur sur F parallelement & G, on a p(z) = p(zp+zg) = TF
pour tout = dans E. Ainsi, s(z) = s(zp+2¢) =xp—2¢ =p(x)-2g =p(x) - (zrp+x5) +
xp =2p(z) - (rp + xg). On obtient alors s = 2p — Idg.

n Affinité vectorielle

Exercice 7. Nature géométrique d'une application.
Déterminez la nature de I'application f définie pour tout couple (x,y) de R? par

f(xay) = (2$—y,4$—3y)

On détermine dans un premier temps le polynéme caractéristique de f :
Pr(X) = X2+ X -2. On en déduit que les valeurs propres sont 1 et —2. Les sous-espaces
propres associés sont Fy = {(x,z) | x € R} et F_5 = {(z,4x) | z € R}. La matrice de f
dans une base B de vecteurs propres s’écrit donc :

[/]s = ((1] _02) .

L’application f est donc une affinité vectorielle de rapport —2 par rapport a FE; et
parallelement a E_,.

Exercice 8. Interprétation géométrique.
Soit f I’endomorphisme de R3 défini par sa matrice A suivante exprimée dans la base
canonique C = (ey, e, €3).

0 01
A=]10 1 0
100

1) Calculez f(es), f(e1 +e3) et f(e1—e3).
On a f(ez) =eq, f(eg+e3) =e1+eget f(eg —ez) =—(e; —e3).

2) Déduisez-en que f est diagonalisable et déterminez A’ la matrice de 'endomorphisme
f dans une base de vecteurs propres.

Posons by = e, by = €1 + €3, by = e; — e3 puis B = (by, by, b3). On remarque
que f(by) = by et f(by) = by donc by et by sont deux vecteurs propres associés a la
valeur propre 1. De méme, on a f(bs) = —bs donc by est un vecteur propre associé a
la valeur propre —1. Comme B est clairement une famille libre, c’est une base de R3.
Donc f admet une base de vecteurs propre et est donc diagonalisable. On en déduit
que
0
0
-1

A'=[f]s =

o O =
O = O

3) Interprétez géométriquement le résultat.

L’endomorphisme f est une symétrie par rapport au plan Vect(b,by),
parallelement & la droite Vect(bs).

Exercice 9. Diagonalisation et géométrie.
Pour chacun des cas suivants, diagonalisez I’endomorphisme f; de R? défini par sa matrice

6
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A; exprimée dans la base canonique et interprétez géométriquement le résultat.

-3 2 0 0 -1 -1 2 0 1 1 2 2
Ai=l4 3 0], A=l0 1 0], A=|1 1 1], A=|2 1 2
2 -2 -1 3 3 4 2 0 -1 —2 -2 -3

(A1). Calculons le polynéme caractéristique de Aj.

3-X -2 0
Py(X)= 4 3-X 0 |=(-3-X)B-X)(-1-X)+8(-1-X)
-2 2 -1-X

(-1-X)((-3-X)(3-X)+8) = (-1-X)(X?-1)
=(-1-X)(X+D)(X-1D)=-(X+1D*(X-1).
Le spectre de A; est donc Sp,, = {-1,1}. On sait alors que A, est une symétrie, sous

réserve d’étre diagonalisable. On détermine d’abord 'espace propre E_; en calculant
le noyau de A; + Ids.

-2 -2 0 110
Aj+Idg=4 4 0]~]0 0 O
-2 -2 0 000

On en déduit que pour tout vecteur (z,y,z) de R3, on a
(I,y,Z) EE*I <:>.’17+y:0<:> (x7y72) = (_y7yvz) :y(—1’1,0)+2(07071).

Ainsi, E_; = Vect((-1,1,0),(0,0,1)). De méme, on détermine 'espace propre F; en
calculant le noyau de A; — Ids.

-4 -2 0 1 11 1 1 1 10 -1
Ar-Id-| 4 2 0 |=~12 1 OfJ~]0 -1 -2|=~|0 1 2
-2 -2 -2 0 00 0 0 0 0 0 O

On en déduit que pour tout vecteur (z,y,z) de R3, on a
(r,y,2) e By x-z=0et y+22=0< (x,y,2) = (2,-22,2) = 2(1,-2,1).

Donc E; = Vect((1,-2,1)). Comme dim(FE_;)+dim(E;) = 3, la matrice A; est diagona-
lisable. Par conséquent, A; est une symétrie par rapport a la droite F;, parallelement
au plan E_;.
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(A5). On calcule le polynoéme caractéristique de A,. On a

-X -1 -1 "

Pu,(X)=|l0 1-X 0 :(1—X)‘_3
3 3 4-X

=(1-X)(-X(4-X)+3)=(1-X)(X -1)(X -3)=—(1-X)*(X -3).

-1
4-X

Ainsi Sp, = {1,3}. On détermine I'espace propre E; associé a la valeur propre 1 en
calculant le noyau de A, — Ids.

-1 -1 -1 111
As-Ids={ 0 0 O |=~]0 0 O
3 3 3 000

On trouve alors que E; = Vect((-1,0,1),(0,-1,1)). De la méme maniére, on détermine
I’espace propre F3 en calculant le noyau de A, — 31ds.

-3 -1 -1 3 3 1 3 01
Ay-3Id3=1 0 -2 0 |~|0 1 O|~|0 1 O
3 3 1 0 20 0 00

Ainsi, F3 = Vect((1,0,-3)). Comme dim(E;) + dim(FE3) = 3, 'endomorphisme A, est
diagonalisable. C’est donc une affinité vectorielle de rapport 3 par rapport a E; est
parallelement a FEj.

(A3). On commence par calculer le polynéme caractéristique de As. On a

2-X 0 1
Py(X)=| 1 1-X 1 :(2—X)‘
-2 0 -1-X
=2-X)1-X)(-1-X)+2(1-X)=(1-X)((2-X)(-1-X) +2)
=(1-X)(X?*-X)=-X(1-X)2.

1-X 1
0 -1-X

+1‘1 1—X‘

-2 0

Par conséquent, Sp,, = {0,1}. Déterminons tout d’abord I’espace propre Ey en calcu-
lant le noyau de A3 —01Ids.

2 0 1 111y (11 1 10 3
A;-0Ids=1 1 1 |~f2 0 1|~|0 -2 -1|~|0 1 3
-2 0 -1) \o 00/ \o 0 0 000

On en déduit alors que Ey = Vect((1,1,-2)). On détermine ensuite l’espace propre £}
en calculant le noyau de As — Ids.

1 0 1 1 01
As-Ids=| 1 0 1 |~]0 0 O
-2 0 -2 000

Ainsi, Ey = Vect((1,0,-1),(0,1,0)). Comme dim(FEy) + dim(£;) = 3, A3 est un en-
domorphisme diagonalisable. Par conséquent, As est une projection sur le plan E;
parallelement a la droite Ej.
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(A4). Le polyndme caractéristique de A4 est donné par

1-X 2 2
Py(X)=| 2 1-X 2
-2 -2 -3-X
(1-X)2(-3-X)-8-8+4(1-X)+4(1-X)-4(-3-X)
(1-X)2(-3-X)+4(1-X)=(1-X)((1-X)(-3-X) +4)
(1-X)(X2+2X +1) = (1-X)(X +1)2.

Ainsi Sp,, = {-1,1}. On détermine d’abord I'espace propre E_; en calculant le noyau
de A4 + Idg

2 2 2 1 11
A4 + Idg =1 2 2 2 1~10 0 O
-2 -2 -2 000

On en déduit que E_1 = Vect((1,-1,0),(1,0,-1)). On détermine ensuite E; en calcu-
lant le noyau de A4 — Ids.

0 2 2 1 0 1 1 01
Ay-Ids=12 0 2|=~|0 1 1 ]=]0 11
-2 -2 -4 0 -2 -2 000

Aussi, E; = Vect((1,1,-1)). La somme des dimensions géométriques des valeurs
propres est égale a la dimension de I'espace R3, donc A, est diagonalisable. On en
déduit alors que A4 est une symétrie par rapport a la droite E; parallelement au plan
E_q.

Exercice 10. Transformations de I'ibijau.

On considére les endomorphismes fi, ..., fg de R? définis pour tout (z,y) € R? par
filz,y) = (22,2y), fs(@,y) = (y,2),
f2(xay):(_2xay)7 fﬁ(zay):(()?y_m)a
fg(ZE,y)Z%(CE—y,y—i’), f7($,y):(_y,_l'),
fa(z,y) = (-, -y), fs(z,y) = (z,-2y).

Tous ces endomorphismes sont diagonalisables et correspondent a des affinités vectorielles.
Il est toujours possible de constituer une base de vecteurs propres a partir de

Ulz(l,O), UQ:(O,]_), U3:(17—1), U4=(1,1).

Pour chacun des endomorphisme f;,

m déterminez la matrice de f; dans la base canonique;

m déterminez une base B; dans laquelle la matrice de f; est diagonale et donnez cette
matrice ;

m interprétez géométriquement la transformation f;;

m dessiner I'image F; de I'ibijau par f; sur la figure 1.

On commence par calculer les matrices des endomorphismes f; dans la
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base canonique C. On trouve

o= (5 3). Lle= ()

ele=(1 o) ()

MAT2051

)5 (43 v (o

)= ) e

0
1]

0

9

On remarque que les matrices de fi, fo, f4 et fs sont déja diagonales dans la base
canonique C. Pour les autres endomorphismes, on a

{fs((l-—l)) =(1,-1)=1-(1,-1)
f3((1.1)) =(0,0) = 0-(1,1)
{fs((“- 1))=(0,1)=1-(0,1)
Je((1.1)) =(0,0) = 0-(1,1)

{f5((1A1)) =1L, =1-(1,1)

fs((1-1)) = (=1,1) = =1-(1,-1)
{f7((1-1)) =(1,-1)=1-(1,-1)
HL1D))=(=1,-1)=-1-(1,1)

On définit alors les bases Bs, By, Bg et B; pour obtenir les matrices diagonales suivantes

Bs=((1,-1),(1,1)),
((1,1),(1,-1)),
((0,1),(1,1)),

((1,-1),(1,1)),

Bs
Bs
Br

On en déduit que

0

9).
9)

[f3183=((1) 8) [fdss:((l)
= (g o)+ e =

Type Rapport Espace invariant Parallelement a

fi Homothétie 2

f2 Affinité -2 Vect((0, 1)) Vect((1, 0))
fs Projection Vect((1,-1)) Vect((1, 1))
fa Homothétie -1

f5 Symétrie Vect((1, 1)) Vect((1,-1))
fe Projection Vect((0, 1)) Vect((1, 1))
fr Symétrie Vect((1,-1)) Vect((1, 1))
I3 Affinité -2 Vect((1, 0)) Vect((0, 1))

Exercice 11. Exercice de synthése.

Considérons les trois vecteurs u;, us et us dans R? définis par

1
u1:17
1

Uz

) 1)

On considere également les endomorphismes f et g de R? définis par leurs matrices ex-
primées dans la base canonique C de R3 :

3
6
3

-1
0
-1

3 3
4) et [g]e= (1
5) 2

-2
-11.
-1

1) Montrez que Im(g) = {(z,y,2) e R3 |~z +y + 2 = 0}.

10
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Veet((1,-1)) . 7 Veet((1,1))

FIGURE 1 — Transformation de I'ibijau.

Correction. On commence par déterminer une base de Im(g) a l'aide de 1’algorithme
du pivot de Gauss. Pour cela, on calcule une forme échelonnée de [g]c. On obtient

3 -1 -2\ (10 -1
[ge={1 0 -1|=[0 1 -1
2 -1 -1) \o 0 o0

Comme les pivots sont dans les deux premieres colonnes, on sait que les deux premieres
colonnes de [g]c forment une base de Im(g). Aussi, Im(g) est de dimension 2 et on a

Im(g) = Vect((3,1,2),(-1,0,-1)).

Notons E = {(z,y,2) €e R® | -z +y + z = 0}. 1l s’agit de montrer que Im(g) = E. On
vérifie facilement que dim(E) = 2. Donc comme Im(g) et E sont de méme dimension,
il suffit de montrer que Im(g) € E. On a

-3+1+2=0 (3,1,2) e &,
(1) +0+ (1) =0 % (-1,0,-1) € E.

Par conséquent, Im(g) = Vect((3,1,2),(-1,0,-1)) ¢ E et I’égalité en découle.

2) Démontrez 'égalité Im(g) = Im(Idgs - f).

Correction. On calcule une forme échelonnée de la matrice (Idsz—[f]c) avec I'algo-
rithme du pivot de Gauss.

L6 -3 -3} (2 -1 -1\ (1 0 -1} (10 -1
Id;[fle=g[4 0 —4]={1 0 -1f=f0o -1 1f=]0 1 -1
2 -3 1 2 -3 1 0 -3 3 00 0

11
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(@4
~

8)

On en déduit que I'image de Idgs —f est engendrée par les deux premieres colonnes de
Id; —[ f]c. On remarque ensuite que

Im(Idgs —f) = Vect((6,4,2),(=3,0,-3)) < {(z,y,2) e R} |~z +y +2=0} = [m(g).

Par conséquent, les sous-espaces Im(Idgs —f) et Im(g) sont égaux puisqu’ils ont la
méme dimension.

Déterminez le noyau de f et le noyau de g.

On calcule la forme échelonnée réduite de f et on rappelle celle de g.

(0 33y (0 1 1)\ (2 -3 -2 10 -1
(Fle=g|-4 6 4f=|2 =3 2|=[0 1 1]|=Idy, [gle=[0 1 -1
235/ \-2 3 5/ \o 0 3 00 0

On en déduit immédiatement que Ker(f) = {(0,0,0)}. De plus,

Ker(g) ={(x,y,2) eR® |z -2=0et y-2=0}={(z,y,2) eR¥ |z =z et y =2}
={(z,2,2) | z e R} = Vect((1,1,1)).

Le réel 0 est-il une valeur propre de f 7 une valeur propre de g7 Justifiez.

Le noyau d’une application linéaire correspond a ’ensemble des vecteurs

associés a la valeur propre 0. Aussi, 0 appartient au spectre de g mais pas au spectre
de f.

Montrez que la famille B = (uq,u9, u3) est une base de R3.

On effectue un pivot de Gauss sur la matrice formée des vecteurs uq, us
et us écrits en colonnes.

11 0 1 1 0
10 -1|~f0 -1 -1|~1Id;.
11 1 0 0 1

2

On en déduit que (u1,us,uz) est une famille libre composée de trois vecteurs, donc
une base de R3.

Exprimez f(u1), f(u2) et f(uz) dans B et déduisez-en la matrice de f dans B.
flu))=(1,1,1)=1-u; +0-us+0-u3 =(1,0,0)5 10 0
f)= (303 =0m+ 5w+ 0 u=(0,34,00s  [fls=[0 L 0

1
fluz) =(0,2,3) =0 uy +0-up+ % -uz = (0,0,3)5 00 3

Caractérisez géométriquement ’application f.

Question piege! Ce n’est ni une homothétie, ni une symétrie, ni une
projection, ni méme une affinité vectorielle.

Calculez le polynéme caractéristique que g et déduisez-en son spectre.

12
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On a

3-X -1 -2
det([gle - X1dy)=| 1 -X -1
2 -1 -1-X

=XB-X)(1+X)+2+2-4X-(3-X)+(-1-X)
=XGB-X)(1+X)-4X =X(3-X)(1+X)-4)
- X(3+2X - X?2—4)=-X(X 1),

On en déduit que Sp(g) ={0,1}.

9) Déterminez une base de chaque sous-espace propre de g.

Nous avons déja vu que
Eo =Ker(g) = Vect((1,1,1)).
Il reste a déterminer une base du sous-espace propre Ej.

2 -1 -2\ (1 -1 -1\ {1 -1 -1\ (1 0 -1
[gle-Tds=[1 -1 -1|=~[2 -1 —2|~fo 1 o|=|0o 1 0
2 -1 -2/ \o o o/ \o o o/ \oo o

Ey={(z,y,2) eR*|z-2=0et y=0} ={(2,0,2) | z € R} = Vect((1,0,1)).

10) La matrice [g]c est-elle diagonalisable ? Justifiez.

On remarque donc que la multiplicité géométrique de 1 est strictement
inférieure a sa multiplicité algébrique. L’endomorphisme g n’est donc pas diagonali-
sable.

Exercice 12. Exercice de synthése : projection.
On note C la base canonique de R? et on consideére les ensembles D; et D suivants.

Dy ={(x,y) eR? |y =0}, Dy ={(z,y) eR* |x ~y =0}
1) Donnez sans justifier deux vecteurs by et by tels que Dy = Vect(by) et Dy = Vect(by).
On a Dy = Vect((1,0)) et Dy = Vect((1,1)).
2) Décomposez tout vecteur u de R? sous la forme u = dy + dy avec dy € Dy et dy € Ds.

On remarque que la famille B = (b1, bs) est une base de R2. Pour déter-
miner la décomposition d'un vecteur dans la somme directe D & D5, on peut utiliser
la matrice de passage de C vers B.

1 1 _ 1 -1
Pg:(0 1), Pf=<Pg>1=(0 1).

Soit u = (x,y) un vecteur. On détermine ses coordonnées dans la base B en calculant
1 -1\ (= -y
PEx (Y] = = .

u=(z,y)=(x-y) -bi+y-by=(x-y,0)+(y,y) € Dy ®D;.

On en déduit que

13
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3) Les sous-espaces D; et Dy sont-ils supplémentaires dans R? ? Justifiez.

Nous avons vu que la concaténation des bases de D; et D, forme une base
de R2, les sous-espaces D; et Dy sont en somme directe.
9

On note f la projection sur Dy parallelement a D.
4) Quelle est la matrice de 'application f dans la base B = (by,bs) ?

= (5 0)-

5) Donnez la matrice de passage P§ de B vers C puis calculez P5.

11 1 -1
Pg:(o 1)’ Pg:(o 1)'

6) En utilisant la formule de changement de base, calculez la matrice de I'application f
dans la base canonique.

=it =5 1) (6 o) (6 3) (6 9)-
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