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o Le sujet comporte 12 pages (page de garde et de complément
de réponse incluses).

o La réponse a chaque question devra étre rédigée sur ce cahier-
réponses, dans le cadre prévu a cet effet. Si nécessaire, la copie de
couverture pourra étre utilisée comme complément de réponse, a
condition de bien préciser le numéro de I'exercice et de la question et
d'indiquer le report au niveau de la case correspondante.

o On prendra soin de faire apparaitre les étapes
intermédiaires principales des calculs dans les réponses

données.

° Les calculatrices sont interdites.

NB : Tout signe distinctif porté sur la copie pouvant indiquer sa provenance
constitue une fraude.



Exercice 1
x+y—z—t=1
X+y+z-2t=3
Résoudre le systéme (S) : .
2x—y+2z—t=2

3x—3y+2z=0

Résolvons (S) a I'aide de la méthode du pivot de Gauss :

x+y—z—t=1

x+y—z—t=1

2z—t=2 Lye——L,~-L, —3y+4z+t=0 L,«——L,
(S) <=> <=>
—3y+4z+1=0 Li¢«—L,-2L, 27—t=2
—6y+5z+3t=-3 L,«——L,—-3L -6y +5z+3t=-3
x+y—z—t=1 xty—-z—t=1
—3y+4z+1t=0 —3y+4z+t=0
<=> <=>
27—t=2 27—t=2
374t=-3 L4%L4—2L2 —z=-1 L4%L4+L3
x+y—-1-t=1 x+y=2 x=2/3
-3y+4+t=0 —3y=-4 =4/3
<=> Y <=> Y |17 /
2-t=2 t=0 z=1
z=1 z=1 t=0

Le systeme (S) admet donc une solution unique : {(2/3 ;4/3;1;0)}.

Exercice 2

Une souris est placée dans un labyrinthe (voir
schéma ci-contre).

Chaque fois qu'elle entend un coup de sifflet,
elle panique et change de compartiment, en
choisissant au hasard 1'une des portes.

Onnote : X, = le vecteur d'état aprés le i coup de sifflet, les coefficients x;, y;, z;, t; désignant

t,

la probabilité de trouver la souris respectivement dans les compartiments 1, 2, 3, 4, aprés le i™ coup
de sifflet.



1) a) Montrer que la matrice de transition associée a cette situation est la matrice :

0 1/2 1/3 0
/2 0 1/3 0
/2 1/2 0 1
0 0 1/3 0

Onnote : X, = le vecteur d'état apres le (i + l)éme coup de sifflet, les coefficients x;+;, yits, Zi+1,

ti+1 désignant la probabilit¢ de trouver la souris respectivement dans les compartiments 1, 2, 3, 4, apres le
(i+ 1) coup de sifflet.

* Du compartiment (1), la souris peut aller au compartiment (2) ou (3), avec la probabilité 1/2 pour
chaque choix.

* Du compartiment (2), la souris peut aller au compartiment (1) ou (3), avec la probabilité 1/2 pour
chaque choix.

* Du compartiment (3), la souris peut aller au compartiment (1), (2) ou (4), avec la probabilité 1/3 pour
chaque choix.

* Du compartiment (4), la souris peut aller uniquement au compartiment (3), avec la probabilité 1.

On en déduit que :
- la probabilité de trouver la souris au (1 + 1)

eéme

coup de sifflet dans le compartiment (1) s'écrit

1 1
N =5 H3Y
- la probabilité de trouver la souris au (i + 1)™ coup de sifflet dans le compartiment (2) s'écrit
Vsl =%xi +%Zi
- la probabilité de trouver la souris au (i + 1)™ coup de sifflet dans le compartiment (3) s'écrit
Zi+1:%xi+%yi+ti

- la probabilité de trouver la souris au (i + 1)™

1

1
coup de sifflet dans le compartiment (4) s'écrit ¢,,, = gz. .

1oL
2yi 3%
x,‘+l 1 1 0 1/2 1/3 O Xi
S |_| 25730 /2 0 1/3 0 | ¥
Onentire: X, = AR - _ Herx
L1 1 1 /2 1/2 0 1 |z
_xl+_yl+tl
tt+l 2 2 0 0 1/3 0 tl
lZ
3 i
0 1/2 1/3 0
D'ou la matrice de transition : [T = /20 1/3 0
/2 1/2 0 1
0 0 1/3 0




b) Rappeler, en prenant comme exemple la matrice 7, les caractéristiques d'une matrice de transition.

* Une matrice de transition est une matrice carrée dont les éléments sont tous positifs ou nuls.

* La somme des coefficients de chaque colonne d'une matrice de transition vaut 1 (somme de
probabilités).

* L'élément #; d'une telle matrice peut étre considéré comme la probabilité de passer de 1'état j a 1'état i.

2) La souris se trouvait dans le compartiment 3 au départ. Ecrire le vecteur d'état correspondant a I'état
initial, Xo, puis celui correspondant a sa position apres un coup de sifflet, puis aprés un deuxiéme coup
de sifflet. Rappeler et vérifier sur ces 3 vecteurs les caractéristiques d'un vecteur d'état.

0
* Vecteur d'état initial : X, = {
0
o 1/2 1/3 0 |[9) (/3
* Apres le ler coup de sifflet : X, =T7X, = i;; 1?2 1(/)3 (1)}(1) = 1)/3
0 0 1/3 0 Jlo 1/3
o 1/2 1/3 o (I3} [1/6
* Apres le 2eme coup de sifflet : X, =7X, = i;; 1?2 1(/)3 (1) ;/3 = 12//63 i
0 0 1/3 0 ){1/3 0

* Un vecteur d'état est une matrice-colonne dont les éléments sont positifs ou nuls, et dont la somme
des ¢léments vaut 1, ce que I'on peut vérifier sur les 3 vecteurs colonnes précédents.

3) Définir et déterminer le vecteur d'état stationnaire de la matrice 7. Interpréter le résultat obtenu.

Le vecteur d'état stationnaire de la matrice 7 est le vecteur d'état tel que 7T E = E.
Dans ce cas, le vecteur d'état £ est un vecteur propre associé a la valeur propre 1 de la matrice 7.

X

Cherchons donc les vecteurs E = Y z0 telsque TE=E<=TE-E=0<=(T-1) E=0,

N

I 1
-x+—y+—-2z=0
2773°

-1 12 13 o \[*) (9 I B
_ 0 S¥TYT3Z=
wito| 12 -1 13 0 |y (|0 __ |2 3
/2 1/2 -1 1 |z]| |0 LI N
o o 1/3 -1 )|;] lo 2 TR

1
—z—t=0
3




2 3 ——y+—Z=0 y=—z
3 3 2 3 3
Ex—5y=0 LZ%LZ_LI X=Yy X=Yy
=1 1 5 <=> 2 0 <=> 2
y——I= y=—z
—x+—y——2z=0
2" T3 3 3
1 t ! t !
=—Z =—Z
t=—z2
3 3 3
2
-z
X 3
x:y=gz y %Z
On en déduit : | dou: E= =| 3 |20, sietseulement siz # 0.
Z
tr=—z2 Z
3
A
-z
3

2 2 1 8
De plus, il faut que : x+y+z+t=1<:>§z+§z+z+§z:1<:>§z=1,d'01‘1:

N
Il
|

Finalement : £ = est le vecteur d'état stationnaire de la matrice 7.

A

XR|—= XR|W N~ A=

Conclusion : Au bout d'un temps suffisamment long, les probabilités de trouver la souris dans les
différents compartiments seront : x =y = 1/4 (compartiments 1 et 2), z = 3/8 (compartiment 3)
ett = 1/8 (compartiment 4). Il y a donc plus de chances de trouver la souris dans le compartiment 3
(37,5%) au bout d'un temps suffisamment long.

Exercice 3
I 1 -1
Soit la matrice A telleque : A=| 1 1 1
11 1

1) La matrice A est-elle inversible ? Justifier la réponse. En déduire une valeur propre évidente de la
matrice 4.

I 1 -1
detA=|1 1 1 |=0, caraumoins deux colonnes (ou lignes) de la matrice 4 sont identiques.
11 1




La matrice 4 n'est donc pas inversible.

On en déduit que la matrice 4 admet Ay = 0 pour valeur propre.

2) Déterminer le polyndme caractéristique P4(A1) associé a la matrice A. En déduire les valeurs propres
de la matrice A. On précisera leur multiplicité.

* Polyndme caractéristique de la matrice 4 :
1-4 1 -1 1-1 1 -1 1-1 1 -1
PML= 1 1-2 1 |=| 1 1-12 1 A1 1-4 1
1 1 1-2 0 A —=A| Ly«——L,—-L, 0 1 -1

soit remplagant C; par C; + C, :
1-4 1 0
PA=A 1 1-1 2= |=A-D2-1)
0 1 0

I- )“ Yo _20-1a-2).

=> les 3 racines (simples) du polyndme, valeurs propres simples de 4, sont: Ay =0, A; =1 et A, =2.

3) Déterminer 'ensemble des vecteurs propres associés a chacune des valeurs propres de 4.

* Vecteurs propres associés a la valeur propre A =

X x+y—2z=0
Ils vérifient : AY =0Y =0 <=> y|= , soit le systéme : {x+y+z=0.
Z x+y+z=0
Ona: Ty ¢ s Y <=> y==
2z=0 z=0 z=0
L'ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre Ao = 0 est donc :
X 1
{Yor={|—x|=x| -1 |\xeR*} |
0 0
* Vecteurs propres associés a la valeur propre A; =1 :
0 1 -1 (x| (0 y-z=0
Ils vérifient : (A-DY=0 <=| 1 0 1 vy [=|0 [, soit le systétme : 1 x+z=0.
1 1 O z 0 xX+y= 0




L'ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre A; = 1 est donc :

X 1
Y ={|—x|=x| -1 |\xeR*} |

—-X -1

* Vecteurs propres associés a la valeur propre A, =2 :

11 -1 \(=x 0 —x+y—-z=0
IIs vérifient : (A-21)Y =0 <=> 1 -1 1 vy [=]0 [, soitle systtme : {x—y+z=0
I -1 )z 0 x+y—-z=0
xX=y—z xX=y—z
Ona:jy-z-y+z=0<=>.0=0 <=> {xzy—z <> {y:Z :
y—z+y—2z=0 2y—-2z=0 Y=< =0

L'ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre A, = 2 est donc :

0 0
V3={lz|=2/1|\zeR*} |
z 1

On considére un systeme physique dont les seules énergies possibles sont les valeurs propres de la

I 1 -1
matrice H (hamiltonien) qui s’écrit sous laforme: H=E| 1 1 1 |=E A, ou E estune constante
I 1 1

strictement positive qui a la dimension d'une énergie.

4) En vous servant des résultats des questions précédentes, déduire les énergies possibles du systéme
en fonction de E.

Les valeurs propres A de H sont telles qu'il existe un vecteur ¥ non nul, tel que : HY = AY.

Or on sait que AY; = A;Y;, avec Ai=Ao=00ouA;=1ou A, = 2,etY; =7 ou Y; ou Y, respectivement
(cfq3).

Ainsi : HY; = EAY; = EAY;

=> EA; est valeur propre de la matrice H associée au vecteur propre ;.




Les énergies possibles du systéme sont donc 0, £ et 2F.

0
5) Le systéme est préparé dans I'état : U =| 1 |. Déterminer la valeur moyenne de 1'énergie du systeme
0

dans cet état, donnée par: <H >="U HU,ou 'U désigne la transposée de la matrice U.

11 -1 )0 1
<H>:TUHU:E(0 1 0) 111 1:E(o 1 0)1:E.
11 1 Jlo 1

Ainsi:|[<H>="UHU=E|




